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Застосування степеневих рядів 

 

1. Наближене обчислення значень функції 

 

Нехай функцію 𝑓(𝑥)  можна розвинути в степеневий ряд і значення 𝑥0 

належить інтервалу збіжності ряду. Точне значення функції 𝑓(𝑥0)в точці 𝑥0 дорівнює 

сумі цього ряду при 𝑥 = 𝑥0, а наближене — частковій сумі 𝑆𝑛(𝑥0).  

Похибку наближення |𝑓(𝑥0) − 𝑆𝑛(𝑥0)| можна знайти, оцінюючи залишок 

ряду 𝑅𝑛(𝑥0). 

Для знакопочережних рядів |𝑅𝑛(𝑥0)| ≤ |𝑎𝑛−1(𝑥0)|, де 𝑎𝑛−1(𝑥0), — перший з 

відкинутих членів ряду. В усіх інших випадках величину 𝑅𝑛(𝑥0), як правило, 

оцінюють так: 

|𝑅𝑛(𝑥0)| ≤ |𝑎𝑛+1(𝑥0)| + |𝑎𝑛+2(𝑥0)| + ⋯ < 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ = 𝑆, 

де ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  – де додатний збіжний ряд, суму S якого можна обчислити. 

 

Приклад 1. Обчислити sin1 з точністю до 3·10-3.   

Розв’язання. Покладемо в формулі  

sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− ⋯ + (−1)𝑛

𝑥2𝑛+1
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+ ⋯ 

𝑥 = 1. 

sin 1 = 1 −
13

3!
+

15

5!
−

17

7!
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Оскільки 

|𝑎4| =
1

7
=

1

5040
≈ 0,0002 < 0,001, 

то за теоремою Лейбніца залишок 𝑅3(1) ряду, який починається з члена 𝑎4, не 

перевищує 0,001. Отже,  

𝑠𝑖𝑛 1 = 1 −
1

3!
+

1

5!
≈ 0,842. 

 

 

 



2. Обчислення похідної функції 

  

Приклад 2. Користуючись розвиненням функції 𝑓(𝑥) = ⅇ− 
𝑥2

2  в ряд Маклорена, 

обчислити значення 𝑓(10)(0). 

Розв’язання. Застосуємо розвинення в ряд функції ⅇ𝑥 

ⅇ𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+. 

ⅇ− 
𝑥2

2 = 1 −
𝑥2

2
+

𝑥4

222!
− ⋯ +

𝑥10

255!
+ ⋯ ,    𝑥 ∈ 𝑅. 

В наведеному розвиненні коефіцієнт при 𝑥10 дорівнює 

𝑓(10)(0)

10!
. 

Отже, маємо 𝑓(10)(0) = −
1

25⋅5!
10! = −945. 

 

3. Наближене обчислення визначених інтегралів 

 

Якщо в визначеному інтегралі ∫ 𝑓(𝑥) ⅆ𝑥
𝑏

𝑎
 підінтегральну функцію 𝑓(𝑥) можна 

розвинути в степеневий ряд і відрізок [a, b] міститься в інтервалі збіжності ряду, то 

почленно інтегруючи ряд і обмежуючись скінченною кількістю його членів, 

обчислюють інтеграл з наперед заданою точністю.  

 

Приклад 3. При вивченні теорії ймовірностей важливу роль відіграє функція 

 

яку називають функцією Лапласа або інтегралом ймовірностей. Як відомо, ∫ ⅇ− 
𝑥2

2 ⅆ𝑥,  

не виражається через елементарні функції. Розвинемо підінтегральну функцію в ряд , 

застосовуючи розвинення 

ⅇ− 
𝑥2

2 = 1 −
𝑥2

2
+

𝑥4

222!
−

𝑥6

233!
+ ⋯ ,    𝑥 ∈ 𝑅. 

Тоді для функції Φ(𝑥) дістанемо розвинення в збіжний на всій дійсній осі ряд: 

 
або 

 



 Приклад 4. Обчислити еліптичний інтеграл, застосовуючи розвинення 

підінтегральної функції в степеневий ряд. 

 

Розв’язання. 

 

 

4. Інтегрування диференціальних рівнянь 

 

Якщо розв’язки диференціального рівняння в елементарних функціях знайти 

неможливо, тоді розв’язок (загальний або частинний) диференціального рівняння 

можна знаходити у вигляді степеневого ряду.   

Для обчислення коефіцієнтів в розвиненні частинного розв’язку 

диференціального рівняння, що задовольняє задані початкові умови, в степеневий ряд 

застосовують метод послідовного диференціювання. 

 



 
 

Приклад 5. Знайти перші чотири ненульові члени розвинення в степеневий ряд 

розв’язку задачі Коші: 

 
Розв’язання. 

 
 

Метод невизначених коефіцієнтів 

Якщо диференціальне рівняння лінійне відносно функції y і її похідних, то 

розв’язок рівняння шукаємо у вигляді степеневого ряду 

∑ 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛

∞

𝑛=0

 

коефіцієнти якого необхідно знайти. Розглянемо метод невизначених коефіцієнтів на 

прикладі. 



Приклад 6. Знайдемо розв’язок задачі Коші: 

 
Розв’язання. 

 
 

 

 

 

 

 



Завдання для самостійного розв’язання 

 
 

 
 

 



 

 


