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Передмова авторiв

Альберт Ейнштейн, який був у багатьох вiдношеннях батьком кванто-
вої механiки, мав iз нею горезвiснi стосунки кохання-ненавистi. Його дебати
з Нiльсом Бором - Бор повнiстю приймав квантову механiку, а Ейнштейн
ставився до неї глибоко скептично - широко вiдомi в iсторiї науки. Бiльшi-
стю фiзикiв визнали, що Бор виграв, а Ейнштейн програв. Як менi здає-
ться, i цю думку, я думаю, подiляють все бiльше фiзикiв, такий висновок
не справедливий стосовно поглядiв Ейнштейна.

I Бор, i Ейнштейн були складними людьми. Ейнштейн дуже намагався
показати, що квантова механiка була суперечливою; Бор, проте, завжди
мiг протистояти його аргументацiї. Але в своїй останнiй атацi Ейнштейн
вказав на щось настiльки глибоке, що так суперечить здоровому глузду,
настiльки тривожне i, все ж таки, так збуджуюче, що на початку двадцять
першого столiття воно повернулося, щоб зачарувати фiзикiв-теоретикiв.
Єдина вiдповiдь Бора на останнє велике вiдкриття Ейнштейна – вiдкриття
заплутаностi (entanglment) – полягало в тому, що Бор просто iгнорував
заплутанiсть.

Явище заплутаностi є iстотним фактом квантової механiки, тим, що
робить квантову механiку настiльки вiдмiнною вiд класичної фiзики. Це
ставить пiд сумнiв все наше уявлення про те, що реально у фiзичному свi-
тi. Наше звичайне iнтуїтивне уявлення про фiзичнi системи полягає в тому,
що якщо ми знаємо все про систему, тобто все, що може бути в принципi
вiдомо, ми знаємо все i про її частини. Якщо ми маємо повне уявлення про
стан автомобiля, то ми знаємо все про його колеса, двигун, його трансмi-
сiю, аж до гвинтiв, якi тримають оббивку. Було б безглуздо для механiка
сказати: “Я знаю все про вашу машину, але, на жаль, я не можу сказати
вам що-небудь про якусь iз її частин.”

Але це саме те, що Ейнштейн пояснював Бору - у квантовiй механiцi,
можна знати все про систему i нiчого про її окремi частини - але Бор не
оцiнив цей факт. Я додав би, що поколiння квантових пiдручникiв безтур-
ботно проiгнорували цей факт.

Всiм вiдомо, що квантова механiка дивна, але я пiдозрюю, мало хто
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Передмова авторiв

може точно сказати чому саме. Ця книга є технiчний курс лекцiй з кван-
тової механiки, але вона вiдрiзняється вiд бiльшостi курсiв або бiльшостi
пiдручникiв. Основний акцент тут робиться на логiчних принципах i мета
полягає не в тому, щоб приховати повну дивнiсть квантової логiки, а щоб
прояснити її.

Я хотiв би нагадати вам, що ця книга є однiєю iз серiї книг, якi пе-
редають змiст моїх iнтернет-курсiв пiд назвою Теоретичний Мiнiмум. Мiй
спiвавтор книги Арт Фрiдман був студентом на цих курсах. Книга виграла
вiд того, що Арт був учнем i тому був дуже чутливим до питань, якi мо-
жуть ввести в оману новачка. Пiд час написання нам було дуже весело i ми
спробували передати цю атмосферу за допомогою гумористичних дiалогiв
мiж професором i скрипалем. Якщо цей гумор до вас не дiйде – просто
iгноруйте його.

Леонард Саскiнд
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Передмова авторiв

Коли я отримав ступiнь магiстра в галузi комп’ютерних наук у Стен-
фордському унiверситетi, я не мiг припустити, що повернуся через кiлька
рокiв, щоб вiдвiдувати лекцiї Леонарда з фiзики. Моя коротка "кар’єра"у
фiзицi закiнчилася багато рокiв тому iз завершенням ступеня бакалавра.
Але мiй iнтерес до цiєї теми залишається дуже живим.

Виявляється, у мене велика компанiя - свiт здається заповненим лю-
дьми, якi по-справжньому глибоко зацiкавленi у фiзицi, але чиї життя за-
брали їх у рiзних напрямках. Ця книга є для всiх нас.

Квантова механiка може бути оцiнена, певною мiрою, вже на чисто
якiсному рiвнi. Але математика - те, що дозволяє по-справжньому оцiнити
красу квантової механiки. Ми спробували зробити доступним цю дивови-
жну теорiю для математично грамотних фiзикiв. Я думаю, ми зробили
досить хорошу роботу, i я сподiваюся, що ви погодитеся з цим.

Нiхто не може завершувати проект, подiбний до цього, без того, щоб
їм хтось та не допомагав. Люди з Brockman, Inc. змогли зробити так, щоб
справа схожа на кiнець свiту здалася цiлком легкою, а видавнича група
в Perseus Books була на найвищому рiвнi. Моя щира подяка TJ. Kelleher,
Rachel King, та Tisse Takagi. Було просто щастя працювати з талановитим
коректором John Searcy.

Я вдячний (iншим) студентам з групи безперервно-продовжуючих-
навчання, яким Леонард читав свiй курс, за вдумливi, провокацiйнi питан-
ня i за велику кiлькiсть стимулюючих обговорень-пiсля-лекцiї. Rob Colwell,
Todd Craig, Monty Frost та John Nash висловили конструктивнi зауваження
щодо рукопису. Jeremy Branscome i Russ Bryan прочитали весь рукопис у
деталях i вказали на цiлий ряд недолiкiв.

Я вдячний моїй сiм’ї та друзям за їх пiдтримку та ентузiазм. Я осо-
бливо дякую моїй дочцi, Hannah, за те, що вона взяла на себе турботу про
супермаркет.

Крiм свого кохання, заохочення, розумiння та почуття гумору, моя
дивовижна дружина, Margaret Sloan, виконала близько третини дiаграм
та обидвi iлюстрацiї для квартири Гiльберта. Дякую, Maggie.

На початку цього проекту Леонард, вiдчувши, що саме було моєю мо-
тивацiєю, зауважив, що один iз найкращих способiв дiзнатися фiзику - це
написати про неї. Це, мабуть, вiрно, але я гадки не мав, наскiльки це вiрно,
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Передмова авторiв

i я вдячний, що у мене був шанс дiзнатися про це. Дуже вдячний, Леонарде.

Арт Фрiдман
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Вiд перекладача

Квантова механiка не зводиться до вирiшення диференцiального рiв-
няння другого порядку. Класична механiка, за великим рахунком, займає-
ться тим самим. Квантова механiка - це погляд на свiт, вiдмiнний вiд того,
яким ми дивимося на навколишнi предмети.

До предмета цiєї книги потрiбно ставитися не просто як до математи-
чного апарату: квантова механiка не зводиться до розв’язання диференцi-
альних рiвнянь другого порядку. Класична механiка, за великим рахунком,
займається тим самим. Квантова механiка та похiднi вiд неї науки (кванто-
ва теорiя поля тощо) є новий пiдхiд до опису свiту, принципово не схожий
на класичний — заснований на спостереженнях неозброєним оком.

За словами вiдомого американського футуролога i публiциста Елвiна
Тоффлера, ми живемо в епоху суперiндустрiального суспiльства, що заро-
джується - суспiльства, в якому на змiну прiоритету додаткової вартостi
прийде прiоритет загальнолюдських цiнностей. Можливiсть такого перехо-
ду готується розвитком технологiй, коли автоматизується не саме виробни-
цтво продуктiв, необхiдних людинi, але автоматизується весь комплекс, по-
чинаючи вiд виробництва засобiв виробництва (розумiється в найширшому
сенсi) i закiнчуючи, власне, виробництвом кiнцевих продуктiв. Такий ви-
сокий рiвень технологiї, безсумнiвно, базується на використаннi досягнень
науки як однiєї зi складових частин загальнолюдської культури.

Наука не стiльки є фундаментом розвитку технологiй, але, що важли-
вiше, змiнює наш погляд на навколишнiй свiт, допомагаючи цим зрозумiти
наше мiсце у свiтi i нашу роль.

За останнє столiття квантова механiка виросла з фiзичної теорiї, яка
дозволила розiбратися в непiддається поясненнi величезному наборi фа-
ктiв, що вiдносяться до оптичних спектрiв атомiв i молекул, в теорiю, яка
дозволяє вiдповiдати на питання про походження нашого всесвiту i про те,
що ми можемо i чого не можемо дiзнатися про навколишнiй свiт. Резуль-
тати, одержуванi на такiй величезнiй "фабрицi елементарних частинок як
ЦЕРН, чудово i з вражаючою точнiстю описуються Стандартною Модел-
лю елементарних частинок, яка, як на фундамент, спирається на квантову
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Вiд перекладача

механiку релятивiстську. Нi в кого не залишилося сумнiвiв у правильностi
квантової механiки.

Однак навiть не це найдивовижнiше у квантовiй механiцi. На вiдмiну
вiд багатьох правильних, корисних та широко використовуваних фiзичних
теорiй, квантова механiка є чимось бiльшим. Сьогоднi квантова механiка
вийшла за рамки власне фiзичної теорiї та проникає у всi сфери нашо-
го життя. Знання основ цiєї теорiї необхiдне кожнiй людинi, як знання
абетки та арифметики. Питання не стоїть так, що вивчають квантову ме-
ханiку у тому, щоб розвивати її. Питання стоїть так, що вивчають кван-
тову механiку для того, щоб бути в змозi освоїти тi предмети та пристрої,
принцип дiї яких ґрунтується на квантових законах, якi у найближчому
майбутньому увiйдуть у наше життя, як увiйшли телевiзор, стiльниковий
телефон, комп’ютер, банкiвська картка та багато iншого. Навряд чи без
знання арифметики ми були б в змозi зробити хоча б елементарну поку-
пку в супермаркетi або без знання листа надрукувати на комп’ютерi запит
на пошук iнформацiї, що цiкавить нас (голосове введення-висновок навряд
чи замiнить письмову грамотнiсть, як i поява друкарської машинки, а по-
тiм i клавiатури комп’ютера, що не замiнили необхiдностi писати). Однак,
при цьому ми можемо не мати жодного уявлення про те, як, власне, фун-
кцiонує система, що здiйснює платiж з використанням нашої банкiвської
картки або як функцiонує сам комп’ютер. Цi знання доступнi фахiвцям, а
ми, у свою чергу, можемо бути фахiвцями зовсiм в iншiй галузi.

Те саме справедливо i щодо квантової механiки. Детальне та докла-
дне вивчення квантової механiки необхiдно фiзику, який розвиватиме цю
теорiю або використовуватиме її в комплексi з iншими теорiями. Однак,
кожнiй грамотнiй людинi необхiдно буде знати основи квантової механi-
ки, знати i розумiти, що свiт влаштований не так, як ми його бачимо - i
використовувати це знання для виживання в цьому свiтi i, можливо, для
управлiння цим свiтом, що за словами того ж Елвiна Тоффлера є цiлком
осмисленою, хоч i далеко не тривiальною, але безсумнiвно неминучою за-
дачею, яка вже постає перед людством.

М. В. Москалець
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Пролог

Don’t let our lighthearted humor fool you into thinking that we’re writing
for airheads. We’re not. Our goal is to make a difficult subject “as simple as
possible, but no simpler,” and we hope to have a little fun along the way. See
you at Hilbert’s Place.

A Professor and a Fiddler Walk into a Bar

Lenny and Art, two greenhorns from California who somehow got separated
from their tour bus. Wish them luck. They will need it.

Art looks over his beer and says, “Lenny, let’s play a round of the Einstein–
Bohr game.”

“OK, but I’m tired of losing. This time, you be Artstein and I’ll be L-Bore.
You start.”

“Fair enough. Here’s my first shot: God doesn’t play dice. Ha-ha, L-Bore,
that’s one point for me.”

“Not so fast, Artstein, not so fast. You, my friend, were the first one to
point out that quantum theory is inherently probabilistic. Heh heh heh, that’s
a two-pointer!”

“Well, I take it back.”
“You can’t.”
“I can.”
“You can’t.”
Few people realize that Einstein, in his 1917 paper, “On the Quantum

Theory of Radiation,” argues that the emission of gamma rays is governed by
a statistical law.
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Пролог

Мал. 0.1. Бар “Hilbert’s place”.
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Вступ

Класична механiка iнтуїтивно зрозумiла; речi рухаються передбачува-
ним чином. Досвiдчений професiйний гравець може кинути швидкий по-
гляд на м’яч, що летить, i за його мiсцем розташування i швидкостi руху,
дiзнатися куди бiгти, щоб бути там якраз вчасно, щоб зловити м’яч. Зви-
чайно, раптом несподiваний порив вiтру може обдурити його, але це тiльки
тому, що вiн не взяв до уваги всiх змiнних величин. Iснує очевидна при-
чина, чому класична механiка iнтуїтивно зрозумiла: люди (i тварини до
них) використовували її багато разiв кожен день для виживання. Але нi-
хто нiколи не використовував квантову механiку до двадцятого столiття.
Квантова механiка описує речi настiльки малi, що вони повнiстю за межа-
ми дiапазону людських почуттiв. Так що само собою зрозумiло, що ми не
розвинули iнтуїцiю для квантового свiту. Єдиний спосiб, яким ми можемо
осягнути квантовий свiт, полягає у замiнi нашої iнтуїцiї абстрактною мате-
матикою. На щастя, з якоїсь дивної причини, ми маємо здатнiсть до такого
роду замiн.

Як правило, ми дiзнаємося класичну механiку задовго до того, як при-
ступити до спроб вивчати квантову механiку. Але квантова фiзика є на-
багато фундаментальнiшою порiвняно з класичною фiзикою. Наскiльки
нам вiдомо, квантова механiка дає точний опис кожної фiзичної системи,
але деякi предмети досить масивнi та квантова механiка може бути на-
дiйно апроксимована класичною механiкою. Це все, що класична механiка
є: наближення. З логiчного погляду ми спочатку повиннi вивчити кванто-
ву механiку, але дуже мало вчителiв фiзики рекомендували б це. Навiть
цей курс лекцiй – iз серiї Теоретичний Мiнiмум – розпочався з класичної
механiки. Тим не менш, у цих квантових лекцiях, класична механiка не
гратиме практично нiякої ролi, крiм самого кiнця, тобто набагато пiзнiше
того, як основнi принципи квантової механiки будуть поясненi. Я думаю,
що це справдi правильний спосiб викладу i не лише логiчно, а й педагогi-
чно. Слiдуючи таким шляхом, ми не потрапляємо в пастку, думаючи, що
квантова механiка це в основному просто класична механiка з парою но-
вих хитрощiв на додачу. До речi, квантова механiка є технiчно набагато
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Вступ

простiшою, нiж класична механiка.
Найпростiша класична система – основна логiчна одиниця для iнфор-

матики – це дворiвнева система. Iнодi вона називається бiт. Вона може яв-
ляти собою будь-яку систему, яка має тiльки два стани: монета, яка може
повернутися орлом або решкою, перемикач, який увiмкнений або вимкне-
ний, або крихiтний магнiт, який вказує на пiвнiч або на пiвдень. Як i слiд
очiкувати, особливо якщо ви вивчали першу лекцiю тома I, теорiя класи-
чних дворiвневих систем надзвичайно проста - нудна, насправдi. У цьому
томi ми збираємося почати з квантової версiї дворiвневої системи, яка на-
зивається кубит (квантовий бiт), яка є набагато цiкавiшою. Щоб зрозумiти
це, нам знадобиться абсолютно новий спосiб мислення - новi засади логiки.
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1. Система та експеримент

Lenny and Art wander into Hilbert’s Place.
Art: What is this, the Twilight Zone? Or some kind of fun house? I can’t

get my bearings.
Lenny: Take a breath. You’ll get used to it.
Art: Which way is up?

1.1. Квантова та класична механiка

Квантова механiка важка для розумiння не тому, що вона використо-
вує складну математику, але тому, що вона має справу з такими малими
об’єктами, якi не пiддаються сприйняттю наших органiв чуття. Нам нiчого
не залишається як тiльки розглядати об’єкти мiкросвiту як абстракцiї.

Абстракцiї використовуються i в класичнiй механiцi (матерiальна то-
чка, абсолютно тверде тiло, iнерцiйна система вiдлiку, положення, iмпульс,
поле, хвилi та багато iншого).

Але все-таки квантова механiка вiдрiзняється вiд класичної механiки
з двох причин:

•Абстракцiї є фундаментально рiзними. Наприклад, iдея квантового
стану концептуально вiдмiнна вiд аналогiчного поняття класичної фi-
зики. Стани представленi рiзними математичними об’єктами та ма-
ють рiзну логiчну структуру.

•Рiзноманiтно також взаємовiдносини мiж станом системи та вимiром.
Якщо в класичнiй фiзицi експеримент дозволяє повнiстю визначити
стан системи, то в квантовiй фiзицi взаємовiдношення експерименту
та системи, що вивчається, є бiльш заплутаним i менш зрозумiлим.
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Система та експеримент

1.2. Спин та кубит

У квантовiй механiцi частинки характеризуються як їх становищем
стосовно iншим частинкам, тобто координатою, а й внутрiшнiми характе-
ристиками, як-от, наприклад, спин. У електрона спин має всього два на-
прями "вгору"i "вниз"(стосовно якоїсь обраної осi). Спин є найпростiшою,
але цiлком повноправною, квантовою системою. Ця система має лише два
стани, тому на її прикладi вiдносно легко проiлюструвати вiдмiннiсть кван-
тової системи вiд класичної. Електрон, який переносить спин через простiр,
сам по собi теж є найпростiшою, але самої квантовою системою.

Спин, будучи дворiвневою системою, є прикладом кубiту (квантового
бiта), який у квантовому свiтi грає таку роль як логiчний бiт грає у свiтi
класичної iнформацiї (наприклад, в комп’ютерi). Розiбравшись у тому, як
поводиться спин, ми трошки пiдготуємо себе до того, щоб зрозумiти як
поводиться iнформацiя в квантовому свiтi i чому квантовий комп’ютер є
настiльки багатообiцяючим.

1.3. Експеримент

У класичнiй фiзицi прикладом дворiвневої системи є, наприклад, моне-
та, яка має двi сторони, "орел"(О) i "решка"(Р). Бiльш формально можна
ввести ступiнь свободи σ i порiвняти станом “решка”

σ = +1,

и состоянию “орел”

σ = −1. (1.1)

Цi два стани повнiстю визначають простiр можливих станiв системи або
просто "простiр станiв"(ПС).
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Система та експеримент

У класичнiй фiзицi система може бути або в одному станi або в iн-
шому - монета впаде або орлом вгору, або рiшкою (випадок "впасти на
ребро"ми не розглядаємо). I скiльки б ми не дивилися на монету вона так
i залишиться лежати, тобто система буде або в станi σ = −1 або в станi
σ = +1.

Квантова система щодо цього є принципово iнший. Якщо говорити
коротко (хоч i не зовсiм суворо): Стан системи може змiнитися, коли ми
подивимося на неї. Подивитися (побачити) означає, наприклад, що фотон
вiдбився вiд "квантової монетки спина - i потрапив до нас у око. Але, коли
фотон вiдбивався вiд спина, вiн мiг "штовхнути"спин так, що той змiнить
свiй напрямок, тобто перейде в iнший стан. Це все тому, що енергiя, необхi-
дна для повороту спина порiвнянна з енергiєю фотона: Якби ми перевiряли
на якому боцi лежить монета, ударяючи по нiй дерев’яним молотком i пе-
ревiряючи який вiдбиток залишився на молотку, то важко гарантувати, що
пiсля такого спостереження. монета залишилася лежати на тiй же сторо-
нi, яка вiддрукувалася на нашому "наглядовому iнструментi". Звичайно, у
класичному свiтi у нас достатньо можливостей проводити спостереження
i менш руйнiвним способом. У квантовому свiтi – теж. Але, у квантово-
му свiтi набагато менше можливостей не обурювати вимiрювану систему.
Тому аналiз процесу вимiру є важливим для квантової фiзики.

Для того, щоб зрозумiти, що вiдбувається зi спином, введемо в розгляд
також пристрiй (A), який вимiрює напрямок спина. Нехай це буде якийсь
"чорний ящик"з вiконцем, в якому показується результат вимiрювання. У
ньому також є стрiлка, що вказує в якому напрямi пристрiй орiєнтований.
Iншими словами, ця стрiлка вказує позитивний напрямок осi, вздовж якої
ми будемо вимiрювати напрямок спина. Якщо спин спрямований вздовж
позитивного напрямку осi, то у вiкнi з’явиться +1, а якщо пристрiй A
виявить, що спин спрямований у протилежний бiк, то у вiкнi з’явиться -1.

Ми не знаємо у якому станi знаходиться спин. Ми проводимо вимiрю-
вання i пристрiй показує або "+1"або 1". Припустимо, що пiсля першого
вимiру A показав +1. Тодi кожне наступне вимiр також супроводжувати-
меться появою числа +1 у вiконцi, Рис. 1.1.

Можна сказати, що вимiрювальний пристрiй пiд час першого вимi-
рювання "приготував"систему в станi з σ = +1, а наступнi вимiрювання
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Мал. 1.1. (A) Спин та вимiрювальний пристрiй перед вимiрюванням. (B) Спiн та ви-
мiрювальний пристрiй пiсля того, як один вимiр було проведено та показало σz = +1.
Тепер спин приготовлений у σz = +1 станi. Якщо спин не обурювати i зберегти орiєн-
тацiї вимiрювального пристрою, всi наступнi вимiрювання дадуть однаковий результат,
а саме σz = +1. Показано також осi системи координат, яку ми використовуємо.

пiдтвердили, що, дiйсно, система знаходиться в станi з σ = +1.
Теж справедливо i для σ = −1 в обох класичних i квантових випадках.
Якщо пiсля першого вимiру ми повернемо вiсь пристрою на 180◦, то

наступний вимiр покаже протилежне значення σ, Рис. 1.2.
Такий результат може бути пояснений, якщо припустити, що спин є

якогось векторної величиною, яка не залежить вiд напрямку осi у вимiрю-
вальному пристрої. Це цiлком розумне припущення, що вiдповiдає логiцi
класичної фiзики.

Якщо так, то природно характеризувати спин за допомогою проекцiй
не на одну, а на три просторовi осi, оскiльки наш простiр тривимiрний. По-
значимо компоненти спина σx, σy та σz. У розглянутих випадках пристрiй
вимiрювало проекцiю спина вздовж однiєї осi, скажiмо, осi z, вздовж її по-
зитивного або негативного напрямку, залежно вiд орiєнтацiї внутрiшньої
осi приладу.
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Мал. 1.2. Напрямок осi вимiрювального приладу змiнено протилежне. Спин залишає-
ться незадоволеним. При цьому новий вимiр показуєт σz = −1.

Вiдмiннiсть проявиться, якщо пiсля першого вимiру ми повернемо вiсь
вимiрювального пристрою на 90◦, так, щоб воно вимiрювало проекцiю спи-
на на перпендикулярну вiсь первiсної осi пристрою, скажiмо на вiсь x.
Iншими словами, першим вимiром ми приготували спин у станi, скажiмо,
σz = +1, а потiм вимiрюватимемо його проекцiю на вiсь x. З погляду кла-
сичної фiзики результат має дорiвнювати нулю, оскiльки проекцiя вектора
на перпендикулярну вiсь є нуль. Але результат вимiру спина дуже повчаль-
ний:
1. Вимiрювання дасть σx = +1 або σx = −1, (але не нуль!), що надзвичай-
но вiдрiзняється вiд класичного очiкування, Рис. 1.3.
2. Вимiрювання на сукупностi iдентично пiдготовлених систем дасть кожне
з цих значень з рiвною ймовiрнiстю. Тому "в середньому"ми отримаємо
нуль, що цiлком узгоджується з класичним очiкуванням.
Висновок такий: якщо спин i є вектор, то дуже незвичайний.

Пiсля першого вимiру, який приготував спин у станi σz = +1, можна
повернути А, так, щоб вiн вимiрював проекцiю спина на довiльно спрямо-
вану осi, скажiмо, спрямовану пiд кутом θ до осi z , Рис. 1.4. Поодинокий
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Мал. 1.3. Вiсь вимiрювального приладу повернута на 90◦. Новий вимiр дає σz = −1 з
50% iмовiрнiстю. Звернемо увагу, що вiсь z, яку вимiрюється проекцiя спина електрона,
за визначенням збiгається з вiссю вимiрювального приладу. Система координат, наве-
дена малюнку, показує найменування осей, що було при iнiцiалiзацiї стану спина (тобто
доти, як вiсь приладу було повернуто).

вектор уздовж такої осi позначимо як n⃗. З погляду класичної фiзики, ре-
зультатом вимiрювання має стати проекцiя вектора на нову вiсь, тобто
σn = σ⃗ · n⃗ = cos θ. А насправдi, А покаже або σn = +1 або σn = −1 з де-
якими (не обов’язково рiвними) ймовiрностями, так що середнє значення
буде cos (θ) згiдно з класичною фiзикою.

У випадку, коли спочатку А орiєнтований вздовж вектора m⃗ i резуль-
тат вимiру дає σm = +1, та був А переорiєнтований вздовж напрямки n⃗,
то результат повторного вимiру дасть σn = +1 або σn = −1 з такими
ймовiрностями, що середнє значення збiгається з класичним очiкуванням
для проекцiї одиничного вектора m⃗ на вiсь n⃗. Таке середнє ми позначимо
кутовими дужками,

⟨σ⟩ = m⃗ · n⃗ = cos θ.
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Мал. 1.4. Вiсь вимiрювального приладу повернена на довiльний кут у площинi x˘z.
Середнє значення (отримане при вимiрi ансамблю однаково пiдготовлених спинiв) дає
n̂ · n̂.

Выводы:

1.Квантово-механiчнi системи за своєю природою є iмовiрнiсними
(не детермiнiстськими) системами - результати вимiрювання мо-
жуть стати статистично випадковими.

2.Однак усередненi результати багатьох вимiрювань, вироблених на
однаково пiдготовлених системах, узгоджуються з передбачення-
ми, зробленими на основi класичної фiзики, або, коротко кажучи,
узгоджуються з класичною фiзикою.
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1.4. Експеримент завжди обурює систему

Кожен експеримент включає зовнiшню систему - вимiрювальний при-
стрiй -, яке має взаємодiяти з вимiрюваною системою для того, щоб записа-
ти результат вимiрювання. У цьому сенсi кожен експеримент є iнвазивним
(тобто таким, який тим чи iншим способом проникає в дослiджувану си-
стему i може повнiстю або частково зруйнувати її). Це правильно як i кла-
сичної i у квантової фiзицi, але у квантової фiзицi цей факт має важливого
значення. Чому це так? З погляду класичної фiзики iдеальний вимiрюваль-
ний прилад має зникаюче малий вплив на систему, яку вiн вимiрює. Тому,
в класичнiй фiзицi завжди можна звести нанiвець вплив вимiрювального
приладу на вимiрювану систему i, скiльки б разiв послiдовно не повто-
рювалося б вимiрювання, результат буде той самий (якщо вимiрювальний
прилад є iдеальним). Наприклад, напрямок стрiлки (компаса або амперме-
тра або iншого приладу) може бути визначено шляхом вiдображення свi-
тла вiд стрiлки i його фокусування, щоб сформувати зображення. Хоча це
правда, що свiтло повинно мати досить малу довжину хвилi, щоб сформу-
вати зображення, немає нiчого в класичнiй фiзицi, що запобiгає тому, щоб
сформувати зображення при скiльки завгодно слабкому свiтлi i тим самим
звести нанiвець всякий вплив свiтла на стрiлку. Iншими словами, свiтло,
необхiдне для вимiрювання напрямку (макроскопiчної) стрiлки, може ма-
ти скiльки завгодно малу енергiю (порiвняно з енергiєю, необхiдною для
додаткового вiдхилення стрiлки).

У квантовiй механiцi ситуацiя в коренi вiдрiзняється. Будь-яка взаємо-
дiя, яка є досить сильною, щоб вимiряти деякi аспекти системи обов’язково
буде достатньо сильною для того, щоб змiнити якийсь iнший аспект тiєї ж
системи. Таким чином, ви не можете нiчого дiзнатися про квантову систе-
му, не змiнюючи щось iнше в нiй.

Це має бути очевидним у прикладах за участю пристрою (A) та спина
σ, якi ми вже розглядали. Припустимо, що ми починаємо зi стану σz = +1
вздовж осi z. Якщо ми проводимо повторний вимiр σ знову з вiссю А орiєн-
тованої вздовж z, ми пiдтвердимо попереднє значення. Ми можемо зробити
це знову i знову без змiни результату. Але розглянемо iншу можливiсть:
Мiж послiдовними вимiрами вздовж осi z, ми змiнимо напрямок осi А на 90
градусiв, зробимо промiжний вимiр, i повернемо напрямок осi А в своє по-
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чаткове положення. Чи пiдтвердить наступний вимiр уздовж осi z резуль-
тат початкового вимiру? Вiдповiдь – нi. Промiжний вимiр проекцiї спина
на вiсь x суттєво змiнить стан системи. Тому результат наступного вимiру
проекцiї спина на вiсь z буде однаково давати або σz = +1 або σz = −1.
Немає жодного способу зробити промiжний вимiр проекцiї спина σx без то-
го, щоб повнiстю зруйнувати спочатку приготовлений стан з певним зна-
ченням σz. Можна сказати, що вимiр однiєї з компонентiв спина знищує
iнформацiю про iнший компонент. Насправдi просто неможливо одночасно
знати компоненти спина вздовж двох рiзних осей (так, щоб результати ви-
мiрювань у довiльному порядку були б достовiрно передбачуваними). Iснує
щось, що принципово вiдрiзняє стан квантової системи вiд стану класичної
системи.

1.5. Затвердження

Простiр станiв класичної системи є математичним набором (або про-
сто безлiч). Якщо, наприклад, системою є звичайна монета, то її простiр
станiв є набором з двох елементiв, O (орел) i P (решка). Використовуючи
позначення теорiї множин, ми писатимемо {O,P}. Якщо система є шести-
гранним кубиком, простiр станiв має шiсть елементiв, що позначаються як
{1, 2, 3, 4, 5, 6}. Логiка теорiї множин називається булевою логiкою. Булева
логiка є лише формалiзована версiя знайомої класичної логiки висловлю-
вань.

Фундаментальна iдея булевої логiки є поняття iстинностi значення.
Висловлювання може бути iстинним або хибним. Нiчого з-помiж них не
допускається. Аналогом висловлювання в теорiї множин є пiдмножина.
Грубо кажучи, твердження є правильним для всiх елементiв у вiдповiд-
нiй пiдгрупi i хибно для всiх елементiв не в цiй пiдгрупi. Наприклад, нехай
безлiч є всi можливi стани кубика. Розглянемо наступне висловлювання:

А: Кубик лежить гранню з непарною кiлькiстю точок вгору.
Вiдповiдне пiдмножина мiстить такi елементи {1, 3, 5}.
Iнше висловлювання:
П: Кубик показує число менше 4.
Вiдповiдне пiдмножина мiстить такi елементи {1, 2, 3}.
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Кожне iз цих тверджень має вiдповiдне негативне твердження (запе-
речення). Наприклад,

не А: Кубик не лежить гранню з непарним числом точок вгору.
Вiдповiдне пiдмножина включає такi елементи 2, 4, 6.
Iснують операцiї для об’єднання пропозицiй у складнiших пропозицiй,

найбiльш важливими з яких є або, i, i немає. Ми щойно бачили приклад
застосування не, яке застосовується до одного пiдмножини або пропозицiї.
I застосовується до пари висловлювань. Результатом є вислiв iстинний тодi,
коли обидва висловлювання iстиннi. Що стосується двох пiдмножин, i дає
елементи, загальнi для обох, тобто i визначає перетин двох пiдмножин.
У прикладi з висловлюваннями про кубик, перетином пiдмножин А i є
пiдмножина елементiв, якi є одночасно парнi i менше 4, дивись малюнок
1.5, де використана дiаграма Ейлера-Венна, щоб показати, як це працює.

Мал. 1.5. Приклад класичної моделi простору станiв. ПiдмножинаA вiдповiдає вислову
“випала грань кiстки з непарним номером.” Пiдмножина B: “випала грань кiстки з
номером < 4.” Темне затiнення показує перетин A i B, який є висловлювання (A i B).
Бiлi цифри є елементами об’єднання A з B, що висловлюються (A або B).
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Операцiя або схожа на операцiю та, але має одну додаткову тонкiсть.
У повсякденному мовленнi, слово чи, зазвичай, використовується у сенсi
винятку – вiрно чи одне чи iнше, але з обидва (що виключає чи). Тим не
менш, Булева логiка використовує iншу версiю або, а саме, висловлювання
“А або В” правильне не тiльки коли вiрне одне з висловлювань, але i коли
вiрнi обидва цi висловлювання (що об’єднує bf або). Таким чином, згiдно
з об’єднуючим або наступна пропозицiя

Альберт Ейнштейн вiдкрив вiдноснiсть Iсаак Ньютон був англiєць
є справжнiм. Також iстинним є таке висловлювання,
Альберт Ейнштейн вiдкрив вiдноснiсть або Iсаак Ньютон був росiй-

ський

Об’єднує або хибно тiльки в тому випадку, коли обидва висловлюва-
ння хибнi. Наприклад, наступне висловлювання - хибно:

Альберт Ейнштейн вiдкрив Америку Iсаак Ньютон був росiйський

Об’єднує або має теоретико-множинне тлумачення, як об’єднання двох
множин: воно позначає пiдмножина, що мiстить що-небудь в одному або
обох зi складових пiдмножин. У випадку з кубиком, (А або B) позначає
пiдмножина {1, 2, 3, 5}.

1.6. Перевiрка класичних тверджень

Повернемося до простої квантової системи, що складається з одного
спину, а також рiзних висловлювань, iстинностi яких ми могли б перевiрити
за допомогою A. Розглянемо такi два висловлювання:

А: z компонента спина дорiвнює +1.
В: x компонента спина дорiвнює +1.
Кожне з цих висловлювань має сенс i може бути перевiрена шляхом

орiєнтування осi вздовж вiдповiдної координатної осi z або x. Заперечен-
ня кожного з цих висловлювань також є припустимим висловлюванням.
Наприклад, запереченням першого висловлювання є таке висловлювання:

не А: z компонента спина дорiвнює −1.
Розглянемо тепер комбiнованi висловлювання,
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(А або В): z компонента спина дорiвнює +1 або x компонента спина
дорiвнює +1.

(А та В): z компонента спина дорiвнює +1 i x компонента спина до-
рiвнює +1.

Розглянемо, як ми б перевiрили висловлювання (А або B). Якби спини
поводилися класично (а, звичайно, вони цього не роблять), послiдовнiсть
наших дiй була б такою:

•Обережно вимiряти σz i записати значення. Якщо це значення +1,
ми закiнчили: висловлювання (А або B) iстинно. Якщо σz дорiвнює
−1, перейти до наступного кроку.

•Обережно вимiряти σx i записати значення. Якщо це значення +1, то
висловлювання (А або B) iстинно. Якщо σx дорiвнює −1, то оскiльки
жодне з значень не дорiвнює +1, то комбiноване висловлювання є
хибним.

Iснує альтернативна процедура, яка полягає у перестановцi порядку
проходження двох вимiрювань. Щоб пiдкреслити це, ми називатимемо нову
процедуру (B або A):

•Обережно вимiряти σx i записати значення. Якщо це значення +1,
ми закiнчили: висловлювання (B або А) iстинне. Якщо σx дорiвнює
−1, перейти до наступного кроку.

•Обережно вимiряти σz i записати значення. Якщо це значення +1, то
висловлювання ( B або A) iстинно. Якщо σx дорiвнює −1, то оскiльки
жодне з значень не дорiвнює +1, то комбiноване висловлювання є
хибним.

У класичнiй фiзицi перестановка порядку вимiрiв впливає остаточну
вiдповiдь. Причина цього полягає в тому, що вимiрювання можуть бути
як завгодно слабкими, так що вони не впливають на результати наступних
вимiрювань. Тому висловлювання (А або В), має те ж значення, що i вислiв
(B або A).
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1.7. Перевiрка квантових тверджень

Тепер ми переходимо до квантового свiту, тому що ми описували ра-
нiше. Уявiмо ситуацiю, в якiй хтось (або щось) невiдомий нам таємно пiд-
готував спин у станi з σz = +1. Наше завдання полягає в тому, щоб ви-
користовувати пристрiй A для визначення, чи є справжнiм або хибним
судження (А або В). Ми будемо використовувати процедури, описанi ви-
ще. Почнемо з вимiру σz. Оскiльки стан з певною проекцiєю на вiсь z було
пiдготовлено, ми при вимiрi виявимо σz = +1. Необхiднiсть у наступних
вимiрах вiдпадає, оскiльки ми встановлюємо, що (А або В) iстинно. Тим не
менш, ми могли б перевiрити σx, щоб побачити, що саме вийде. Вiдповiдь
на це питання є непередбачуваною. Ми з рiвною ймовiрнiстю виявимо, що
σx = +1 або, що σx = −1. Але жоден iз цих результатiв впливає на iстин-
нiсть судження (А або B).

Але тепер давайте здiйснимо вимiрювання у зворотному порядку, тоб-
то спочатку вимiряємо σx, а потiм вимiряємо σz. Як i ранiше, ми нази-
ватимемо зворотну процедуру (B або A). Оскiльки спин був зорiєнтова-
ний вздовж позитивного напрямку осi z, то вимiр σx з рiвною ймовiрнiстю
дасть або σx = +1 або σx = −1, тобто результат такого вимiру є випад-
ковим. Якщо з’ясується, що σx = +1, ми закiнчили: (В або А) вiрно. Але
припустимо, що ми знаходимо протилежний результат σx = −1, тобто ми
виявимо, що спин орiєнтований вздовж напрямку −x. Зупинимося тут на
короткий час, щоб переконатися, що ми розумiємо, що сталося. В резуль-
татi нашого вимiру, спин бiльше не знаходиться в його первiсному станi з
σz = +1. Вiн у новому станi, яке або σx = +1 або σx = −1 (залежно вiд
результату вимiру). Необхiдно добре усвiдомити цей момент, оскiльки вiн
є дуже важливим для розумiння того, як поводяться квантовi об’єкти.

Тепер ми готовi протестувати другу половину речення (В або А). По-
вернемо вiсь пристрою A вздовж осi z i вимiряємо σz. Згiдно з квантовою
механiкою, результат буде випадковим, тобто ми отримаємо або σz = +1
або σz = −1 з рiвною ймовiрнiстю. Це означає, що є 25 вiдсоткiв ймовiр-
ностi, що експеримент покаже σz = −1 та σx = −1. Iнакше кажучи, з
ймовiрнiстю 1/4, ми бачимо, що (В або А) хибно. I це вiдбувається, не-
зважаючи на те, що спочатку невiдомий нам хтось (або щось) достовiрно
встановив (i переконався), що σz = +1.
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Очевидно, что в этом примере объединяющее или не симметрично
относительно перестановки высказываний. Истинность высказывания (А
или В) может зависеть от порядка, в котором мы проверяем эти выска-
зывания. Это важно; это означает не только, что законы квантовой физики
отличаются от их классических аналогов, но что сами основы логики яв-
ляются другими в квантовой физике.

А як щодо (А та В)? Припустимо, що наш перший вимiр показав
σz = +1, а другий вимiр показав σx = +1. У такому разi ми були б схиль-
нi говорити, що (А та B) iстинно. Але в науцi, особливо у фiзицi, iстин-
нiсть судження передбачає, що така думка може бути перевiрена шляхом
подальшого спостереження. У класичнiй фiзицi, який не обурює характер
вимiру веде в тому, що результат подальших експериментiв не змiнюється i
пiдтверджує результат раннього експерименту. Наприклад, монета, що ле-
жить "орлом"вгору, не перевернеться просто вiд того факту, що ми на неї
подивилися. На противагу цьому, в квантовiй механiцi наступний вимiр,
наприклад, вимiр σx, повнiстю руйнує стан, в якому знаходилася систе-
ма, наприклад, пiсля вимiру σz, i тим самим унеможливлює пiдтверджен-
ня результату попереднього вимiрювання. Саме тому в квантовiй механiцi
висловлювання (А та В) в принципi не може бути пiдтверджено: друга ча-
стина експерименту перешкоджає можливостi пiдтвердження результату
першої частини.

Якщо ви вже знаєте трохи про квантову механiку, то ви, напевно, здо-
гадалися, що ми тут обговорюємо принцип невизначеностi. Принцип неви-
значеностi поширюється як на координату i iмпульс (чи швидкiсть); вiн
має вiдношення до багатьох пар вимiрюваних величин, а саме величин,
якi не можуть бути вимiрянi одночасно з достовiрнiстю. У разi спина, це
стосується двох рiзних проекцiй, на вiсь z та на вiсь x. Аналогiчно, у разi
координати та iмпульсу, ми могли б розглянути два наступнi висловлюва-
ння:

Деяка частка знаходиться в точцi з координатою (або коротко, частка
має координату x).

Те саме частка має iмпульс p.
З цих висловлювань можна утворити два складовi висловлювання:
Частина має координату x та частка має iмпульс p.
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Частина має координату x або частка має iмпульс p.
Незважаючи на свою незграбнiсть, обидвi цi конструкцiї формально

є висловлюваннями. Тим не менш, у квантовiй фiзицi, перше з цих по-
ложень абсолютно безглуздо (а не просто хибно), а друге означає щось
зовсiм вiдмiнне вiд того, що ми могли б подумати. Це все зводиться до
глибокої логiчної рiзницi мiж класичним та квантовим уявленням про стан
системи. Пояснення квантової концепцiї стану вимагатиме деяких абстра-
ктних математичних вiдомостей, так що давайте зупинимося на короткiй
iнтерлюдiї, а саме, на комплексних числах та векторних просторах. Потре-
ба комплексних величин виникне пiзнiше, коли ми перейдемо до розгляду
математичного уявлення спинових станiв.

1.8. Математичний вiдступ: комплекснi числа

Ви, мабуть, вже так чи iнакше стикалися iз комплексними числами.
Тим не менш, я наведу кiлька рядкiв, якi нагадають вам про головне, див.
малюнок 1.6.

Комплексне число z є сумою дiйсного числа та уявного числа. Ми
можемо записати його як

z = x+ iy.

де x i y є дiйсними числами та i2 = −1. Комплекснi числа можна складати,
вiднiмати, множити та дiлити один на одного за стандартними правилами
арифметики. Їх можна подати у виглядi точок на комплекснiй площинi
з координатами x, y. Вони також можуть бути представленi у полярних
координатах:

z = reiθ = r (cos θ + i sin θ)

Додавання комплексних чисел зручно здiйснювати, коли числа заданi свої-
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Мал. 1.6. Два стандартнi способи представлення комплексних чисел. У декартовому
поданнi x i y є горизонтальною (дiйсна) i вертикальною (уявна) компонентами. У по-
лярному поданнi r є радiусом, а θ є кутом, утвореним з вiссю x. У будь-якому разi
необхiдно два дiйснi числа для представлення одного комплексного числа.

ми компонентами: просто складiть компоненти. Так само числа легко мно-
жити, коли вони заданi в полярнiй формi: Просто помножте радiуси i до-
дайте кути:

(
r1e

iθ1
) (
r2e

iθ2
)
= (r1r2) e

i(θ1+θ2).

Кожне комплексне число z має комплексно пов’язане число z∗, яке вихо-
дить шляхом простої змiни знаку уявної частини. Якщо
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z = x+ iy = reiθ,

то

z∗ = x− iy = re−iθ.

Множення комплексного числа на сполучене завжди дає дiйсне позитивне
число,

z∗z = r2.

Звичайно, вiрно те, що комплексно пов’язана кiлькiсть сама по собi є ком-
плексним числом. Однак зручно розглядати z i z∗, що належать окремим
"дуальним"системам числення. Дуальний тут означає, що для кожного z
iснує єдиний z∗ i навпаки.

Iснує особливий клас комплексних чисел, якi я називатиму "фазовим-
фактором". Це просто комплексне число iз r = 1. Якщо z є "фазовим-
фактором то справедливi наступнi спiввiдношення:

z∗z = 1,

z = eiθ,

z = cos θ + i sin θ.
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1.9. Математичний вiдступ: векторний простiр

1.9.1. Аксiоми

Для класичної системи, простiр станiв є безлiч (тобто набiр можливих
станiв), i логiка класичної фiзики булева. Це здається очевидним, i важко
уявити будь-яку iншу можливiсть. Тим не менш, реальний свiт поводи-
ться зовсiм iнакше, принаймнi щоразу, коли виявляються квантовi ефе-
кти. Простiр станiв квантової системи не є математичним безлiччю, воно
є векторним простором. Вiдносини мiж елементами векторного простору
вiдрiзняються вiд вiдносин мiж елементами множини та логiка суджень
теж вiдрiзняється.

Перед тим, як ми перейдемо до векторних просторiв, необхiдно уто-
чнити, що таке вектор. Як ви знаєте, цей термiн використовується для
позначення об’єкта у звичайному просторi, який має як величину, так i на-
прямок. Такi вектори мають три складовi, що вiдповiдають трьом вимiрам
простору. Далi ми називатимемо такий об’єкт 3-вектор.

Математичне векторне простiр є абстрактною конструкцiєю, яка має
щось спiльне або не має нiчого спiльного iз звичайним простором. Мате-
матичне векторне простiр може мати будь-яке число вимiрювань вiд 1 до
∞ i може мати компоненти, якi є цiлими числами, дiйсними числами, або
навiть бiльш спiльними речами.

Векторнi простори, якi ми використовуємо для визначення квантово-
механiчних станiв, називаються Гiльбертовi простори. Ми не будемо да-
вати суворого математичного визначення тут. Однак, ви можете додати
цей термiн до свого словника. Коли ви зiткнетеся з термiном Гiльбертово
простiр у квантовiй механiцi, то можете бути впевненi, що це безумовно вiд-
носиться до простору станiв. Гiльбертовий простiр може мати або кiнцеве
чи нескiнченне число вимiрювань.

У квантовiй механiцi векторний простiр складається з елементiв |A⟩,
якi називаються кет-векторами або просто кети. Нижче наведенi аксiо-
ми, якi ми використовуватимемо, щоб визначити векторний простiр станiв
квантової системи (z i w є комплексними числами):
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1.Сума будь-яких двох кет-векторiв також буде кет-вектор:

|A⟩+ |B⟩ = |C⟩ .

2.Додавання векторiв є комутативним:

|A⟩+ |B⟩ = |B⟩+ |A⟩ .

3.Додавання векторiв асоцiативно:

{|A⟩+ |B⟩}+ |C⟩ = |A⟩+ {|B⟩+ |C⟩} .

4.Iснує єдиний вектор 0, такий, що результатом складання його з будь-
яким кет-вектор є той самий вектор:

|A⟩+ 0 = |A⟩ .

5.Для кожного вектора iснує зворотний вектор, такий що

|A⟩+ |−A⟩ = 0.

6.Будь-який кет-вектор |A⟩ можна помножити на будь-яке комплексне
число z. В результатi вийде новий кет. Крiм того, множення на скаляр
є лiнiйним:

|zA⟩ = z |A⟩ = |B⟩ .

7.Справедлива властивiсть дистрибутивностi:

z {|A⟩+ |B⟩} = z |A⟩+ z |B⟩ ,
{z + w} |A⟩ = z |A⟩+ w |A⟩ .

Аксiоми 6 та 7, взятi разом, часто називають аксiомами лiнiйностi.
Звичайнi 3-вектори задовольняли б цим аксiомам за винятком однiєї

речi: Аксiома 6 дозволяє вектору бути помноженi на будь-яке комплексне
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число. Звичайнi 3-вектори можуть бути помноженi на дiйсне число (по-
зитивне, негативне або нульове). Але множення на комплексне число не
визначено для трьох векторiв. Можна розглядати 3 вектори як утворюють
речовий векторний простiр, а кети як утворюють комплексний векторний
простiр. Наше визначення кет-векторiв є досить абстрактним. Але, як по-
бачимо далi, iснують також рiзнi конкретнi способи уявлення кет-векторiв.

1.9.2. Функцiї та вектори-стовпцi

Розгляньмо конкретнi приклади комплексних векторних просторiв. Перш
за все, розглянемо безлiч безперервних комплексних функцiй змiнної x. На-
звемо функцiю A(x). Можна складати будь-якi такi функцiї i множити їх
на комплекснi числа. Можна перевiрити, що вони задовольняють усiм се-
ми аксiом. Цей приклад робить очевидним, що йдеться про щось набагато
спiльнiше, нiж просто тривимiрна стрiлка.

Двовимiрнi вектори-стовпцi є ще одним прикладом комплексного ве-
кторного простору. Такi вектори є парою комплексних чисел, α1 i α2 роз-
ташованих “у стовпчик”: (

α1

α2

)
.

Ми скажемо, що такий стовпчик визначає кет-вектор |A⟩. Комплекснi чи-
сла α є компонентами |A⟩. Два такi стовпцi можна скласти шляхом скла-
дання їх компонентiв:

(
α1

α2

)
+

(
β1
β2

)
=

(
α1 + β1
α2 + β2

)
.

Крiм того, можна помножити вектор-стовпець на комплексне число z про-
сто шляхом множення компонентiв на це число,

z

(
α1

α2

)
=

(
zα1

zα2

)
.
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Вектор-стовпець може бути побудований для простору будь-якого числа
вимiрiв. Наприклад, можна побудувати тривимiрний вектор-стовпець:α1

α2

α3

 .

Як правило, ми не розглядаємо одночасно вектор рiзної розмiрностi.

1.9.3. Бра- та кет- вектора

Як ми бачили, комплекснi числа мають дуальну версiю: як комплексно
сполучених чисел. Таким же чином, комплексний векторний простiр має
дуальну версiю, яка є, по сутi, комплексно пов’язаним векторним просто-
ром. Для кожного кет-вектора |A⟩, є "бра"вектор у сполученому просторi,
що позначається як ⟨A|. Чому дивнi термiни бра та кет? Незабаром ми ви-
значимо внутрiшнiй твiр бра та кетiв, використовуючи вирази типу ⟨A|B⟩,
яке є свого роду дужки, бра-кет (brackets in English). Внутрiшнi твiр має
надзвичайно важливе значення у математичному апаратi квантової меха-
нiки, а також для характеристики векторних просторiв загалом.

Бравектори задовольняють тим самим аксiомам, що й кет-векторiв.
Однак є двi речi, якi необхiдно мати на увазi, розглядаю дуальнi версiї
векторiв:

1.Нехай ⟨A| є бра, який вiдповiдає кету |A⟩ i ⟨B| це бра, що вiдповiдає
кету |B⟩. Тодi бра, що вiдповiдає їх сумi

|A⟩+ |B⟩

є
⟨A|+ ⟨B|

2.Нехай z є комплексним числом. Тодi не буде вiрно сказати, що бра,
вiдповiдний z |A⟩ буде ⟨A| z. Необхiдно перейти не тiльки до дуаль-
ного вектора, але i до дуального числа. Тому, бра, вiдповiдний

z |A⟩
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є
⟨A| z∗.

У конкретному прикладi, де кети представленi у виглядi векторiв-стовпцiв,
дуальнi бра представленi вектор-рядками, що складаються з комплексно-
сполучених чисел. Таким чином, якщо кет |A⟩ представлений таким вектором-
стовпцем, α1

α2

α3

 ,

то вiдповiдний бра буде представлений наступним рядком,

(α∗
1α

∗
2α

∗
3) .

1.9.4. Скалярний твiр

Ви, мабуть, вивчали скалярне твiр, визначений для звичайних 3-векторiв.
Аналогiчна операцiя визначена i для бра-i кет-векторiв. Скалярний твiр
завжди є твором шлюбу. Воно записується так:

⟨A|B⟩ .
Результатом операцiї є комплексне число. Аксiоми для скалярного твору
не є надто несподiваними:

1.Скалярний твiр - лiнiйно:

⟨C| {A+B}⟩ = ⟨C|A⟩+ ⟨C|B⟩ .

2.Перестановка мiсцями бра- та кет-вектора вiдповiдає комплексному
сполучення результату:

⟨B|A⟩ = ⟨A|B⟩∗ .
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Вправа 1.1:

1.Використовуючи аксiоми для скалярного твору, доведiть, що

{⟨A|+ ⟨B|} |C⟩ = ⟨A|C⟩+ ⟨B|C⟩ .

2.Доведiть ⟨A|A⟩ є дiйсним числом.

У конкретному поданнi бра- та кет-векторiв за допомогою рядкiв- та
стовпець-векторiв, скалярний твiр визначається в термiнах компонентiв на-
ступним чином:

⟨B|A⟩ = (β∗
1β

∗
2β

∗
3)

α1

α2

α3

 = β∗
1α1 + β∗

2α2 + β∗
3α3. (1.2)

Правило для скалярного твору, наступне: необхiдно скласти твори вiдпо-
вiдних компонентiв векторiв, для яких обчислюється скалярний твор.

Вправа 1.2:

1.Показати, що скалярне твiр, що визначається рiвнянням (1.2), за-
довольняє всiм аксiомам скалярного твору.

Використовуючи скалярне твiр, ми можемо визначити деякi поняття,
знайомi з прикладу звичайних 3-векторiв:

•Нормований вектор: Вектор називається нормованим, якщо його ска-
лярний твiр iз самим собою дорiвнює 1. Нормованi вектори задоволь-
няють таку умову,

⟨A|A⟩ = 1.
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Для звичайних 3-векторiв термiн нормований вектор зазвичай замi-
нюється термiном одиничним вектором, тобто вектор одиничної дов-
жини.

•Ортогональнi вектори: Два вектори називаються ортогональними,
якщо їхнiй скалярний твiр дорiвнює нулю. |A⟩ i ⟨B| ортогональнi,
якщо

⟨B|A⟩ = 0.

Це є аналогом твердження, що два 3-вектори ортогональнi один одно-
му, якщо їх скалярний добуток дорiвнює нулю.

1.9.5. Ортонормований базис

При роботi зi звичайними 3-векторами, дуже корисно ввести набiр з
трьох взаємно ортогональних одиничних векторiв i використовувати їх як
базис для побудови будь-якого вектора. Прикладом такого базису можуть
бути три одиничнi 3-вектори, якi вказують уздовж осей x, y, z. Вони, як
правило, позначаються î, ĵ i k̂. Кожен з них має одиничну довжину i орто-
гональний до iнших. Якщо ви спробуєте знайти четвертий вектор, ортого-
нальний до цих трьох, то такого не виявиться - не в тривимiрному просторi,
принаймнi. Проте, якби простiр було б бiльшої розмiрностi, було б бiльше
базисних векторiв. Розмiр простору можна визначити як максимальну
кiлькiсть взаємно ортогональних векторiв у цьому просторi.

Очевидно, що немає нiчого особливого в конкретних осях x, y та z.
Якщо базиснi вектори мають одиничну довжину i ортогональнi один одно-
му, вони складають ортонормований базис.

Той самий принцип вiдноситься i до комплексних векторних просторiв.
Можна почати з будь-якого нормованого вектора, а потiм шукати другий,
ортогональний до першого. Якщо ви знайшли такий, то простiр принаймнi
двомiрний. Тодi спробуйте знайти третiй, четвертий, i таке iнше. Зрештою,
ви не зможете знайти новi ортогональнi напрямки i жодних кандидатiв
бути ортогональними до вже знайдених векторiв не буде. Максимальна
кiлькiсть взаємно ортогональних векторiв визначає розмiрнiсть просто-
ру. Для стовпцiв векторiв розмiрнiсть просто дорiвнює кiлькостi записiв
у стовпцi.
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Розглянемо N−мiрний простiр i конкретний ортонормований базис
кет-векторiв, що позначаються як |i⟩. Мiтка i пробiгає значення вiд 1 до
N . Розглянемо вектор |A⟩, написаний у виглядi суми базисних векторiв,
кожен з яких помножений на якесь число:

|A⟩ =
∑
j

αj |j⟩ . (1.3)

αi, комплекснi числа, називаються компонентами вектора |A⟩. Для того,
щоб обчислити компоненти вектора, обчислимо скалярний добуток лiвої та
правої сторони вищенаведеної рiвностi з базою ⟨ℓ|:

⟨ℓ|A⟩ =
∑
j

αj ⟨ℓ|j⟩ . (1.4)

Далi ми використовуємо той факт, що вектори базису ортонормованi. Це
означає, що ⟨ℓ|j⟩ = 0, якщо ℓ не дорiвнює j, i ⟨ℓ|j⟩ = 1, коли ℓ = j. Iнакше
кажучи, ⟨ℓ|j⟩ = δℓj. Ця умова призводить до того, що сума в рiвняннi (1.4)
зводиться лише до одного члену:

⟨ℓ|A⟩ = αℓ. (1.5)

Таким чином, бачимо, що компонентами вектора є його скалярнi твори з
базисними векторами. Ми можемо переписати рiвняння (1.3) в елегантнiй
формi

|A⟩ =
∑
j

|j⟩ ⟨j|A⟩ .
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2. Квантовий стан

Art: Oddly enough, that beer made my head stop spinning. What state
are we in?

Lenny: I wish I knew. Does it matter?
Art: It might. I don’t think we’re in California anymore.

2.1. Стани та вектори

У класичнiй фiзицi, ми говоримо, що ми знаємо стан системи в то-
му випадку, коли ми знаємо все, що потрiбно, для того, щоб передбачити
майбутнє цiєї системи.

Як ми вже бачили в останнiй лекцiї, квантовi системи не є цiлком пе-
редбачуваними. Очевидно, що квантовi стани мають iнший сенс, нiж кла-
сичнi стани. Грубо кажучи, ми говоримо, що ми знаємо стан квантової
системи в тому випадку, коли ми знаємо все, що може бути вiдомо про
те, як була "приготовлена"система. У попередньому роздiлi ми говорили
про використання пристрою для того, щоб приготувати певний стан спи-
ни. Насправдi, ми неявно припускали, що не iснує дрiбнiших деталей, якi
уточнювали б або могли б уточнити вiдомостi про стан спина.

Можна запитати, чи не є непередбачуванiсть у поведiнцi квантової
системи результати свого роду неповноти того, що ми називаємо квантовим
станом. Є рiзнi думки щодо цього. Ось приклади:

•Так, звичайне поняття квантового стану є неповним. Є "прихованi
змiннi якi, якби ми тiльки могли визначити їх, дозволили б описати
поведiнку квантової системи цiлком передбачувано. Є двi версiї цiєї
точки зору. В однiй версiї прихованi змiннi важко вимiряти, але в
принципi вони експериментально доступнi для нас. В iншiй версiї,
прихованi змiннi, в принципi, не можуть бути виявленi нами, тому що
ми зробленi з квантово-механiчної речовини i тому схильнi до тих же
обмежень, якi, власне, i призводять до того, що змiннi є прихованими i
не входять явно у квантовомеханiчну теорiю. Вони прихованi вiд нас.
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•Нi, концепцiя прихованих змiнних не є корисною. Квантова механi-
ка є неминуче непередбачуваною. Квантова механiка є максимально
можливою повною теорiєю обчислення ймовiрностей. Робота фiзика
полягає у вивченнi та використаннi цього обчислення.

Я не знаю нi остаточної вiдповiдi на це питання, нi того, чи є таке
питання взагалi осмисленим. Але для наших цiлей не так важливо, що
конкретний фiзик думає про те, що таке квантовий стан. З практичних
мiркувань, ми приймемо другий погляд. Яка, для квантового спина, роз-
глянутого в Лекцiї ref lec01, означає наступне. Коли апарат A спрацьовує
i каже нам, що σz = +1 або σz = −1, то нам нiчого бiльше не потрiбно i тут
нiчого бiльше уточнювати. Аналогiчно, коли ми повертаємо вiсь апарата
та вимiрюємо σx = +1 або σx = −1, то це все, що нам потрiбно. Так само
для σy або будь-якої iншої проекцiї спина.

2.2. Подання спинових станiв

Тепер настав час, щоб спробувати нашi сили у поданнi спiнових станiв
за допомогою векторiв-станiв. Наша мета полягає в тому, щоб побудувати
уявлення, яке вiдбиває все, що ми знаємо про поведiнку спинiв. На даний
момент цей процес буде швидше iнтуїтивним, нiж формальним. Ми вихо-
дитимемо з того, що ми вже дiзналися. Будь ласка, прочитайте цей роздiл
ретельно. Повiрте, це окупиться.

Давайте почнемо з позначень для можливих спинових станiв вздовж
трьох координатних осей. Якщо вiсь приладу A орiєнтована вздовж осi z,
два можливi стани, якi можуть бути приготовленi, вiдповiдають σz = ±1.
Давайте назвемо їх “вверх”(up) i “вниз”(down) i позначимо їх кет-векторами
|u⟩ та |d⟩. Отже, коли вiсь апарата A орiєнтована вздовж осi z i апарат
показує +1, то результатi виявляється приготовленим стан |u⟩.

З iншого боку, якщо пристрiй орiєнтований вздовж осi x i реєструє −1,
то пiдготовлено стан |l⟩. Ми будемо називати його "лiворуч"(left). Якщо
A орiєнтований уздовж осi y, то можуть бути приготовленi стани |i⟩ i |o⟩
“всередину” (in) та “назовнi”(out) . Сподiваюся, ви вловили iдею.

Iдея, що немає жодних прихованих змiнних має дуже просте матема-
тичне уявлення: простiр станiв для одного спина має лише два вимiри. Цей
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момент заслуговує на те, щоб його видiлити:
Всi можливi спiновi стани можуть бути представленi у двомiрному

векторному просторi.
Ми могли б, до певної мiри довiльно, вибрати |u⟩ i |d⟩ як два базовi ве-

ктори i висловити будь-який спиновий стан у виглядi лiнiйної суперпозицiї
цих двох базисних станiв. Ми так i вчинимо зараз. Давайте використову-
вати символ |A⟩ для позначення довiльного стану. Ми можемо записати це
як наступне рiвняння,

|A⟩ = αu |u⟩+ αd |d⟩ ,

де αu i αd є компонентами стану |A⟩ вздовж базисних напрямкiв |u⟩ та |d⟩.
Формально компоненти вектора визначаються як

αu = ⟨u|A⟩ ,
(2.6)

αd = ⟨d|A⟩ .

Цi рiвняння дуже абстрактнi та його фiзичний сенс не очевидний. Я збира-
юся сказати вам прямо зараз, що вони означають: Насамперед, |A⟩ може
представляти будь-який стан спини, приготовлений будь-яким способом.
Компоненти αu i αd є комплексними числами i власними силами немає
сенсу з погляду експерименту. Проте їх модулi (точнiше квадрати модулiв)
цiлком свiдомi. Зокрема, α∗

uαu i α∗
dαd мають такi значення:

•За умови, що спин був пiдготовлений у станi |A⟩, i, що пристрiй орi-
єнтований вздовж z, величина α∗

uαu є ймовiрнiсть того, що вимiр по-
каже значення σz = +1. Iншими словами, це ймовiрнiсть того, що
спин спрямований вгору, якщо вимiр проводиться вздовж осi z.

•Аналогiчно, α∗
dαd є ймовiрнiсть того, що при вимiрi виявиться, що

спин спрямований вниз.
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Значення αu i αd, або, що еквiвалентно ⟨u|A⟩ i ⟨d|A⟩, називаються ам-
плiтуди ймовiрностi. Вони власними силами є ймовiрностями. Можли-
вiсть визначається як квадрат модуля амплiтуди ймовiрностi. Iншими сло-
вами, ймовiрностi вимiрювань вгору та вниз визначаються як

Pu = ⟨A|u⟩ ⟨u|A⟩ ,
(2.7)

Pd = ⟨A|d⟩ ⟨d|A⟩ .

Я нiчого не говорив про те, якою була σz до вимiрювання. Перед вимiром
все, що ми маємо - це вектор |A⟩, який виражає потенцiйнi можливостi,
але не фактичнi значення наших вимiрiв.

Важливими є два наступнi моменти: Перше, зауважте, що вектори |u⟩
i |d⟩ є взаємно ортогональними. Iншими словами,

⟨u|d⟩ = 0,

(2.8)
⟨d|u⟩ = 0.

Фiзичний сенс цього у тому, що й спин приготовлений може вгору, то ймо-
вiрнiсть того, щоб виявити його вниз дорiвнює нулю, i навпаки. Цей момент
такий важливий, що я повторю його ще раз: два ортогональнi стани фiзи-
чно рiзнi i взаємно виключають. Якщо спин знаходиться в одному з цих
станiв, то вiн не може бути (має нульову можливiсть бути) в iншому станi.
Ця iдея вiдноситься до всiх квантових систем, а не лише до спин.

Але не плутайте ортогональнiсть векторiв станiв iз ортогональнiстю
напрямкiв у просторi. Насправдi, напрями вгору i вниз, не ортогональнi
напрями в просторi, хоч i пов’язанi з ними векторнi стани ортогональнi в
просторi станiв.

Другим важливим моментом є те, що загальна ймовiрнiсть дорiвнює
одиницi:
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α∗
uαu + α∗

dαd = 1. (2.9)

Це рiвнозначно твердженню, що вектор стану |A⟩ є нормованим,

⟨A|A⟩ = 1.

Це дуже загальний принцип квантової механiки, який поширюється на всi
квантовi системи: стан стану представлений одиничним (нормованим) ве-
ктором у векторному просторi станiв. Крiм того, зведенi квадрат (квадрат
модуля) проекцiї вектора стану вздовж конкретних базисних векторiв, яв-
ляють собою ймовiрностi для рiзних результатiв експерименту.

2.3. Вздовж осi x

Ми говорили вище, що ми можемо уявити будь-який спиновий стан у
виглядi лiнiйної комбiнацiї базисних векторiв |u⟩ i |d⟩. Давайте спробуємо
зробити це зараз для векторiв |r⟩ i |l⟩, якi є можливими станами спина,
приготовленого вздовж осi x. Почнемо з |r⟩, що вiдповiдає стану “направо”.
Як ви пам’ятаєте з Лекцiї 1, якщо вимiрювальний пристрiй A спочатку
готує |r⟩, а потiм повертається, для того, щоб вимiряти σz, то будуть рiвнi
ймовiрностi для станiв "вгору"i "вниз". Таким чином, α∗

uαu i α∗
dαd обидва

повиннi дорiвнювати 1
2 . Простий вектор, який задовольняє це правило, є

|r⟩ = 1√
2
|u⟩+ 1√

2
|d⟩ . (2.10)

Iснує деяка невизначенiсть у такому виборi, але, як ми побачимо пiзнiше,
це не що iнше, як неоднозначнiсть у виборi точних напрямiв для осей x та
y.
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Далi, погляньмо на вектор |l⟩. Ось що ми знаємо про нього: якщо
спин був пiдготовлений в станi "лiворуч то ймовiрностi для σz = +1 (стан
"вгору") i σz = −1 (стан "вниз") знову однаковi i рiвнi 1

2 . Цього мало ви-
значення значень αu i αd. Однак є ще одна умова, яку можна використати.
А саме, як я говорив ранiше, вектори |u⟩ i |d⟩ ортогональнi один одному з
тiєї простої причини, що якщо спин вгору, це безумовно не вниз. Але немає
нiчого особливого в цьому "вгору"i "вниз". Те саме справедливо i для ста-
нiв "вправо"i "влiво". Зокрема, якщо спин знаходиться в станi "вправо то
ймовiрнiсть виявити його в станi "влiво"дорiвнює нулю. Звiдси випливає,
що стани, описанi кет-векторами |r⟩ i |l⟩ ортогональнi один одному. Таким
чином, за аналогiєю з рiвнянням Eq. (2.8) маємо,

⟨r|l⟩ = 0,

⟨l|r⟩ = 0.

Ця умова цiлком достатньо для того, щоб визначити вектор |l⟩ у наступно-
му виглядi,

|l⟩ = 1√
2
|u⟩ − 1√

2
|d⟩ . (2.11)

Знову ж таки, є певна невизначенiсть у виборi |l⟩. Це називається фазовою
неоднозначнiстю. Припустимо, що ми примножуємо |l⟩ на будь-яке компле-
ксне число z. Така операцiя нiяк не позначиться на умовi ортогональностi
мiж |l⟩ та |r⟩. Хоча в загальному випадку результат бiльше не буде нормо-
ваним вектором (тобто таким, що має одиничну довжину). Але якщо ми
виберемо z = eiθ (де θ може бути будь-яке речове число), то нормування
теж не змiниться, тому що eiθ має одиничну величину. Iншими словами,
α∗
uαu + α∗

dαd залишиться рiвним 1. Оскiльки число виду z = eiθ називає-
ться фазовим-фактором, розглянута неоднозначнiсть називається фазовою
неоднозначнiстю. Пiзнiше ми дiзнаємося, що жодна з вимiрюваних вели-
чин не є чутливою до загального фазового фактору, i тому ми можемо
iгнорувати його при визначеннi стану.
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Вправа 2.1:

1.Доведiть, що вектор |r⟩ з рiвняння (2.10) є ортогональним векто-
ром |l⟩ з рiвняння (2.11).

2.4. Вздовж осi y

I, нарештi, розглянемо |i⟩ i |o⟩, вектори, що описують спини, орiєнто-
ванi вздовж осi y. Погляньмо на умови, яким вони повиннi задовольняти.
Перше,

⟨i|o⟩ = 0. (2.12)

Ця умова свiдчить, що стани "всередину"(i) i "назовнi"(o) представленi за
допомогою ортогональних векторiв таким же чином, що i "вгору"i "вниз".
Фiзично це означає, що якщо спин спрямований усередину, то це безперечно
не назовнi.

Iснують додатковi обмеження на вектори |i⟩ та |o⟩. Використовуючи
спiввiдношення, представленi в рiвняннях (2.6) та (2.7), а також статисти-
чнi результати наших експериментiв, ми можемо написати таке:

⟨o|u⟩ ⟨u|o⟩ = 1

2
,

⟨o|d⟩ ⟨d|o⟩ = 1

2
,

(2.13)

⟨i|u⟩ ⟨u|i⟩ = 1

2
,

⟨i|d⟩ ⟨d|i⟩ = 1

2
.
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У перших двох рiвняннях |o⟩ грає ту ж роль, що |A⟩ в рiвняннях (2.6) та
(2.7). У других двох рiвняннях |i⟩ виконує цю роль. Данi умови стверджу-
ють, що якщо спин орiєнтований вздовж y, а потiм вимiрюється вздовж z,
то стани "вгору"i "вниз"будуть виявленi з рiвною ймовiрнiстю. Слiд також
очiкувати, що якщо спин спочатку був вимiряний уздовж осi y, то стани
"вправо"або "влiво"будуть виявленi з рiвною ймовiрнiстю. Це призводить
до додаткових умов:

⟨o|r⟩ ⟨r|o⟩ = 1

2
,

⟨o|l⟩ ⟨l|o⟩ = 1

2
,

(2.14)

⟨i|r⟩ ⟨r|i⟩ = 1

2
,

⟨i|l⟩ ⟨l|i⟩ = 1

2
.

Цих умов виявляється достатньо, щоб визначити вид |i⟩ та |o⟩ з точнiстю
до несуттєвого фазового множника. Ось результат:

|i⟩ = 1√
2
|u⟩+ i√

2
|d⟩ ,

(2.15)

|o⟩ = 1√
2
|u⟩ − i√

2
|d⟩ .

Вправа 2.2:
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1.Доведiть, що вектори |i⟩ i |o⟩ задовольняють усiм умовам рiвнянь
(2.12), (2.13) та (2.14). Чи є вони єдиними векторами, якi вiдповiд-
ають усiм зазначеним умовам?

Цiкаво вiдзначити, що два компоненти в рiвняннях Eq. (2.15) є уяв-
ними. Звичайно, ми говорили весь час, що простiр станiв є комплексним
векторним простором, але нам досi не доводилося використовувати ком-
плекснi числа у наших розрахунках. Чи є комплекснi числа в рiвняннях
(2.15) просто зручнiстю чи нагальною потребою? Враховуючи всi умови,
яким повиннi задовольняти спiновi стани, немає нiякого способу обiйти-
ся без комплексних чисел. А саме, використовуючи тiльки дiйснi числа,
ми змогли знайти лише двi пари взаємно ортогональних кет-векторiв (що
описують спiн уздовж осi z i x). Для знаходження третьої пари векторiв
(що описують спiн уздовж третьої осi, y) нам доводиться вдатися до до-
помоги комплексних чисел. Показати це у явному виглядi не складно, але
втомлює. Наступна вправа дає уявлення про те, що слiд для цього зробити.
Необхiднiсть комплексних чисел є загальною рисою квантової механiки i
далi нам зустрiнеться бiльше прикладiв.

Вправа 2.3:
На якийсь час забудьте, що рiвняння (2.15) дає працездатнi вирази

для векторiв |i⟩ i |o⟩ через вектори |u⟩ i |d⟩ . Припустимо, що компоненти
α, β, γ та δ у наступних рiвняннях невiдомi:

|i⟩ = α |u⟩+ β |d⟩ ,
|o⟩ = γ |u⟩+ δ |d⟩ .

1.Використовуйте рiвняння (2.13), щоб показати, що

αα∗ = ββ∗ = γγ∗ = δδ∗ =
1

2
.
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2.Використовуйте вищенаведений результат та рiвняння (2.14) та
покажiть, що

α∗β + αβ∗ = γ∗δ + γδ∗ = 0.

3.Покажiть, що кожен iз наступних виразiв α∗β i γ∗δ є чисто уявни-
ми.

Якщо α∗β чисто уявне, то обидва α i β не можуть бути одночасно дiй-
сними. Тi ж мiркування застосовнi i по вiдношенню до gamma i delta.

2.5. Пiдрахунок параметрiв

Завжди важливо знати, скiльки незалежних параметрiв потрiбно, щоб
охарактеризувати систему. Наприклад, кожна з узагальнених координат,
що використовуються в класичнiй механiцi (званi qi), є незалежним ступе-
нем свободи. Пiдхiд заснований на використаннi узагальнених координат
замiсть реальних просторових координат, полегшує виконання необхiдних
розрахункiв, якi, iнакше, повиннi враховувати у явному виглядi всiлякi фi-
зичнi обмеження (зв’язки), що накладаються на систему, що вивчається. З
тiєї ж причини нам необхiдно знати кiлькiсть ступенiв свободи i у випад-
ку квантової системи. Iншими словами, наше наступне завдання полягає
в тому, щоб пiдрахувати кiлькiсть фiзично рiзних станiв, якi iснують для
спини. Я робитиму це двома способами, щоб показати, що ви отримаєте ту
ж вiдповiдь у будь-якому випадку.

Перший спосiб простий. Направте вiсь вимiрювального пристрою A
вздовж будь-якого одиничного 3-вектора n⃗ i приготуйте спин у станi з
σ = +1 вздовж цiєї осi. Значення σ = −1 може розглядатися як вiдпо-
вiдний напрямок −n⃗. Таким чином, iснує стан кожної орiєнтацiї одини-
чного 3-вектора n⃗. Скiльки параметрiв потрiбно для орiєнтацiї 3-вектора?
Вiдповiдь на це питання, звiсно, два. Необхiдно два кути, щоб визначити
напрямок у тривимiрному просторi.

Тепер давайте розглянемо те саме питання з iншого погляду. Довiль-
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ний стан спина визначається двома комплексними числами, αu та αd. Це
вiдповiдає чотирма дiйсними параметрами (кожне комплексне число скла-
дається з двох дiйсних). Проте насправдi незалежних параметрiв не чоти-
ри, а два. Нагадаємо, що вектор стану повинен бути нормований, дивись
рiвняння (2.9). Умова нормування дає одне рiвняння (один зв’язок) з уча-
стю дiйсних змiнних, i скорочує кiлькiсть незалежних параметрiв до трьох.

Як я вже говорив ранiше, ми зрештою бачимо, що фiзичнi властивостi
не залежать вiд загального фазового фактора вектора стану. Це означає,
що один з трьох параметрiв, що залишилися, є надлишковим, залишаю-
чи тiльки два незалежнi параметри. Стiльки ж, скiльки й потрiбний для
завдання напрямок у тривимiрному просторi. Таким чином, у наступному
вираженнi

αu |u⟩+ αd |d⟩

є достатньо волi у тому, щоб описати всi можливi орiєнтацiї спина. Незва-
жаючи на це, є тiльки два можливi результати експерименту з вимiрювання
проекцiї спина на будь-яку вiсь.

2.6. Подання спинових станiв вектор-стовпцями

Досi ми змогли багато чого навчитися, використовуючи абстрактну
форму наших векторiв-станiв, таких як |u⟩ та |d⟩ i так далi. Цi абстракцiї
допомагають нам зосередитися на математичних взаєминах, не переймаю-
чись непотрiбними деталями. Тим не менш, найближчим часом нам необ-
хiдно буде виконати детальнi розрахунки з використанням спiнових станiв,
i для цього нам необхiдно записати нашi вектори-станiв у виглядi стовпцiв.
Через "фазову невизначенiсть уявлення векторiв станiв у виглядi стовпцiв
не є унiкальними. Тому ми намагатимемося вибрати найбiльш простi та
зручнi з тих, що ми зможемо знайти.

Як завжди, ми почнемо з |u⟩ та |d⟩. Нам потрiбно, щоб вони мали
одиничну довжину, i були взаємно ортогональнi. Пара стовпцiв, яка задо-
вольняє цим вимогам, є
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|u⟩ =

(
1
0

)
, (2.16)

|d⟩ =

(
0
1

)
. (2.17)

За допомогою цих векторiв-стовпцiв буде легко записати вектори-стовпцi
для |r⟩ i |l⟩ за допомогою формул (2.10) та (2.11), а також для |i⟩ i |o⟩ за до-
помогою формул (2.15). Ми зробимо це у наступнiй лекцiї, де знадобляться
цi результати.

2.7. Збираючи все разом

У цiй лекцiї ми розглянули чимало основних понять. Перед тим як
рухатися далi, давайте пiдiб’ємо короткий пiдсумок того, що ми зробили.
Наша мета полягала в тому, щоб поєднати те, що ми знаємо про спини
та про векторнi простори. Ми з’ясували, як використовувати вектори для
представлення спiнових станiв, i в цьому процесi ми отримали уявлення про
те, яку iнформацiю мiстить вектор стану (а яку не мiстить!). Ось короткий
виклад того, що ми зробили:

•На основi наших знань про вимiрювання проекцiї спина, ми вибрали
три пари взаємно ортогональних базисних векторiв. Ми назвали їх
попарно |u⟩ i |d⟩, |r⟩ i |l⟩ i |i⟩ та |o⟩. Оскiльки базиснi вектори |u⟩ i
|d⟩ є фiзично рiзнi стани, ми змогли стверджувати, що вони взаємно
ортогональнi. Iншими словами, ⟨u|d⟩ = 0. Те саме справедливо i для
|r⟩ i |l⟩, а також для |i⟩ i |o⟩.

•Ми виявили, що необхiднi два незалежнi параметри, щоб задати спи-
новий стан, а потiм ми довiльно вибрали одну з ортогональних пар,
|u⟩ i |d⟩, як базовi вектори для представлення всiх спинових станiв.
Звернемо увагу на те, що необхiднi два комплекснi числа (або iнши-
ми словами, чотири дiйснi числа) для того, щоб висловити довiльний
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спиновий стан через базиснi вектори. Як ми змогли визначити цi ци-
фри? Ми помiтили, що цi чотири числа пов’язанi певними спiввiдно-
шеннями i тому не є незалежними. Умова нормування (сумарна ймо-
вiрнiсть має бути 1) зменшує число незалежних параметрiв на один.
Крiм того, загальна фаза є не суттєвою (тобто фiзика вектора-стану
не залежить вiд його загальної фази), що прибирає другий незале-
жний параметр.

•Вибравши |u⟩ i |d⟩ як основнi базовi вектори, ми з’ясували, як висло-
вити двi iншi пари базисних векторiв у виглядi лiнiйних комбiнацiй
|u⟩ i |d⟩. Для цього ми використовували додатковi умови ортогональ-
ностi i той факт, що сумарна ймовiрнiсть усiх можливих результатiв
має дорiвнювати одиницi.

•I, нарештi, ми встановили спосiб, як уявити нашi базовi вектори у
виглядi стовпцiв. Таке уявлення не є унiкальним. У наступнiй лекцiї
ми будемо використовувати нашi |u⟩ та |d⟩ вектори-стовпчики для
того, щоб отримати вектори-стовпчики для двох iнших базисiв.

У процесi обчислення конкретних результатiв, розглянутих вище, ми
маємо можливiсть ознайомитися з математикою, яка використовується для
опису станiв квантової системи. Нагадаємо, що стани квантової системи
описуються векторами в якомусь умовному комплекснозначному лiнiйному
просторi, яке називається простором Гiльберта. Хоча ми зосередилися на
спинi, але тi ж самi поняття та методи застосовнi i до iнших квантових
систем. Будь ласка, знайдiть трохи часу, щоб засвоїти матерiал, який ми
розглянули до цього часу, перш нiж переходити до наступної лекцiї. Як я
вже казав на самому початку, це себе окупить.
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3. Принципи квантової механiки

Art: I’m not like you, Lenny. My brain just wasn’t built for quantum
mechanics.

Lenny: Nah, mine wasn’t either. Just can’t really visualize the stuff. But
I’ll tell you, I once knew a guy who thought just like an electron.

Art: What happened to him?
Lenny: Art, all I’m gonna tell you is that it sure wasn’t pretty.
Art: Hmm, I guess that gene didn’t fly.

Нi, ми не створенi здатними вiдчути квантовi явища, як ми можемо
сприймати класичнi поняття, такi як сила та температура. Але ми дуже
кмiтливi iстоти. I ми можемо замiнити абстрактною математикою вiдсутнi
органи почуттiв, якi могли б дозволити нам безпосередньо вiзуалiзувати
квантову механiку. I з часом ми зможемо розробити новi види iнтуїцiї (для
того, щоб "зрозумiти"як функцiонує квантовий свiт).

У цьому лекцiї розглядаються принципи квантової механiки. Щоб опи-
сати цi принципи, нам знадобляться деякi новi математичнi поняття. Да-
вайте почнемо.

3.1. Математичний вiдступ: лiнiйнi оператори

3.1.1. Машини та матрицi

Стан квантової механiки описуються математично як вектори у ве-
кторному просторi. Фiзичнi спостережуваними – величини, якi можна ви-
мiряти – описуються лiнiйними операторами. Ми використовуємо це твер-
дження як аксiома. Далi (у роздiлi 3.1.5), ми встановимо, що оператори,
вiдповiднi фiзичним спостережуваним, мають бути як лiнiйними, а й ермi-
товими. Вiдповiднiсть мiж операторами i спостерiгається досить хитрим i
розумiння цього зв’язку вимагатиме деяких зусиль.
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Спостережуванi це величини, якi ви вимiрюєте. Наприклад, ми мо-
жемо безпосередньо вимiряти координати частки, енергiю. Спостереженi
також пов’язанi з векторним простором, але вони є вектор-станами. Вони
є величинами, якi ви вимiрюєте – σx, наприклад, - i вони представленi лiнiй-
ними операторами. Джон Уiлер любив називати такi математичнi об’єкти
машинами. Вiн уявляв собi машину з двома портами: порт входу та порт
виходу. У портi ви вставляєте вектор, такий як |A⟩. Шестернi повертаю-
ться i машина видає результат у вихiдний порт. Цей результат є ще одним
вектором, наприклад |B⟩.

Давайте позначимо оператор напiвжирною лiтерою М (вiд слова "ма-
шина"). Нижче наведено рiвняння, яке вiдображає той факт, що M дiє на
вектор |A⟩ i в результатi виходить |B⟩:

M |A⟩ = |B⟩ .

Не кожна машина є лiнiйним оператором. Лiнiйнiсть передбачає кiлька
найпростiших властивостей. Почнемо з того, що лiнiйний оператор має да-
вати єдиний результат для кожного вектора у просторi. Ми можемо уявити
собi машину, яка дає результат для деяких векторiв, а iншi вектори про-
сто перемелює i нiчого не дає. Така машина не буде лiнiйним оператором.
Щось обов’язково має вийти, якщо ви вклали щось у машину.

Наступна властивiсть показує, що, коли лiнiйний оператор b М дiє
на твiр вхiдного вектора i числа, то виходить твiр цього ж числа i того
вектора, який вийшов би, якби машина дiяла на вектор без спiвмножника.
Таким чином, якщо M |A⟩ = |B⟩, i z є будь-яке комплексне число, то

Mz |A⟩ = z |B⟩ .

Залишилося тiльки ще одне правило, а саме, коли b М дiє на суму векторiв,
то результати просто складаються:

M {|A⟩+ |B⟩} = M |A⟩+M |B⟩ .
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Щоб дати конкретне представлення лiнiйних операторiв, звернiмося до
представлення бра- та кет-векторiв за допомогою рядкiв та стовпцiв, яке
ми використовували в Лекцiї 1. Позначення рядкiв та стовпцiв залежить
вiд вибору базових векторiв. Якщо векторний простiр N−мiрний, то ми
виберемо безлiч N ортонормованих (ортогональних та нормованих) кет-
векторiв. Давайте позначати їх |j⟩, а дуальнi ним бра-вектора будемо по-
значати ⟨j|.

Зараз ми вiзьмемо наступне рiвняння

M |A⟩ = |B⟩

i розпишемо його покомпонентно. Як ми вже робили в рiвняннi (1.3), ми
розкладемо довiльний кет |A⟩ за базовими векторами, тобто представимо
його у виглядi наступної суми:

|A⟩ =
∑
j

αj |j⟩ .

Тут ми використовуємо j, а не i як iндекс, щоб ви не були схильнi думати,
що ми говоримо про спиновий стан |i⟩ (in). Далi ми представимо |B⟩ таким
же чином i пiдставимо обидва цi розкладання до рiвняння M |A⟩ = |B⟩.
Це дає

∑
j

M |j⟩αj =
∑
j

βj |j⟩ .

Останнiй крок полягає в тому, щоб помножити скалярно обидвi сторони на
певний базовий вектор |k⟩, що призводить до

∑
j

⟨k|M |j⟩αj =
∑
j

βj ⟨k|j⟩ . (3.18)
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Щоб зрозумiти змiст отриманого результату, пам’ятайте, що скалярний
твiр ⟨k|j⟩ дорiвнює нулю, якщо j i k не рiвнi, i дорiвнює одиницi, якщо
цi вектори збiгаються. Це означає, що сума в правiй сторонi зводиться до
одного члена βk.

З лiвого боку, бачимо безлiч величин ⟨k|M |j⟩αj. Ми будемо вико-
ристовувати скорочене позначення mkj для ⟨k|M |j⟩. Звернiть увагу, що
кожен mkj є просто комплексне число. Щоб зрозумiти чому це так, заува-
жимо, що в результатi дiя М на |j⟩ виходить деякий новий кет-вектор. А
скалярне твiр ⟨k| з цим новим кет-вектором є комплексним числом. Вели-
чиниmkj називаються матричними елементами М i часто групуються всi
разом у квадратну N ×N матрицю. Наприклад, якщо N = 3, ми можемо
записати символiчне рiвняння

M =

m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

 . (3.19)

Це рiвняння є прикладом зловживання позначеннями. Лiва сторона є аб-
страктним лiнiйним оператором, а права сторона є конкретним уявленням
його в конкретному базисi (у нашому випадку, в базисi векторiв |j⟩). При-
рiвнювати їх не можна, це свого роду недбалiсть, що, однак, не повинно
призвести до плутанини.

Тепер давайте повернемося рiвняння (3.18) i замiнимо ⟨k|M |j⟩ на mkj.
Ми отримуємо

∑
j

mkjαj = βk. (3.20)

Запишемо дане рiвняння також у матричнiй формi

m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

α1

α2

α3

 =

β1β2
β3

 . (3.21)
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Ви, напевно, знайомi з правилом для множення матриць, але я нагадаю
вам про всяк випадок. Для того, щоб обчислити перший елемент праворуч
β1, необхiдно взяти перший рядок матрицi i скалярно помножити його на
колонку α:

β1 = m11α1 +m12α2 +m13α3.

Для другого елемента ми множимо другий рядок на стовпець α:

β2 = m21α1 +m22α2 +m23α3.

I так далi. Якщо ви не знайомi з множенням матриць, ознайомтеся з ним
негайно. Ця операцiя є важливою частиною нашого набору iнструментiв, i
я припускаю при подальшому викладi, що ви знайомi з нею.

Є як переваги, так i недолiки у поданнi векторiв та лiнiйних операто-
рiв у виглядi стовпцiв, рядкiв та матриць (вiдомих пiд загальною назвою
компоненти). Переваги очевиднi. Компоненти забезпечують явний набiр
арифметичних правил для роботи машини. Недолiк полягає в тому, що во-
ни залежать вiд конкретного вибору базових векторiв. У той же час, спiв-
вiдношення мiж векторами та операторами не залежать вiд конкретного
базису, який ми вибираємо. А використання конкретної думки приховує
цей важливий факт.

3.1.2. Власнi значення та власнi вектори

У випадку, коли лiнiйний оператор дiє вектор, вiн змiнює напрям ве-
ктора. Це означає, що те, що виходить з машини, буде не тiльки вхiдний ве-
ктор, помножений на деяке число, але i, можливо, повернутий. Однак для
конкретного лiнiйного оператора iснують певнi вектори, для яких напря-
мок вихiдного вектора збiгається з напрямком вхiдного вектора. Цi спецi-
альнi вектори називаються власними векторами. За визначенням, власним
вектором для лiнiйного оператора М називається такий вектор |λ⟩
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M |λ⟩ = λ |λ⟩ . (3.22)

Подвiйне використання λ може трохи збивати з пантелику. Для цього по-
яснимо. Насамперед, λ (на вiдмiну |λ⟩) є число, зазвичай, комплексне чи-
сло, але все-таки число. З iншого боку, |λ⟩ є кет-вектором. Бiльше того,
цей кет є спецiальним по вiдношенню до Mb. А саме, коли |λ⟩ подається в
машину M, все, що вiдбувається зводиться до простого множення даного
вектора на число λ. Я наведу приклад. Нехай М є матриця 2× 2,(

1 2
2 1

)
,

тодi легко показати, що наступний вектор(
1
1

)
просто множиться на 3, коли матриця b М дiє на нього. Спробуйте перевi-
рити це. Оператор М має ще один власний вектор:(

1
−1

)
.

Внаслiдок дiї М цей власний вектор множиться на iнше число, а саме на
−1. З iншого боку, якщо М дiє наступний вектор(

1
0

)
,

то вектор не просто множиться на число. М змiнює як його величину, i
його напрям.

Подiбно до того, як вектори, якi множаться на число, коли М дiє на
них, називаються власнi вектори М, константи, на якi вони множаться,
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називаються власними значеннями. У випадку, власнi значення є компле-
ксними числами. Нижче наведено приклад, який можна розiбрати само-
стiйно. Вiзьмiть матрицю (

0 −1
1 0

)
i покажiть, що вектор (

1
i

)
є власним вектором, якому вiдповiдає значення −i.

Лiнiйнi оператори також дiють на бра-вектори. Розмноження операто-
ра М на бра-вектор позначається так,

⟨B|M.

Правила для такого множення є найбiльш зрозумiлими в компонентно-
му записi. Пам’ятайте, що бра-вектори компонентного запису представленi
вектор-рядками. Наприклад, бра ⟨B| може бути представлений як

⟨B| = (β∗
1 β

∗
2 β

∗
3) .

Правило множення знову легко зводиться до правила матричного множе-
ння. У дещо громiздких позначеннях, маємо

⟨B|M = (β∗
1 β

∗
2 β

∗
3)

m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

 . (3.23)
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3.1.3. Ермiтове сполучення

Можна подумати, якщо M|A⟩ = |B⟩, то ⟨A| M = ⟨B|. Однак, це не
так. Проблема полягає у комплексному поєднаннi. Навiть тодi, коли Z є
просто комплексним числом, з Z |A⟩ = |B⟩ годi було, що ⟨A|Z = ⟨B|.
Необхiдно використовувати комплексно пов’язане число Z∗ при переходi
вiд кет до бра векторiв. Правильне спiввiдношення виглядає так: ⟨A|Z∗ =
⟨B|. Звичайно, якщо Z є дiйсним числом, то комплексне сполучення не
має жодного ефекту - кожне речове число дорiвнює своєму комплексно
сполученому.

Що нам потрiбно, то це поняття комплексного сполучення для опера-
торiв. Давайте подивимося на рiвняння M |A⟩ = |B⟩ у компонентах,∑

i

mjiαi = βj,

i запишемо комплексно пов’язане рiвняння,∑
i

m∗
jiα

∗
i = β∗

j .

Ми хотiли б записати це рiвняння у матричнiй формi, використовуючи
бра замiсть кетiв. При цьому слiд пам’ятати, що бра-вектори представленi
рядками, а не стовпцями. Для того, щоб результат вийшов правильним, ми
також повиннi переставити пов’язанi елементи матрицi М. Перегрупована
матриця позначається † i ї ї вираз у компонентах описано нижче. Наше нове
рiвняння виглядає так,

⟨A|M† = (α∗
1 α

∗
2 α

∗
3)

m∗
11 m∗

21 m∗
31

m∗
12 m∗

22 m∗
32

m∗
13 m∗

23 m∗
33

 . (3.24)

Подивiться уважно на рiзницю мiж матрицею у цьому рiвняннi, та матри-
цею у рiвняннi (3.23). Ви побачите двi вiдмiнностi. Найбiльш очевидним є
комплексне поєднання кожного елемента, але ви також можете побачити
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рiзницю в iндексах елементiв. Наприклад, на тому мiсцi, де стоїть елемент
m23 у рiвняннi (3.23), ви бачите m∗

32 у формулi (3.24). Iншими словами,
рядки та стовпцi переставленi мiсцями.

Коли ми змiнюємо рiвняння, переходячи вiд кет до бра, ми повиннi
одночасно змiнити матрицю оператора в два етапи:

1.Переставити рядки та стовпцi.

2.Застосувати операцiю комплексного сполучення до кожного елемента
матрицi.

У матричному обчисленнi перестановка рядкiв i стовпцiв називається
транспонуванням i позначається верхнiм iндексом T . Таким чином, ре-
зультат транспонування матрицi М єm11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

T

=

m11 m21 m31

m12 m22 m32

m13 m23 m33

 .

Звернiть увагу, що транспонування матрицi нагадує перевертання її навко-
ло головної дiагоналi (дiагоналi вiд верхнього лiвого кута в правий нижнiй
кут).

Комплексно пов’язана транспонована матриця називається ермiтово
сполучена i позначається верхнiм iндексом - хрест (dagger). Можна спри-
ймати хрест як сумiш зiрки, що позначає комплексне сполучення, та лiтери
Т, що позначає транспонування. У символьному записi маємо,

M† =
[
MT

]∗
.

Пiдсумуємо: якщо М дiє на кет |A⟩ i дає |B⟩, то М† дiє на бра ⟨A| та дає
⟨B|. Те саме в символьному записi виглядає так:

якщо

M |A⟩ = |B⟩ ,

то
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⟨A|M† = ⟨B| .

3.1.4. Ермiтовi оператори

Справжнi числа вiдiграють особливу роль у фiзицi. Результати будь-
яких вимiрiв є дiйсними числами. Iнодi ми вимiрюємо двi величини, зби-
раємо їх разом та використовуючи комплексну одиницю i =

√
−1, утво-

рюємо комплексне число. Ми також називаємо таке (комплексне) число
результатом вимiру. Але насправдi це просто спосiб поєднання результа-
тiв двох реальних вимiрiв. Якщо ми хочемо бути педантичним, ми могли
б сказати, що величини, що спостерiгаються, рiвнi їх власним комплексно
пов’язаним. Це, звичайно, лише химерний спосiб сказати, що вони дiйснi.
Ми збираємося з’ясувати, дуже скоро, що квантовi спостереження є лiнiй-
ними операторами. Якими лiнiйними операторами? Такими, якi найбiльш
близькi до дiйсних операторiв. Спостереженi в квантовiй механiцi представ-
ленi лiнiйними операторами, якi рiвнi своїм власним ермiтово пов’язаним.
Вони називаються ермiтовi оператори на честь французького математика
Чарльза Ермiта. Ермiтовi оператори задовольняють таку властивiсть

M = M†.

Вiдповiдно, матричнi елементи задовольняють такiй властивостi

mji = m∗
ij.

Iншими словами, якщо ви вiдобразите ермiтову матрицю щодо головної
дiагоналi, а потiм застосуйте операцiю комплексного сполучення, результат
буде таким же, як i вихiдна матриця. Ермiтовi оператори (i матрицi) мають
деякi спецiальнi властивостi. По-перше, їх власнi значення дiйснi. Давайте
доведемо це.

Нехай λ i |λ⟩ є власним значенням та вiдповiдним власним вектором
ермiтового оператора L. У символьному записi це виглядає так,
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L |λ⟩ = λ |λ⟩ .

Тодi, за визначенням ермiтового сполучення,

⟨λ|L† = ⟨λ|λ∗.

.
Однак, оскiльки L ермiтiв, вiн дорiвнює L†. Тому ми можемо записати
обидва вищенаведенi рiвняння як

L |λ⟩ = λ |λ⟩ , (3.25)

i

⟨λ|L = ⟨λ|λ∗. (3.26)

Далi помножимо (3.25) на ⟨λ| та (3.26) на |λ⟩. Вони стають

⟨λ|L |λ⟩ = λ ⟨λ|λ⟩

.
i

⟨λ|L |λ⟩ = λ∗ ⟨λ|λ⟩

.
Очевидно, щоб обидва рiвняння були правильними, необхiдно, щоб λ дорiв-
нювала λ∗. Iншими словами, λ (i тому будь-яке власне значення ермiтового
оператора) має бути дiйсним.
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3.1.5. Ермiтовi оператори та ортонормованi базиси

Тепер ми переходимо до основної математичної теореми - я називатиму
її фундаментальна теорема, - яка є основою квантової механiки. Основна
iдея полягає в тому, що величини, що спостерiгаються в квантовiй меха-
нiцi, представленi ермiтовими операторами. Це дуже проста теорема, але
надзвичайно важлива. Ми можемо її сформулювати бiльш точно таким
чином:

Основна теорема

•Власнi вектори ермiтового оператора складають повний набiр. Це
означає, що будь-який вектор, який може генерувати даний опера-
тор, може бути представлений як сума його власних векторiв (кожен
з яких, можливо, множиться на деяке комплексне число).

•Якщо λ1 i λ2 два не рiвнi власнi значення ермiтового оператора, то
вiдповiднi власнi вектори ортогональнi один одному.

•Навiть коли два власнi значення рiвнi один одному, вiдповiднi власнi
вектори можуть бути обранi ортогональними один одному. Ця ситу-
ацiя, коли два власнi вектори мають однаковi власнi значення, має
спецiальну назву: це називається виродженням. Виродження вини-
кає, коли два оператори мають спiльнi власнi вектори, що будуть
розглядатися пiзнiше, у роздiлi 5.1.

Можна коротко викласти основну теорему так: Власнi вектори ермi-
тового оператора утворюють ортонормований базис. Давайте доведемо цю
теорему починаючи з другого пункту.

Вiдповiдно до визначення власного вектора та власного значення, ма-
ємо

L |λ1⟩ = λ1 |λ1⟩

L |λ2⟩ = λ2 |λ2⟩ .
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Тепер, використовуючи той факт, що L є ермiтовим (тобто спiвпадає зi
своїм ермiтово пов’язаним), ми можемо перетворити перше рiвняння для
вiдповiдного бра вектора. Таким чином,

⟨λ1|L = λ1 ⟨λ1|

L |λ2⟩ = λ2 |λ2⟩ .

З цього мiсця вже очевидно, що слiд робити, але я все ж таки озвучу, що
слiд робити. Слiд взяти перше рiвняння та примножити його скалярно на
кет |λ2⟩. Потiм слiд взяти друге рiвняння i примножити його скалярно на
бра ⟨λ1|. В результатi отримаємо,

⟨λ1|L |λ2⟩ = λ1 ⟨λ1|λ2⟩

⟨λ1|L |λ2⟩ = λ2 ⟨λ1|λ2⟩ .

Вiднiмаючи одне з iншого, отримаємо

(λ1 − λ2) ⟨λ1|λ2⟩ = 0.

Тому, якщо λ1 i λ2 рiзнi, то скалярне твiр ⟨λ1|λ2⟩ має бути нулем. Або iнши-
ми словами, два вiдповiднi власнi вектори є ортогональними один одному.

Тепер, давайте доведемо, що навiть якщо λ1 = λ2, то два вiдповiднi
власнi вектори можуть бути обранi ортогональними. Вiзьмемо

L |λ1⟩ = λ |λ1⟩
(3.27)

L |λ2⟩ = λ |λ2⟩ .

Iншими словами, нехай два рiзнi власнi вектори мають однаковi власнi зна-
чення. Цiлком ясно, що будь-яка лiнiйна комбiнацiя цих векторiв є власним
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вектором i має теж саме значення. Ця властивiсть забезпечує достатнiй рi-
вень свободи для того, щоб знайти двi ортогональнi один одному лiнiйнi
комбiнацiї вихiдних векторiв.

Давайте подивимося, як це можна зробити. Розглянемо довiльну лi-
нiйну комбiнацiю заданих двох власних векторiв:

|A⟩ = α |λ1⟩+ β |λ2⟩ .

Дiючи на обидвi сторони оператором L, отримаємо

L |A⟩ = αL |λ1⟩+ βL |λ2⟩ ,

L |A⟩ = αλ |λ1⟩+ βλ |λ2⟩ ,

i наприкiнцi,

L |A⟩ = λ {α |λ1⟩+ β |λ2⟩} = λ |A⟩ .

Це рiвняння виявляє в явному виглядi, що будь-яка лiнiйна комбiнацiя λ1 i
λ2 також є власним вектором оператора L з тим самим власним значенням.
За вихiдним припущенням λ1 i λ2 лiнiйно незалежнi - iнакше, вони не пред-
ставляли б помiтнi стану. Ми також припустимо, що вони охоплюють весь
пiдпростiр власних векторiв оператора L iз заданим власним значенням
(тобто, немає третього лiнiйно незалежного вектора з тим самим власним
значенням). Є наочна процедура, звана процедурою Грама - Шмiдта, для
вiдшукання ортонормованого базису для пiдпростору, що визначається на-
бором незалежних векторiв, що охоплюють весь пiдпростiр. Говорячи про-
стою українською (в оригiналi "in plain English"), ми можемо знайти два
ортонормованi власнi вектори, записуючи їх у виглядi лiнiйної комбiнацiї
заданих векторiв λ1 i λ2. У наступному роздiлi ми наведемо таку процеду-
ру.

Остання частина теореми стверджує, що власнi вектори є повними. Iн-
шими словами, якщо простiр N−мiрний, то буде N ортонормованих вла-
сних векторiв. Доказ є легким i я залишу його вам.
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Вправа 3.1:

1.Доведiть наступне: Якщо векторний простiр є N− мiрним, то ор-
тонормований базис iз N векторiв можна побудувати iз власних
векторiв ермiтового оператора.

Пiдказка: Покажiть, що у ермiтового оператора, що дiє на даному про-
сторi, не може бути менше або бiльше власних векторiв, нiж розмiрнiсть
простору.

3.1.6. Процедура ортогоналiзацiї Граму - Шмiдта

Iнодi ми стикаємося з багатьма лiнiйно незалежними власними векто-
рами, якi не утворюють ортонормований базис. Це зазвичай вiдбувається
тодi, коли система має виродженi стани, тобто помiтнi стани, якi мають
однаковi власнi значення. У цiй ситуацiї ми завжди можемо використо-
вувати наявнi лiнiйно незалежнi вектори, щоб створити ортонормований
базис, який охоплює той самий простiр. Це є процедура Грама – Шмiд-
та, про яку згадувалося ранiше. На малюнку 3.1 показано, як це працює
для простого випадку двох лiнiйно незалежних векторiв. Почнемо з двох
векторiв V⃗1 i V⃗2, i з них ми побудуємо два ортонормованi вектори, v̂1 i v̂2.

Перший крок у тому, що ми дiлимо вектор V⃗1 з його довжину,
∣∣∣V⃗1∣∣∣, що

дає нам одиничний вектор, паралельний V⃗1. Ми назвемо цей одиничний
вектор v̂1 i вiн стає першим вектором у нашому ортонормованому бази-
сi. Далi, ми проектуємо V⃗2 на напрям v̂1 шляхом формування скалярного
твору ⟨V⃗2|v̂1⟩. Потiм, ми вiднiмаємо ⟨V⃗2|v̂1⟩ з V⃗2 . Ми називати результат
такого вiднiмання V⃗2⊥. Ви можете побачити на малюнку 3.1, що V⃗2⊥ ор-
тогональний одиничному вектору v̂1. Нарештi, ми роздiлимо V⃗2⊥ на його
довжину, щоб сформувати другий елемент нашого ортонормованого набо-
ру v̂2. Повинне бути зрозумiло, що ми можемо узагальнити цю процедуру
на випадок бiльшої кiлькостi вихiдних лiнiйно незалежних векторiв (тоб-
то на випадок бiльшої кiлькостi вимiрювань). Наприклад, якщо у нас є
третiй лiнiйно незалежний вектор, скажiмо V⃗3, що лежить поза площиною
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Мал. 3.1. Процедура Грама – Шмiдта. Нехай дано два лiнiйно незалежнi вектори, V⃗1 i
V⃗2, якi не ортогональнi один одному. Можна побудувати два ортонормованих вектори,
v̂1 i v̂2. Вектор V⃗2⊥ є промiжним результатом, що використовується у процесi побудови.
Ми можемо розширити цю процедуру для великих наборiв лiнiйно незалежних векторiв.

малюнка 3.1, то ми вiднiмемо з нього його проекцiї на кожен iз одиничних
векторiв v̂1 i v̂2, а потiм роздiлимо результат на його довжину.

3.2. Принципи

Тепер ми повнiстю готовi сформулювати принципи квантової механiки,
тому, без зайвих слiв, давайте зробимо це.

Усi принципи включають iдею спостережуваної, i вони передбачають
iснування вiдповiдного комплексного векторного простору, вектори якого
є станом системи. У цiй лекцiї ми дамо лише чотири принципи, якi не
розглядають еволюцiю векторiв станiв з часом. У лекцiї 4 ми додамо п’ятий
принцип, який описує еволюцiю станiв системи з часом.

Спостережувану величину (або коротко, що спостерiгається) також на-
зивають вимiрюваною величиною (або коротко, що вимiрюється). Цю ве-
личину ми власне i вимiрюємо за допомогою вiдповiдного вимiрювального
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пристрою. Ранiше ми говорили про вимiр компонент спина, σx, σy i σz.
Це приклади спостережуваних. Ми ще повернемося до них, але спочатку
сформулюємо самi принципи:

•Принцип 1: Наявнi величини квантової механiки представленi лi-
нiйними операторами L.

Я розумiю, що це свого роду безнадiйно абстрактне твердження, яке часто
змушує людей вiдмовлятися вiд вивчення квантової механiки i зайнятися
серфiнгом натомiсть. Не хвилюйтеся, значення цього принципу стане зро-
зумiлим до кiнця лекцiї. Ми скоро побачимо, оператор L має бути ермiтом.
Деякi автори розглядають це як постулат, тобто ще один основний прин-
цип. Ми вибрали iнший пiдхiд i доведемо ермiтнiсть, виходячи з iнших
принципiв. Кiнцевий результат буде таким же так чи iнакше: оператори,
якi представляють ермiтовi оператори, що спостерiгаються.

•Принцип 2: Можливi результати вимiрювання є власними значення-
ми оператора, який представляє спостережувану. Ми називатимемо
цi власнi значення λi. Стан, для якого результат вимiрювання одно-
значно є λi, описується вiдповiдним власним вектором |λi⟩.

Не розпаковуйте поки що вашу дошку для серфiнгу.
Ось ще один спосiб сформулювати сказане вище: якщо система пере-

буває в станi, який описується власним вектором |λi⟩, то результат вимiру
гарантовано буде λi.

•Принцип 3: Однозначно помiтнi стану представленi ортогональним
векторами.

•Принцип 4: Якщо |A⟩ це вектор стану системи i вимiрюється L, то
ймовiрнiсть отримати значення λi визначається так,

P (λi) = ⟨A|λi⟩ ⟨λi|A⟩ . (3.28)
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Нагадаю, що λi є власними значеннями лiнiйного оператора L, а |λi⟩ є
вiдповiдними власними векторами.

Цi короткi висловлювання навряд досить зрозумiлi. Але на даний мо-
мент, давайте хоча б приймемо на вiру перший елемент, а саме, що кожна
спостереження ототожнюється з лiнiйним оператором. Ми вже можемо по-
чати розумiти, що оператор є своєрiдним способом об’єднання станiв разом
iз власними значеннями, якi є можливими результатами вимiрювання цих
станiв. Цi iдеї будуть прояснятися у мiру того, як ми рухатимемося вперед.

Згадаймо деякi важливi моменти з нашого попереднього обговорення
спинiв. По-перше, результат вимiру, зазвичай, є статистично невизначеним.
Тим не менш, для будь-якої заданої спостерiгається iснують особливi стани,
для яких результат вимiрювання однозначно визначений. Наприклад, якщо
спiн-вимiрювальний апарат орiєнтований вздовж осi z, стан |u⟩ завжди
призводить до значення σz = +1. Аналогiчно, стан |d⟩ нiколи не дає нiчого,
крiм σz = −1. Принцип 1 дає нам новий спосiб подивитись цi факти. Вiн
має на увазi, що кожна спостерiгається (σx, σy i σz) ототожнюється з певним
лiнiйним оператором у двовимiрному просторi станiв, що описують спин.

Коли спостерiгається вимiрюється, результатом є речовинне число,
одне з набору можливих результатiв. Наприклад, якщо вимiрюється енер-
гiя атома, то результатом буде один iз встановлених рiвнiв енергiї атома.
Для добре вiдомого нам випадку спина, можливi значення будь-якого з
компонентiв дорiвнюють ±1. Вимiрювальний пристрiй нiколи не дасть жо-
дного iншого результату. Принцип 2 визначає зв’язок мiж оператором
вiдповiдним спостерiгається та можливими чисельними результатами вимi-
рювань. А саме результат вимiрювання завжди є одним iз власних значень
вiдповiдного оператора. Таким чином, кожен компонент оператора спина
повинен мати два власнi значення, рiвнi pm1.

Принцип 3 є найцiкавiшим. Принаймнi, я вважаю, що це так. Вiн
говорить про однозначно рiзнi стани. Ми вже стикалися з цим. Два стани
фiзично рiзнi, якщо є вимiр, який може однозначно вiдрiзнити їх. Напри-
клад, |u⟩ i |d⟩ можна розрiзнити шляхом вимiрювання σz. Якщо вам дали
спин i сказали, що вiн або може |u⟩ або може |d⟩, то щоб з’ясувати, який
iз цих двох станiв є правильним, все, що вам потрiбно зробити, це вирiв-
няти вiсь вимiрювального пристрою A з вiссю z i вимiряти σz. При цьому
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не виникне жодної помилки. Те ж саме i для пари взаємовиключних (або
iншими словами, однозначно рiзних) станiв |l⟩ i |r⟩. Вiдрiзнити їх можна
шляхом вимiрювання σx.

Але припустимо, що вам сказали, що спин в одному з двох наступних
станiв |u⟩ або |r⟩ (вгору або вправо). В цьому випадку не iснує вимiрюва-
ння, яке дозволить вам однозначно визначити в якому саме станi знаходи-
ться спiн. Вимiрювання σz не може вiдповiсти на це запитання. Якщо ви
отримаєте σz = +1, це може означати i те, що вихiдний стан був |r⟩, так
як є 50% ймовiрнiсть отримати цю вiдповiдь у станi |r⟩. З цiєї причини
|u⟩ i |d⟩ є фiзично помiтними станами, а стану |u⟩ i |r⟩ н є такими. Можна
смiливо сказати, що скалярне твiр двох станiв є мiрою нездатностi досто-
вiрно розрiзнити такi стану. Iнодi скалярне твiр називається перекриттям
(станiв). Принцип 3 вимагає, щоб фiзично рiзнi стани були представле-
нi ортогональними векторами станiв, тобто, без перекриття. Таким чином,
для спинових станiв, ⟨u|d⟩ = 0, але ⟨u|r⟩ = 1√

2
.

I, нарештi, принцип 4 доводить цi iдеї до числа у правилi, що виражає
ймовiрностi рiзних результатiв експерименту. Якщо ми припустимо, що си-
стема була приготовлена в станi |A⟩, а потiм була вимiряна L, то результат
спiвпадатиме з одним iз власних значень λi оператора L. Слiд сказати, що
в загальному випадку не iснує нiякого способу дiзнатися, яке саме з цих
значень буде спостерiгатися при даному вимiрi. Iснує лише ймовiрнiсть -
назвемо її P (λi), - що результат вимiру буде λi. Принцип 4 говорить нам
про те, як обчислити цю ймовiрнiсть, i вона виражається через перекри-
ття |A⟩ i |λi⟩. Точнiше кажучи, ймовiрнiсть дорiвнює квадрату величини
перекриття:

P (λi) = |⟨A|λi⟩|2

або у розгорнутому виглядi,

P (λi) = ⟨A|λi⟩ ⟨λi|A⟩ .
Ви можете бути здивованi чому саме перекриття не є ймовiрнiстю? Чо-

му саме квадрат перекриття? Майте на увазi, що скалярний добуток двох
векторiв не завжди позитивний, або навiть не завжди є дiйсною (не уяв-
ною) величиною. Iмовiрнiсть завжди позитивна i є дiйсним числом. Тому
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немає сенсу ототожнювати ймовiрнiсть P (λi) з перекриттям ⟨A|λi⟩. Однак
квадрат величини перекриття ⟨A|λi⟩ ⟨λi|A⟩ завжди позитивний i дiйсний i,
таким чином, може бути iдентифiкований як ймовiрнiсть даного результа-
ту.

Важливим наслiдком принципiв 1-4 є наступне твердження:
Оператори, якi представляють спостерiгаються, є ермiтовими опе-

раторами.
Причина цього двояка. По-перше, оскiльки результат експерименту

має бути дiйсним числом, власнi значення оператора L також мають бути
дiйсними. По-друге, власнi вектори, якi представляють однозначно помiтнi
результати, повиннi мати рiзнi власнi значення, а також бути ортогональ-
ними. Цi умови є достатнiми, щоб довести, що L має бути ермiтом.

3.3. Приклад: спiновi оператори

Важко повiрити, але одиночнi спини - якими б простими вони не були
- здатнi багато чому навчити про квантову механiку, i ми плануємо цим
скористатися повною мiрою. Наша мета в цьому роздiлi полягає в тому,
щоб записати спiновi оператори у конкретнiй формi, як 2 × 2 матрицi.
Тодi ми зможемо побачити, як вони працюють у конкретних ситуацiях.
Ми незабаром сконструюємо нашi спiновi оператори та вектори станiв. Але
перш нiж ми заглибимося в деталi, я хотiв би сказати трохи бiльше про
те, як оператори пов’язанi з фiзичними вимiрами. Такий зв’язок досить
тонкий, i ми будемо проясняти його по ходу справи.

Як ви знаєте, фiзики визнають рiзнi типи фiзичних величин, такi як
скаляри та вектори. Тому не дивно, що оператор, пов’язаний iз вимiром
вектора (наприклад, такого як спiн) також має векторний характер.

До цього часу ми бачили бiльш нiж один вид вектора. 3-вектор є най-
простiшим i служить як прототип. Це математичне уявлення стрiлки у
тривимiрному просторi, i його часто представляють за допомогою трьох
дiйсних чисел, записаних як матриця-стовпець. Оскiльки їх компоненти є
речовими, 3-вектори не пiдходять для того, щоб представити квантовi ста-
ни. Для цього нам потрiбнi бракет вектори, якi мають комплекснозначнi
компоненти.
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Яким вектором є оператор спина σ? Вiн, безперечно, не є вектором
стану (бра або кет). Вiн i не 3- вектор, хоча i нагадує останнiй у тому сенсi,
що вiн також пов’язаний iз напрямком у просторi. Насправдi, ми часто
будемо використовувати σ, якби це був простий 3-вектор. Тим не менш,
щоб не вводити в оману i враховувати те, що оператор спина все ж таки
не зовсiм 3-вектор, ми будемо називати σ 3-вектор оператор.

Але що це насправдi означає? Фiзично це означає наступне: Як при-
стрiй вимiрює спин може тiльки вiдповiсти на питання про орiєнтацiю спи-
на в певному напрямку (”вгору” або “вниз” по вiдношенню до заданої осi),
так i оператор спина може надати iнформацiю тiльки про компонент спи-
на у певному напрямку. Для того, щоб фiзично вимiряти спини в iншому
напрямку, нам потрiбно повернути пристрiй, щоб вказати на новий напря-
мок. Та ж iдея застосовна i до оператора спина - якщо ми хочемо вiд нього
отримати iнформацiю про складову спина в новому напрямку, ми повин-
нi повернути вiдповiдно i сам оператор спина. Однак цей вид обертання
здiйснюється лише математично i не пов’язаний з реальним обертанням
чогось. Суть у тому, що є оператор спина кожному за напрями, у якому
вимiрювальний пристрiй може бути орiєнтованим.

3.4. Побудова спинових операторiв

Тепер давайте попрацюємо над деталями спiнових операторiв. Перша
мета полягає в тому, щоб побудувати оператори компоненти спина, σx, σy i
σz. Потiм ми будемо спиратися на цi результати, щоб побудувати оператор,
який є компонентом спина в довiльному напрямку. Як завжди, ми почнемо
з σz. Ми знаємо, що σz має певнi значення для станiв |u⟩ i |d⟩, i що вiдповiднi
вимiрянi значення є σz = +1 та σz = −1. Далi, ось те, що першi три
принципи кажуть нам:

•Принцип 1: Кожна компонента σ є лiнiйним оператором.

76



Принципи квантової механiки

•Принцип 2: Власнi вектори σz є |u⟩ i |d⟩. Вiдповiднi власнi значення є
+1 та −1. Ми можемо записати це за допомогою абстрактних рiвнянь

σz |u⟩ = |u⟩
(3.29)

σz |d⟩ = − |d⟩ .

•Принцип 3: Стан |u⟩ i |d⟩ ортогональнi один одному. Це можна за-
писати як

⟨u|d⟩ = 0. (3.30)

Згадуючи уявлення |u⟩ i |d⟩ за допомогою стовпцiв, дивись рiвняння (2.16)
та (2.17), ми можемо записати рiвняння (3.29) у матричнiй формi як

(
(σz)11 (σz)12
(σz)21 (σz)22

)(
1
0

)
=

(
1
0

)
(3.31)

и

(
(σz)11 (σz)12
(σz)21 (σz)22

)(
0
1

)
= −

(
0
1

)
(3.32)

Iснує єдина матриця, яка вiдповiдає цим рiвнянням. Спробуйте довести
самi це твердження та показати, що

(
(σz)11 (σz)12
(σz)21 (σz)22

)
=

(
1 0
0 −1

)
(3.33)
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або в стислому виглядi

σz =

(
1 0
0 −1

)
. (3.34)

Вправа 3.2:

1.Доведiть, що вираз (3.33) є єдиним рiшенням рiвнянь (3.31) та
(3.32).

Це наш перший приклад квантово-механiчного оператора. Давайте пi-
дiб’ємо пiдсумок тому, що ми використовували для такої побудови:

По-перше, ми використовували деякi експериментальнi данi, а саме:
iснують певнi стани, якi ми назвали |u⟩ та |d⟩, у якому вимiр σz дає одно-
значнi результати ±1.

Далi ми використовували принципи квантової механiки, якi сказали
нам, що |u⟩ i |d⟩ ортогональнi один одному i є власними векторами лiнiйного
оператора σz.

Нарештi, ми дiзналися з принципiв, що вiдповiднi власнi значення є
саме тим, що i вимiрюється, тобто ±1. Це все, що потрiбно для одержання
рiвняння (3.34)

Чи можемо ми зробити те саме для двох iнших компонентiв спина,
σx i σy? Так, ми можемо це зробити. Власними векторами σx є |r⟩ i |l⟩, з
власними значеннями +1 та −1 вiдповiдно. Запишемо це у виглядi рiвнянь,

σx |r⟩ = |r⟩
(3.35)

σx |l⟩ = − |l⟩ .
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Нагадаємо, що |r⟩ i |l⟩ є лiнiйними суперпозицiями |u⟩ i |d⟩:

|r⟩ = 1√
2
|u⟩+ 1√

2
|d⟩

(3.36)

|l⟩ = 1√
2
|u⟩ − 1√

2
|d⟩

Пiдставляючи вiдповiднi вектори-стовпцi для |u⟩ та |d⟩, отримаємо

|r⟩ =

(
1√
2
1√
2

)

|l⟩ =

(
1√
2

−1√
2

)
.

Щоб зробити рiвняння (3.35) бiльш конкретними, запишемо їх у матричнiй
формi: (

(σx)11 (σx)12
(σx)21 (σx)22

)( 1√
2
1

sqrt2

)
=

(
1√
2
1√
2

)
i (

(σx)11 (σx)12
(σx)21 (σx)22

)( 1√
2

−1√
2

)
= −

(
1√
2

−1√
2

)
.

Якщо ви перепишете цi рiвняння в компонентах, то вони перетворяться на
чотири рiвняння для матричних елементiв (σx)11, (σx)12, (σx)21 i (σx)22, якi
легко вирiшити. Ось рiшення:(

(σx)11 (σx)12
(σx)21 (σx)22

)
=

(
0 1
1 0

)
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або

σx =

(
0 1
1 0

)
.

I, нарештi, можна аналогiчно отримати вираз для σy. Власнi вектори σy є
стану “всередину” та “назовнi”, якi ми позначаємо як |i⟩ i |o⟩, вiдповiдно:

|i⟩ = 1√
2
|u⟩+ i√

2
|d⟩

|o⟩ = 1√
2
|u⟩ − i√

2
|d⟩ .

Перепишемо цi рiвняння у виглядi векторiв-стовпцiв,

|i⟩ =

(
1√
2
i√
2

)

|o⟩ =

(
1√
2

−i√
2

)
.

Просте обчислення дає

σy =

(
0 −i
i 0

)
.

Можна пiдбити пiдсумок: три оператори σx, σy i σz представляються
такими трьома матрицями:

σz =

(
1 0
0 −1

)
σx =

(
0 1
1 0

)
(3.37)

σy =

(
0 −i
i 0

)
.
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Цi три матрицi добре вiдомi у фiзицi i називаються на iм’я того, хто їх
вiдкрив. Вони називаються матрицями Паулi.

3.5. Поширена помилка

Зараз саме час для того, щоб попередити вас про потенцiйну небезпеку.
Вiдповiднiсть мiж операторами та вимiрами має фундаментальне значення
у квантовiй механiцi. Однак його (ця вiдповiднiсть) дуже легко неправиль-
но зрозумiти. Ось те, що вiрно щодо операторiв у квантовiй механiцi:

1.Оператори це те, що ми використовуємо для обчислення власних зна-
чень та власних векторiв.

2.Оператори дiють на вектори станiв (якi є абстрактними математи-
чними об’єктами), а не реальнi фiзичнi системи.

3.Коли оператор дiє на вектор стану, створюється новий вектор стану.

Сказавши, що вiрно щодо операторiв, я хочу попередити вас про по-
ширену помилку. Часто вважається, що результат вимiрювання спостерi-
гається таким же, як i результат дiї вiдповiдного оператора на вектор ста-
ну. Наприклад, припустимо, що ми зацiкавленi у вимiрi L. Вимiрювання є
свого роду операцiєю, яка проводиться вимiрювальним пристроєм над змi-
нюваною фiзичною системою, але ця операцiя жодним чином не є такою
самою, як дiя оператора L на вектор стану. Наприклад, якщо стан системи
до того, як ми проводимо вимiр є |A⟩, то не правильно говорити, що пiсля
вимiрювання величини, яка описується оператором L, стан системи стане
L |A⟩. Загалом, це зовсiм не так. Пiсля такого вимiру система перейде у
стан, який описується одним iз власних векторiв оператора L. Якщо таких
станiв кiлька, то ми не можемо з достовiрнiстю вказати, який саме з таких
станiв перейде система.

Щоб це зрозумiти, давайте уважно подивимося на приклад. На щастя,
приклад спина, яку ми розглянули в попередньому пунктi, є тим, що нам
потрiбно. Нагадаємо формули (3.29):
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σz |u⟩ = |u⟩ ,

σz |d⟩ = − |d⟩ .

В даному випадку ми не потрапляємо в пастку, тому що |u⟩ та |d⟩ є вла-
сними векторами оператора σz. Якщо система пiдготовлена, скажiмо, може
|d⟩, то вимiр, безумовно, дасть результат −1, i оператор σz переводить по-
чатковий стан у вiдповiдний стан пiсля вимiрювання − |d⟩. Стан − |d⟩ та-
кий самий, як |d⟩, за винятком множника −1, так що обидва стани дiйсно
збiгаються. Тут не виникло жодних проблем.

Але тепер давайте розглянемо дiю σz на приготовлений стан |r⟩, який
не є одним iз його власних векторiв. З рiвняння (3.36) ми знаємо, що

|r⟩ = 1√
2
|u⟩+ 1√

2
|d⟩ .

Дiючи на цей вектор стану оператором σz, отримаємо

σz |r⟩ =
1√
2
σz |u⟩+

1√
2
σz |d⟩

або

σz |r⟩ =
1√
2
|u⟩ − 1√

2
|d⟩ . (3.38)

Добре, от i пастка. Що б ви не думали, але вектор стану в правiй частинi
рiвняння (3.38), безумовно, не описує стан, який виникає пiсля вимiрюва-
ння σz. Результат такого вимiру буде або +1, залишивши систему в станi
|u⟩, або −1, залишаючи систему в станi |d⟩. Жоден з результатiв вимi-
рювання (проекцiї спина на вiсь z) не переведе систему на суперпозицiю,
представлену формулою (3.38).

Це правда, що вектор стану системи пiсля вимiрювання має бути пов’язаний
з результатом вимiрювання. Але як саме? Ми знайдемо частину вiдповiдi в
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лекцiї 4, де побачимо, як новий вектор стану дозволяє нам обчислити ймо-
вiрнiсть кожного можливого результату вимiру. Проте результат вимiрюва-
ння не може бути описаний належним чином, без того, щоб не розглядати
вимiрювальний пристрiй як частину системи. Що насправдi вiдбувається
пiд час вимiрювання, є предметом роздiлу 7.8.

3.6. Перегляд операторiв для 3-векторiв

Тепер давайте повернемося до iдеї 3-вектор оператора. Я назвав σx,
σy i σz компонентами спина вздовж трьох осей, маючи на увазi, що вони є
компонентами певного виду 3-вектора. Зараз слушний момент, щоб повер-
нутися до двох понять векторiв, якi виникають весь час у фiзицi. По-перше,
є вектор у звичайному тривимiрному просторi, який вирiшили назвати 3-
вектор. Як ми бачили, 3-вектор має компоненти вздовж трьох напрямiв
простору.

Iнший, зовсiм iнший змiст термiна вектор пов’язують iз вектором стану
системи. Таким чином, |u⟩ i |d⟩, |r⟩ i |l⟩ i |i⟩ i |o⟩ є векторами стану двомiр-
ному просторi спинових станiв. Як щодо σx, σy i σz? Чи є вони векторами,
i якщо так, то якими?

Зрозумiло, що вони є векторами стану; вони є операторами (написа-
ними як матриць), якi вiдповiдають трьом вимiрним компонентам спина.
Фактично, цi 3-векторнi оператори є новим типом вектора. Вони вiдрiзня-
ються як вiд векторiв стану, i вiд звичайних 3-векторiв. Однак у зв’язку
з тим, що спiновi оператори поводяться багато в чому як 3-вектори, то
не буде великою помилкою думати про них як про об’єкти, що нагадують
3-вектори, як ми i будемо чинити надалi.

Для вимiрювання компонентiв спина ми орiєнтуємо пристрiй А вздовж
однiєї з трьох осей, а потiм запускаємо пристрiй та виконуємо вимiрюва-
ння. Але чому б не зорiєнтувати цей пристрiй уздовж довiльної осi та не
вимiряти складову σ вздовж цiєї осi? Iншими словами, вiзьмiть будь-який
одиничний 3-вектор n̂ з компонентами nx, ny i nz i орiєнтуйте пристрiй А з
його стрiлкою вздовж n̂. Тодi активацiя приладу А призведе до вимiрюван-
ня складової σ вздовж осi n̂. Отже, повинен бути оператор, який вiдповiдає
цiй величинi, що вимiрюється.
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Якщо σ дiйсно веде себе як 3-вектор, то його компонента вздовж n̂
задається нi чим iншим, як скалярним твором σ i n̂. Позначимо цю компо-
ненту σ як σn, так що

σn = σ⃗ · n̂
або у розгорнутому виглядi,

σn = σxnx + σyny + σznz. (3.39)

Для того, щоб зрозумiти змiст цього рiвняння, необхiдно мати на увазi, що
компоненти hatn це просто числа. Вони власними силами є операторами.
Рiвняння (3.39) описує вектор-оператор, який будується у виглядi суми
трьох доданкiв, кожне з яких мiстить числовий коефiцiєнт nx, ny або nz.
Щоб бути конкретнiшим, давайте запишемо рiвняння (3.39) у матричнiй
формi:

σn = nx

(
0 1
1 0

)
+ ny

(
0 −i
i 0

)
+ nz

(
1 0
0 −1

)
.

Або ще конкретнiше, давайте об’єднаємо всi три доданки в одну матрицю

σn =

(
nz (nx − iny)

(nx + iny) −nz

)
. (3.40)

Навiщо ж це знадобиться? Не багато, поки ми не знайдемо власнi вектори
i власнi значення σ. Але як тiльки ми це зробимо, ми знатимемо можливi
результати вимiрювання вздовж напряму hatn. I ми також зможемо розра-
хувати ймовiрнiсть цих результатiв. Iншими словами, ми матимемо повну
картину спинових вимiрювань у тривимiрному просторi.

3.7. Пiдбиваємо пiдсумки

Ми тепер цiлком озброєнi, щоби робити якiсь справжнi розрахунки.
Давайте розглянемо окремий випадок, а саме коли n̂ лежить у площинi
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x−z, яка, у свою чергу, є площиною цiєї сторiнки. Оскiльки n̂ це одиничний
вектор, ми можемо написати

nz = cos θ

nx = sin θ

ny = 0,

де θ це кут мiж вiссю z i вiссю n̂. Пiдставляючи цi висловлювання (3.40),
запишемо

σn =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
.

Вправа 3.3:

1.Обчислiть власнi вектори та власнi значення оператора σn. Пiд-
казка: Припустимо, що власний вектор має такий вигляд(

cosα
sinα

)
,

де α є невiдомим параметром, який потрiбно визначити. Далi пiд-
ставимо цей вектор на рiвняння на власнi значення i вирiшимо
його. В результатi ми висловимо α через θ. Нагадаємо, що θ є
кут нахилу вектора n̂ до осi z. Зауважте, що ми записали рiшен-
ня за допомогою одного невiдомого параметра α, оскiльки вектор,
що шукається, повинен бути нормований, тобто вiн повинен мати
одиничну довжину.

Результати розв’язання вищенаведеного рiвняння:
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λ1 = 1

|λ1⟩ =

(
cos θ

2

sin θ
2

)

i

λ2 = −1

|λ2⟩ =

(
− sin θ

2

cos θ
2

)
.

Звернiть увагу на деякi важливi факти. По-перше, два власнi значення
знову +1 i −1. Це не повинно викликати подиву, оскiльки вимiрювальний
прилад cal A може дати тiльки одну з цих двох вiдповiдей, незалежно
вiд того, яким чином вiн орiєнтований. Але завжди корисно вивести цей
факт безпосередньо iз рiвнянь. Другий факт полягає в тому, що два власнi
вектори ортогональнi.

Тепер ми готовi зробити експериментальне передбачення. Нехай вiсь
приладу А спочатку орiєнтована вздовж осi z i нехай ми виконали попере-
днiй вимiр та приготували спин у станi |u⟩. Потiм ми повернемо вiсь при-
ладу вздовж осi n̂. Яка ймовiрнiсть того, що новий вимiр дасть σn = +1?
Вiдповiдно до принципу 4, а також з використанням рядкiв i стовпцiв
розкладання ⟨u| i |λ1⟩, вiдповiдь є

P (+1) = |⟨u|λ1⟩|2 = cos2
θ

2
. (3.41)

Аналогiчно, для того ж випадку

P (−1) = |⟨u|λ2⟩|2 = sin2
θ

2
. (3.42)
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З цим результатом ми пройшли майже повне коло. При введеннi спина, ми
зробили заяву, що якщо ми приготуємо велику кiлькiсть спинiв в iденти-
чних станах “вгору”, а потiм для кожного з них вимiряємо складову вздовж
осi n̂, тобто пiд кутом θ до осi z, то середнє значення результатiв вимiрю-
вань було б cos θ - такий самий результат, ми отримали б для простого
3-вектора в класичнiй фiзицi. Чи призводить наша математична констру-
кцiя (заснована на лiнiйних операторах) до цього результату? Фактично
питання стоїть ще радикальнiше. Якщо наша теорiя не узгоджується з
експериментом, ми маємо викинути таку теорiю. Давайте перевiримо, як
добре досi наша теорiя узгоджується з експериментом.

На жаль, ми будемо не зовсiм послiдовними, оскiльки нам доведеться
використовувати рiвняння, яке ми пояснимо лише у наступнiй лекцiї. А
саме ми використовуємо рiвняння, яке говорить нам, як обчислити середнє
значення (також зване очiкуване значення) вимiрювання,

⟨L⟩ =
∑
i

λiP (λi) . (3.43)

Варто вiдзначити, що рiвняння (3.43) це просто стандартна формула для
середнього значення. Це не є специфiчним для квантової механiки.

Для розрахунку середнього значення вимiрювання, яке вiдповiдає опе-
ратору L, ми помножимо кожне власне значення на можливiсть отримати
при вимiрюваннi саме це власне значення, а потiм пiдсумуємо результати.
Звичайно, оператор, який ми шукаємо зараз, це просто σn i ми вже маємо
всi значення, якi нам потрiбнi. Використовуючи формули (3.41) та (3.42)
разом iз вiдомими власними значеннями, ми можемо написати

⟨σn⟩ = (+1) cos2
θ

2
+ (−1) sin2

θ

2

або

⟨σn⟩ = cos2
θ

2
− sin2

θ

2
.
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Якщо ви пам’ятаєте тригонометрiю, то вiдразу зрозумiйте, що наведене
вище рiвняння є

⟨σn⟩ = cos θ,

що добре узгоджується з експериментом. Так, ми це зробили!
Дiйшовши так далеко, ви можете спробувати свої сили у вирiшеннi

дещо бiльш загальної проблеми. Як i ранiше, ми починаємо з пристрою A,
вiсь якого вказує у напрямку z. Але тепер, як тiльки спина була пiдготов-
лена в станi "вгору ми можемо повернути вiсь A у довiльному напрямку у
просторi, а потiм виконати другий набiр вимiрювань. У цьому випадку ве-
ктор n̂ не лежить у площинi x−z, тобто ny ̸= 0. Тепер спробуйте виконати
таку вправу.

Вправа 3.4:

1.Нехай nz = cos θ, nx = sin θ cosϕ, i ny = sin θ sinϕ. Кути θ i ϕ
визначаються вiдповiдно до звичайного правила для сферичних
координат, дивись Fig. 3.2. Обчислити власнi значення та власнi
вектори для матрицi, представленої в рiвняннi (3.40).

Можна також спробувати вирiшити набагато складнiший приклад, що
включає два напрямки, n̂ i m̂. У цьому прикладi, вiсь A не тiльки закiнчу-
ється в довiльному напрямку, але також починається в iншому довiльному
напрямку.

Вправа 3.5:
1.Припустимо, що спин приготовлений у станi, для якого σm = +1.

Вiсь вимiрювального приладу потiм повертається у напрямку ве-
ктора n̂ i вимiрюється проекцiя спина σn. Чому дорiвнює ймовiр-
нiсть того, що пристрiй покаже +1? Звернiть увагу, що σm = σ ·m̂.
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Мал. 3.2. Сферичнi координати. Ця дiаграма iлюструє звичайнi сферичнi координати,
що позначаються r, θ i ϕ. Дiаграма також iлюструє перетворення сферичних координат
в декартовi координати: x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, i z = r cosϕ.

Тут ми використовуємо позначення аналогiчнi тим, якi використо-
вували для σn.

Вiдповiддю буде квадрат косинуса половини кута мiж векторами m̂ i
n̂. Ви можете отримати це?
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3.8. Принцип спинової поляризацiї

Iснує важлива теорема, яку можна спробувати довести. Я сформулюю
її:

Принцип спинової поляризацiї: Будь-який стан одиничного спи-
на є власним вектором деякої компоненти спина.

Iншими словами, для довiльно заданого стану

|A⟩ = αu |u⟩+ αd |d⟩ ,

iснує деякий напрямок n̂, таке, що

σ⃗ · n⃗ |A⟩ = |A⟩ .

Це означає, що для будь-якого спинового стану є певна орiєнтацiя пристрою
A, таке, що A завжди реєструватиме +1. На мовi фiзики, ми говоримо, що
стани спина характеризуються вектором поляризацiї, i вздовж цього ве-
ктора поляризацiї компонента спина передбачувано є +1 (тобто результат
вимiрювання завжди є +1), якщо, звичайно, вам вiдомий вiдповiдний ве-
ктор стану.

Цiкавим наслiдком цiєї теореми є те, що немає жодного стану, для
якого очiкуванi значення всiх трьох компонентiв спина дорiвнюють нулю.
Iснує кiлькiсний спосiб висловити цей факт. Розглянемо очiкуване значення
спина вздовж напрямку hatn. Оскiльки |A⟩ є власним вектором оператора
σ⃗ · n⃗ (з власним значенням +1), то звiдси випливає, що очiкуване значення
може бути виражене як

⟨σ⃗ · n⃗⟩ = 1.

З iншого боку, очiкуване значення перпендикулярних компонент σ рiвнi
нулю може |A⟩. Звiдси випливає, що сума квадратiв середнiх значень всiх
трьох складових σ дорiвнює 1. Понад те, це твердження залишається вiр-
ним й у довiльного стану:
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⟨σx⟩2 + ⟨σy⟩2 + ⟨σz⟩2 = 1. (3.44)

Запам’ятайте цей факт. Ми ще повернемося до нього в Лекцiї 6.
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4. Эволюцiя системи в часi

There is a massive, quiet, intimidating man sitting alone at the end of the
bar. His T-shirt says “−1”.

Art: Who is that “Minus One” guy over in the corner? The bouncer?
Lenny: He’s way more than a bouncer. He’s

THE LAW.

Without him, this whole place would fall apart.

4.1. Класична фiзика

Потрiбно трохи бiльше сторiнки, щоб пояснити, що таке стан у кла-
сичнiй механiцi. Квантова версiя зайняла вже три лекцiї, знадобилося три
математичнi вiдступи, i за моїми приблизними пiдрахунками, близько 17
000 слiв, щоб дiстатися до того ж мiсця. Але я думаю, що найгiрше вже
позаду. Тепер ми знаємо, що таке становище. Тим не менш, так само, як
i в класичнiй фiзицi, знання стану системи є лише пiдлогою справи. Iнша
половина включає правило про те, як стан змiнюється з часом. Зрозумiти
це є нашим наступним завданням.

Для початку, давайте розглянемо, як вiдбувається змiна стану в кла-
сичнiй фiзицi. У класичнiй фiзицi простiр станiв є математичне безлiч.
Логiка є Булевою i еволюцiя станiв з часом є детермiнованою та оборотною.
Найпростiшим прикладом класичної системи є монета. Для неї простiр ста-
нiв складається з декiлькох точок: "орла"i "решки". Трохи складнiшою
класичною системою є кубик, або гральна кiстка. Для кiстки простором
станiв є безлiч iз шести елементiв {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Стан кубика можуть бути
зображенi у виглядi набору точок на сторiнцi, а еволюцiя в часi визнача-
ється правилом, яке говорить нам, куди йти далi. Закон руху складався з
графа зi стрiлками, що з’єднують стани. Головне правило - детермiнiзм -
у тому, що хоч би система була у просторi станiв, наступне стан повнiстю
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визначається законом руху. Але було й iнше правило, зване оборотнiстю.
Оборотнiсть є вимогою, згiдно з якою допустимим законом руху є такий за-
кон, при якому можна цiлком визначено сказати, де система була востаннє.
Хороший закон вiдображається графом з лише однiєю стрiлкою, яка спря-
мована до даного вузла (така стрiлка показує звiдки система прийшла)
i лише однiєю стрiлкою, яка спрямована вiд даного вузла (така стрiлка
показує куди система пiде).

Iснує ще один спосiб для опису цих вимог. Я назвав це мiнус перший
закон, тому що вiн лежить в основi всього iншого. Вiн каже що

iнформацiя нiколи не втрачається.

Тож якщо двi однаковi iзольованi системи спочатку перебувають у рiзних
станах, всi вони й надалi залишатимуться у рiзних станах. Крiм того, у
минулому вони також були у рiзних станах. З iншого боку, якщо двi одна-
ковi системи перебувають у тому самому станi, в якийсь момент часу, то
їх iсторiї та їх майбутнiх еволюцiй також мають бути однаковими. Вiд-
мiнностi зберiгаються. Квантова версiя мiнус першого закону має iм’я -
унiтарнiсть.

4.2. Унiтарнiсть

Розглянемо замкнуту систему, яка в момент часу t знаходиться у кван-
товому станi |Ψ⟩. (Використання грецької лiтери Ψ [псi] для квантових ста-
нiв є традицiйним пiд час розгляду еволюцiї систем.) Для того, щоб вка-
зати, що стан |Ψ⟩ був у певний момент часу t, давайте трохи ускладнимо
позначення i назвемо стан |Ψ(t)⟩. Звичайно, це позначення передбачає тро-
хи бiльше, нiж просто стан був |Ψ⟩ в момент часу t”. Це також передбачає,
що стан може бути рiзним у рiзний час. Таким чином, ми використовуємо
позначення |Ψ(t)⟩ для представлення всiєї iсторiї системи.

Основне динамiчне припущення квантової механiки полягає в тому,
що, якщо ви знаєте, стан одночасно, то квантовi рiвняння руху скажуть
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вам, який стан пiзнiше. Не обмежуючи спiльностi, ми можемо взяти поча-
тковий час рiвним нулю, i позначимо пiзнiше як t. Стан у момент часу t
задається певною операцiєю, ми позначимо її U(t), яка дiє стан у початко-
вий (нульовий) момент часу. Без подальшого уточнення властивостей U(t)
це говорить нам дуже мало, за винятком того, що |Ψ(t)⟩ визначається через
|Ψ(0)⟩ . Виразимо це спiввiдношення за допомогою наступного рiвняння,

|Ψ(t)⟩ = U(t) |Ψ(0)⟩ . (4.45)

Оператор U називається оператором еволюцiї системи. Цей оператор ви-
значає те, як стан системи змiнюється (еволюцiонує) у часi.

4.3. Детермiнiзм у квантовiй механiцi

На даний момент нам потрiбно зробити деякi уточнення. З нашим ви-
значенням U(t) вектор стану розвивається детермiнованим чином. Так, ви
не дочули - еволюцiя в часi вектора стану є детермiнованою. Це добре, то-
му що це дає нам щось, що ми можемо спробувати передбачити. Але як це
спiввiдноситься зi статистичним характером результатiв наших вимiрiв?

Як ми бачили, знання квантового стану значить, що ви можете перед-
бачити результат експерименту з достовiрнiстю. Наприклад, знання того,
що стан спина є |r⟩ може сказати вам результат вимiру σx, але нiчого не го-
ворить вам про вимiр σz або σy. З цiєї причини рiвняння (4.45) не тотожне
класичному детермiнiзму. Класичний детермiнiзм дає змогу прогнозувати
результати експериментiв. Квантова еволюцiя станiв дозволяє обчислити
ймовiрнiсть результатiв пiзнiших експериментiв.

Це одна з основних вiдмiнностей мiж класичною та квантовою меха-
нiкою. Воно перегукується мiж станом i вимiром, якi ми згадували на по-
чатку цiєї книги. У класичнiй механiцi немає iстотної рiзницi мiж станами
i вимiрами. У квантовiй механiцi рiзниця суттєва.
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4.4. Оператор еволюцiї U(t)

Звичайна квантова механiка пред’являє кiлька вимог U(t).
По-перше, вона вимагає, щоб U(t) був лiнiйним оператором.

Це не дуже дивно. Вiдносини мiж станами квантової механiки завжди лi-
нiйно. Це узгоджується з iдеєю у тому, що простiр станiв є векторним про-
стором. Але лiнiйнiсть не єдине, що квантова механiка вимагає U(t).

Вона також вимагає квантовий аналог мiнус першого закону: збереже-
ння вiдмiнностей.

Нагадаємо, з останньої лекцiї, що два стани помiтнi, якщо вони ор-
тогональнi. Будучи ортогональними, два рiзних базисних векторiв пред-
ставляють два помiтнi стани. Припустимо, що |Ψ(0)⟩ i |Φ(0)⟩ є два помiтнi
стани. Iншими словами, iснує експеримент, який може розрiзнити їм один
вiд одного, i тому вони повиннi бути ортогональнi:

⟨Ψ(0)|Φ(0)⟩ = 0.

Збереження вiдмiнностей вимагає, щоб вони залишалися ортогональними
i надалi. Це може бути записано як

⟨Ψ(t)|Φ(t)⟩ = 0 (4.46)

для всiх значень t > 0. Цей принцип тягне за собою певнi наслiдки для
оператора тимчасової еволюцiї U(t). Для того, щоб побачити їх, давайте
перейдемо в рiвняння (4.45) вiд кет-векторiв до аналогiв бра- векторам:

⟨Ψ(t)| = ⟨Ψ(0)|U†(t). (4.47)

Звернiть увагу на хрест, який означає операцiю ермiтового сполучення.
Далi пiдставимо вирази (4.45) i (4.47) у вираз (4.46):

⟨Ψ(0)|U†(t)U(t)|Φ(0)⟩ = 0. (4.48)
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Щоб вивчити наслiдки, якi з цього рiвняння, розглянемо ортонормований
базис векторiв |i⟩. Будь-який базис пiдiйде. Ортонормованiсть виражається
у виглядi наступного рiвняння

⟨i|j⟩ = δij,

де δik є символ Кронекера.
Далi, давайте виберемо серед цього базису два вектори |Φ(0)⟩ i |Ψ(0)⟩.

Вiдповiдна пiдстановка рiвняння (4.48) дає

⟨i|U†(t)U(t)|j⟩ = 0 (i ̸= j)

для будь-яких не збiгаються i та j. З iншого боку, якщо i i j однаковi, то i
результуючi вектори U(t) |i⟩ i U(t) |j⟩ також будуть однаковими. У цьому
випадку скалярний добуток цих векторiв має бути рiвним одиницi. Таким
чином, загальне спiввiдношення має вигляд

⟨i|U†(t)U(t)|j⟩ = δij.

Iншими словами, оператор U†(t)U(t) веде себе як одиничний оператор I,
коли вiн дiє мiж двома будь-якими базовими векторами. Звiдси не важко
довести, що U†(t)U(t) завжди дiє як одиничний оператор I, тобто коли вiн
дiє будь-який стан. Оператор U, який вiдповiдає наступному рiвнянню,

U†U = I

називається унiтарний оператор. Що фiзичною мовою означає, що еволю-
цiя у часi унiтарна.

Унiтарнi оператори грають величезну роль квантової механiцi. Вони
представляють всi види перетворень у просторi станiв. Тимчасова еволю-
цiя це лише один приклад. Ми завершимо цей роздiл п’ятим принципом
квантової механiки:
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•Принцип 5: Еволюцiя вектора стану у часi є унiтарною.

Вправа 4.1:

•Доведiть, що, якщо оператор U(t) унiтарний i якщо стан |A⟩ i |B⟩
будь-якi два вектори стану, то скалярний твiр U |A⟩ i U |B⟩ збiгає-
ться зi скалярним твором |A⟩ i |B⟩. Цю властивiсть можна назва-
ти збереженням перекриття. Воно виражає те що, що ставлення
мiж станами зберiгається з часом.

4.5. Гамiльтонiан

У класичнiй механiцi є iдея поступової змiни в часi. Квантова механiка
нiчим не вiдрiзняється щодо цього: ми можемо розглянути кiнцевi iнтер-
вали часу шляхом об’єднання багатьох нескiнченно малих iнтервалiв. Це
призведе до диференцiального рiвняння для розвитку векторiв станiв. Для
цього ми замiнимо iнтервал часу t нескiнченно малим часовим iнтервалом
ϵ i розглянемо оператор еволюцiї у часi цього невеликого iнтервалу.

Є два принципи, якi нам знадобляться. Перший принцип – це унiтар-
нiсть:

U†(ϵ)U(ϵ) = I. (4.49)

Другий принцип – це безперервнiсть. Це означає, що вектор стану плав-
но змiнюється. Щоб прояснити, що мають на увазi, спочатку розглянемо
випадок, коли ϵ дорiвнює нулю. Очевидно, що в цьому випадку оператор
тимчасової еволюцiї зводиться до одиничного оператора I. Безперервнiсть
означає, якщо ϵ дуже мало, то оператор U(ϵ) близький до одиничного опе-
ратора, вiдрiзняючись вiд нього на величину порядку ϵ. Таким чином ми
можемо записати
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U(ϵ) = I − iϵH. (4.50)

Ви можете запитати, чому я ставлю знак мiнус i уявну одиницю i перед
H. Цi множники абсолютно довiльнi на цьому етапi. Iншими словами, ви-
користання їх є угодою, яка не має жодного змiсту (на даному етапi). Я
використав їх оскiльки знаю, що це необхiдно, для того, щоб оператор H
можна було порiвняти з аналогом iз класичної фiзики. Такий вибiр стане
бiльш зрозумiлим пiзнiше.

Нам також знадобиться вираз U†. Згадуючи, що ермiтове сполучення
вимагає комплексного сполучення коефiцiєнтiв, ми бачимо, що

U†(ϵ) = I + iϵH†. (4.51)

Далi ви пiдставимо вирази (4.50) та (4.51) за умови унiтарностi (4.49)(
I + iϵH†.

)
(I − iϵH) = I.

Розкладаючи до членiв першого порядку по ϵ, знаходимо

H† −H = 0

або у бiльш яснiй формi,

H† = H. (4.52)

Останнє рiвняння отримано за умови унiтарностi. Тому можна сказати, що
воно (це рiвняння) виражає умову унiтарностi, але не в термiнах оператора
еволюцiї U, а в термiнах iншого оператора, а саме оператора H.
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Рiвняння (4.52) також говорить, що H є ермiтовим оператором. Це
має велике значення. Тепер ми можемо сказати, що H вiдповiдає спосте-
рiгається i має повний набiр ортонормованих власних векторiв та власних
значень. У мiру просування H стане дуже знайомим об’єктом, а саме кван-
товим гамiльтонiаном. Його власнi значення є значеннями, що є резуль-
татом вимiру енергiї квантової системи. Чому саме ми ототожнюємо H з
класичним поняттям гамiльтонiану, а його власнi значення з енергiєю стане
ясно найближчим часом.

Повернемося тепер до рiвняння (4.45) i використовуємо його у разi iн-
фiнiтоземального часу (тобто нескiнченно малого) t = ϵ. Використовуючи
рiвняння (4.50) знаходимо,

|Ψ(ϵ)⟩ = |Ψ(0)⟩ − iϵH |Ψ(0)⟩ .

Це такий вид рiвняння, який легко можемо перетворити на диференцiальне
рiвняння. По-перше, ми перенесемо перший доданок у правiй частинi на
лiву сторону, а потiм роздiлимо на epsilon:

|Ψ(ϵ)⟩ − |Ψ(0)⟩
ϵ

= −iH |Ψ(0)⟩ .

Якщо ви пам’ятаєте математичний аналiз, то ви побачите, що лiва частина
цього рiвняння виглядає так само, як визначення похiдної. Якщо ми пе-
рейдемо до межi при ϵ → 0, то лiворуч отримаємо похiдну за часом вiд
вектора станiв:

∂ |Ψ⟩
∂t

= −iH |Ψ⟩ . (4.53)

Ми вибрали початковий момент часу рiвним нулю. Однак це не є принци-
повим. Якби ми вибрали iнший початковий час i проробили ту саму про-
цедуру, то ми отримали б такий самий результат, а саме, рiвняння (4.53).
Це рiвняння говорить нам, як змiнюється вектор стану: якщо ми знаємо
вектор стану в одну мить, то рiвняння (4.53) говорить нам, яким вiн буде
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наступної митi. Рiвняння (4.53) є досить важливим тому має спецiальну
назву. Вона називається узагальненим рiвнянням Шредiнгера, або, що ви-
користовується бiльш часто, залежним вiд часу рiвнянням Шредiнгера.
Якщо ми знаємо гамiльтонiан, це рiвняння свiдчить про те, як стан незбу-
реної системи розвивається з часом.

4.6. Що сталося з постiйною Планка?

Я впевнений, що ви всi чули про постiйну Планку. Сам Планк позначив
її h i визначив її значення як 6.6×10−34kgm2/s. Пiзнiше її перевизначили,
роздiливши на 2π i назвали результат ℏ:

ℏ =
h

2π
= 1.054571726 · · · × 10−34kgm

2

s
.

Чому дiлимо на 2π? Тому що це позбавляє нас необхiдностi писати 2π в
багатьох iнших мiсцях. Враховуючи важливiсть постiйної Планки в кван-
товiй механiцi, здається трохи дивним, що вона ще не з’явилася у наших
розрахунках. Ми збираємося виправити це зараз.

У квантовiй механiцi, як i в класичнiй фiзицi, гамiльтонiан є математи-
чним об’єктом, який є енергiєю системи. У зв’язку з цим виникає питання,
якщо ви дуже пильнi, який може бути джерелом плутанини. Вдивiться у
формулу (4.53). Вона безглузда з точки зору розмiрностi фiзичних вели-
чин. Якщо проiгнорувати |Ψ⟩ по обидва боки рiвняння, то лiва сторона має
розмiрнiсть зворотного часу. Якщо квантовий гамiльтонiан справдi отото-
жнюється з енергiєю, то права сторона має розмiрнiсть енергiї. Енергiя
вимiрюється в джоулях, або kg ·m2/s2. Очевидно, що формула написана
не зовсiм правильно. Рiшення полягає у використаннi постiйної Планки
ℏ, свiтової константи, яка має розмiрнiсть kg ·m2/s. Константа з такою
розмiрнiстю саме те, що нам потрiбно для того, щоб узгодити розмiрнiсть
правої та лiвої частин у рiвняннi (4.53). Давайте перепишемо це рiвняння
у правильнiй формi, тобто з постiйною Планкою на своєму мiсцi:

ℏ
∂ |Ψ⟩
∂t

= −iH |Ψ⟩ . (4.54)
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Чому так виходить, що така важлива константа, як постiйна Планка, має
таке смiховинно мале значення? Вiдповiдь це питання має набагато бiльше
спiльного з бiологiєю, нiж iз фiзикою. Реальне питання не чому ℏ настiльки
мала, а чому ви такi великi. Одиницi, якi ми використовуємо, вiдображають
наш розмiр. Походження метра є пов’язаним з необхiднiстю вимiрювання
мотузки або тканини: йдеться про вiдстань вiд носа людини до її витягну-
тих пальцiв. Секунда приблизно дорiвнює перiоду серцебиття у людини.
А кiлограм є гарною вагою, щоб носити iз собою. Ми використовуємо цi
одиницi, тому що вони зручнi, але фундаментальну фiзику це не хвилює.
Розмiр атома становить близько 10−10 метрiв. Чому так мало? Це непра-
вильне питання. Правильно спитати: Чому так багато атомiв умiщається
на довжинi руки? Причина полягає в тому, що для того, щоб створити
розумну iстоту, яка власне i здатна визначити одиницi вимiру, необхiдно
зiбрати дуже багато атомiв. Аналогiчним чином, кiлограм у багато разiв
бiльший, нiж атомна маса, тому що люди не носять iз собою поодинокi
атоми; їх було дуже легко втратити. Те саме стосується i часу з нашою та-
кою довгою секундою. Зрештою, причина того, що стала Планка настiльки
мала, полягає в тому, що ми настiльки великi, важкi i повiльнi.

Фiзики, зацiкавленi у мiкроскопiчному свiтi, схильнi використовувати
одиницi, якi пристосованi до явищ, що вони вивчають. Якби ми викори-
стовували атомнi довжини шкали, тимчасовi масштаби та атомнi масшта-
би маси, то постiйна Планка була б таким громiздким числом; вона була
набагато ближче до одиницi. Фактично, одиницi вимiру, для яких постiйна
Планка дорiвнює одиницi, є природним вибором для квантової механiки та
звичайної такої одиницi i використовують. Тим не менш, у цiй книзi, ми
будемо зберiгати ℏ у наших рiвняннях.

4.7. Очiкуванi значення

Давайте зробимо невелику перерву, щоб обговорити важливий аспект
статистики, а саме iдею усередненого або просто середнього значення. Ми
вже згадували цю iдею коротко в попереднiй лекцiї, але тепер настав час,
щоб придивитися до неї уважнiше.
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У квантової механiки усередненi значення називаються очiкуваними
значеннями. (У певному сенсi, це поганий вибiр слiв, я скажу вам пiзнi-
ше чому.) Припустимо, що ми маємо функцiю розподiлу для результату
експерименту, який вимiрює L. Результатом вимiрювання має бути одне зi
своїх значень λi оператор L. При цьому, функцiя розподiлу визначена для
цих значень λi, що можна позначити як P (λi). У статистицi, усереднене
значення (або середнє) позначається межею над вимiрюваною величиною.
Середнє значення L буде позначатися L̄. У квантовiй механiцi стандартне
позначення вiдрiзняється. Воно ґрунтується на бра-кет позначеннях Поля
Дiрака. Представимо квантово-механiчну середню величину L як ⟨L⟩. Ми
скоро побачимо, чому бра-кет позначення настiльки природнi, але спочатку
обговоримо значення термiна усереднене.

З математичної точки зору, усереднене визначається наступним рiвня-
нням

⟨L⟩ =
∑
i

λiP (λi) . (4.55)

Iншими словами, воно є виваженою сумою, виваженою з функцiєю розпо-
дiлу P .

З iншого боку, усереднене можна визначити експериментально. При-
пустимо, що виконано дуже багато iдентичних експериментiв та їх резуль-
тати записанi. Можна визначити функцiю розподiлу безпосередньо з цих
результатiв. Ми ототожнимо P (λi) з тiєю частиною (кiлькiстю) спостере-
жень, чий результат був λi. Визначення (4.55) потiм ототожнюється з екс-
периментальним усереднення результатiв спостережень. Основна гiпотеза
будь-якої статистичної теорiї полягає в тому, що якщо кiлькiсть випробу-
вань досить велика, то математичнi та експериментальнi поняття ймовiр-
ностi та середнього узгоджуються. Ми не заперечуватимемо цiєї гiпотези.

Тепер я доведу елегантну невелику теорему, що пояснює бракет позна-
чення для середнiх. Припустимо, що нормований стан квантової системи є
|A⟩. Розкладемо |A⟩ за ортонормованим базисом власних векторiв опера-
тора L:
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|A⟩ =
∑
i

αi |λi⟩ . (4.56)

Давайте просто так, без особливих обґрунтувань обчислимо ⟨A|L |A⟩. Сенс
цiєї операцiї цiлком зрозумiлий: Спочатку подiє оператором L на |A⟩. По-
тiм, обчислимо скалярний добуток результату та бра вектора ⟨A|. Давайте
зробимо перший крок i дозволимо оператору L вплинути на обидвi сторони
рiвняння (4.56):

L |A⟩ =
∑
i

αiL |λi⟩ .

Пам’ятайте, що вектори λi є власними векторами оператора L. Використо-
вуючи той факт, що L |A⟩ = λi |λi⟩, ми можемо написати

L |A⟩ =
∑
i

αiλi |λi⟩ .

Останнiм кроком є обчислення скалярного твору ⟨A|. Для того, щоб обчи-
слити такий скалярний твiр, ми насамперед розкладемо ⟨A| за власними
векторами оператора L. Потiм скористаємося ортонормованiстю базису та
отримаємо,

⟨A|L |A⟩ =
∑
i

(α∗
iαi)λi. (4.57)

Використовуючи принцип ймовiрностi (принцип 4) для того, щоб отото-
жнити (α∗

iαi) з ймовiрнiстю P (λi), ми вiдразу бачимо, що вирази у правiй
частинi рiвняння (4.57) збiгаються з виразом у правiй частинi рiвняння
(4.55). Тобто,

⟨L⟩ = ⟨A|L |A⟩ . (4.58)
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Таким чином, ми маємо швидке правило для обчислення середнiх значень.
Просто помiстiть оператор спостережуваної мiж бра i кет уявленнями ве-
ктора стану. Вийде своєрiдний бутерброд.

У попереднiй лекцiї (роздiл 3.5), ми обiцяли пояснити, як дiя ермi-
тового оператора на вектор стану пов’язана з результатами фiзичних ви-
мiрювань. Збройнi знанням середнiх значень тепер ми можемо виконати
цю обiцянку. Якщо ми озирнемося на рiвняння (3.38), то ми побачимо при-
клад оператора σz, що дiє на вектор стану |r⟩ i створює новий стан. Ми
можемо розглядати це рiвняння як першу половину обчислень очiкувано-
го значення при вимiрi σz - права сторона бутерброду, якщо хочете. Iнша
частина цих обчислень передбачає визначення скалярного твору отрима-
ного вектора стану та дуального вектора ⟨r|. Таким чином, коли σz дiє на
|r⟩ у рiвняннi (3.38), то вона створює вектор станiв, за допомогою якого ми
можемо обчислити ймовiрнiсть кожного результату вимiрювання sigmaz.

4.8. Iгнорування фазового множника

У попереднiх лекцiях ми говорили, що ми можемо iгнорувати загаль-
ний фазовий множник вектора стану, i я пообiцяв пояснити наступний роз-
дiл, чому це можна робити. Маючи пiд руками правило для середнiх, ми
трохи вiдхилимося убiк, щоб стримати цю обiцянку.

Що означає "iгнорувати загальний фазовий фактор"? Це означає, що
ми можемо помножити будь-який вектор стану на постiйний множник eiθ,
де θ є дiйсним числом. При цьому фiзичний сенс вектора стану не змi-
ниться. Щоб переконатися в цьому, помножимо рiвняння (4.56) на eiθ i
назвемо результат |B⟩:

|B⟩ = eiθ |A⟩ = eiθ
∑
j

αj |λj⟩ . (4.59)

Звернiть увагу, що ми змiнили iндекс пiдсумовування i на j, щоб уникнути
плутанини. Легко бачити, що |B⟩ має таку саму величину, як i |A⟩, оскiльки
абсолютна величина множника eiθ дорiвнює одиницi:
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⟨B|B⟩ = ⟨Ae−iθ|eiθA⟩ = ⟨A|A⟩ .

Той самий принцип знищення фазового множника зберiгається i для ви-
мiрюваних величин. Наприклад, хоча амплiтуди ймовiрностi αj рiзних ре-
зультатiв вимiрювання |A⟩ стають eiθαj для |B⟩, але власне ймовiрнiсть
рiзних результатiв (яка визначається як квадрат модуля амплiтуди), - яка
тiльки i може бути вимiряна, - не змiнюється. Справдi, якщо система пе-
ребуває у станi |B⟩, i ми проводимо вимiр, то результат буде власним зна-
ченням λj з ймовiрнiстю

α∗
je

−iθeiθαj = α∗
jαj,

що повнiстю збiгається з результатом, який ми отримаємо б для стану |A⟩.
I, нарештi, давайте використовуємо цей прийом i перевiримо чи змiниться
середнє значення ермiтового оператора L. Застосовуючи рiвняння (4.58) до
стану |B⟩, ми запишемо

⟨L⟩ = ⟨B|L |B⟩ .

Використовуючи рiвняння (4.59) для |B⟩, отримаємо

⟨L⟩ = ⟨Ae−iθ|L |eiθA⟩

або

⟨L⟩ = ⟨A|L |A⟩ .

Iншими словами, L має однакове очiкуване значення як у станi |A⟩ так i в
станi |B⟩.

105



Эволюцiя системи в часi

4.9. Зв’язок iз класичною механiкою

Середнє чи очiкуване значення спостерiгається в квантовiй механiцi
найближче до класичного значення. Якщо розподiл ймовiрностей для спо-
стережуваної задається дзвоноподiбною кривою, яка не надто широка, то
величина математичного очiкування дiйсно це значення, яке ви очiкуєте
вимiряти. Якщо система є настiльки великою i важкою, що квантова меха-
нiка виявляється не надто важливою, то середнє значення веде себе май-
же точно вiдповiдно до класичних рiвнянь руху. Тому цiкаво i важливо
з’ясувати, як середнi значення змiнюються з часом.

Насамперед, чому вони змiнюються з часом? Вони змiнюються з часом,
оскiльки стан системи змiнюється з часом. Припустимо, що стан у момент
часу t представлений кет-вектором |Ψ(t)⟩ i бра-вектором ⟨Ψ(t)|. Середнє
значення L в момент часу t є

⟨Ψ(t)|L |Ψ(t)⟩ .

Давайте подивимося, як ця величина змiнюється в часi. Для цього проди-
ференцiюємо її по t i використовуємо рiвняння Шредiнгера для похiдних
часу вiд |Ψ(t)⟩ i ⟨Ψ(t)|. Використовуючи правило для похiдної працi, ми
бачимо, що

d

dt
⟨Ψ(t)|L |Ψ(t)⟩ = ⟨Ψ̇(t)|L |Ψ(t)⟩+ ⟨Ψ(t)|L |Ψ̇(t)⟩

де, як завжди, точка над символом позначає похiдну за часом. Сам опера-
тор L не має певної залежностi вiд часу, тому вiн залишається без змiни.
Тепер, використовуючи бра кет версiї рiвняння Шредiнгера, (4.54), отри-
муємо

d

dt
⟨Ψ(t)|L |Ψ(t)⟩ = i

ℏ
⟨Ψ(t)|HL |Ψ(t)⟩ − i

ℏ
⟨Ψ(t)|LH |Ψ(t)⟩

або у бiльш короткiй формi,
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d

dt
⟨Ψ(t)|L |Ψ(t)⟩ = i

ℏ
⟨Ψ(t)|HL− LH |Ψ(t)⟩ . (4.60)

Якщо ви звикли до звичайної алгебри, то рiвняння (4.60) здасться дивним.
Права частина мiстить комбiнацiю HL−LH, комбiнацiю, яка зазвичай до-
рiвнює нулю. Але лiнiйнi оператори є звичайними числами: коли вони мно-
жаться (або застосовуватися послiдовно), порядок виявляється важливим.
У загальному випадку, коли H дiє на L |Ψ(t)⟩, то результат вiдрiзняється
вiд того, коли L дiє на H |Ψ(t)⟩. Iнакше кажучи, крiм спецiальних випадкiв,
HL ̸= LH. Для будь-яких двох операторiв чи матриць, комбiнацiя

LM−ML

називається комутатором L i M i позначається спецiальним символом

LM−ML = [L,M].

Варто зауважити, що [L,M] = −[M,L] для будь-якої пари операторiв.
Озброєнi позначенням комутатора, тепер ми можемо написати рiвняння (4.60)
у простiй формi:

d

dt
⟨L⟩ = i

ℏ
⟨[H,L]⟩ (4.61)

або в iншому еквiвалентному записi,

d

dt
⟨L⟩ = − i

ℏ
⟨[L,H]⟩ . (4.62)

Це дуже цiкаве та важливе рiвняння. Воно пов’язує похiдну за часом вiд
середнього значення L i очiкувану величину для iншої спостережуваної, а
саме − i

ℏ [L,H].
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Вправа 4.2:

•Доведiть, що, якщо оператори M i L обидва ермiтовi, то комутатор
(помножений на уявну одиницю i), а саме i[M,L] також є ермiто-
вим. Пiдкреслимо, що наявнiсть i тут є суттєвою. Комутатор сам
собою не є ермiтовим.

Якщо ми припустимо, що розподiл ймовiрностей описується вузьки-
ми, дзвоновими кривими (що, однак, не завжди дотримується), то рiвнян-
ня (4.62) говорить нам як саме пiки кривих рухаються з часом. Рiвняння,
подiбнi до цього, найближче в квантовiй механiцi до рiвнянь класичної фi-
зики. Iнодi ми навiть опускаємо кутовi дужки у таких рiвнянь та записуємо
їх у скороченому виглядi:

dL

dt
= − i

ℏ
[L,H] . (4.63)

Але майте на увазi, що квантове рiвняння такого типу повинне бути в
серединi бутерброду, з бра ⟨Ψ| з одного боку i кет |Ψ(t)⟩ з iншого боку.
Як альтернатива, ми можемо розглядати таке рiвняння як рiвняння, яке
говорить нам про те, як рухаються центри розподiлу ймовiрностей.

Чи знайоме вам рiвняння (4.63)? Якщо нi, звернiться до курсу класи-
чної механiки, де можна дiзнатися про формулювання класичної механiки
в термiнах дужок Пуассона. Там можна знайти наступне рiвняння:

Ḟ = {F,H} . (4.64)

У цьому рiвняннi {F,H} не є комутатором; це дужки Пуассона. Але все-
таки, рiвняння (4.64) дуже схоже на рiвняння (4.63). Насправдi iснує
тiсна паралель мiж комутаторами i дужками Пуассона, i їх алгебраїчнi
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властивостi дуже схожi. Наприклад, якщо F i G є операторами, то як
комутатори так i дужки Пуассона змiнюють знак, коли F i G помiняти мi-
сцями. Дiрак виявив це, i усвiдомив, що це важливий структурний зв’язок
мiж математикою класичної механiки i математикою квантової механiки.
Формальна вiдповiднiсть мiж комутаторами та дужками Пуассона є такою:

[F,G] ⇐⇒ iℏ {F,G} . (4.65)

Для полегшення порiвняння з рiвнянням (4.63) ми можемо пiдставити
символи L i H, якi ми використовуємо у цьому роздiлi.

[L,H] ⇐⇒ iℏ {L,H} . (4.66)

Давайте спробуємо зробити це ототожнення якомога чiткiшими. Якщо ми
почнемо з рiвняння (4.63),

dL

dt
= − i

ℏ
[L,H] ,

а потiм використовуємо вiдповiднiсть, представлену в (4.66), i запишемо
вiдповiдний йому класичний аналог, то результат буде таким:

dL

dt
= − i

ℏ
(iℏ {L,H})

або

dL

dt
= {L,H} ,

що точно нагадує (4.64).
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Вправа 4.3:

•Згадайте (або подивiться) визначення дужок Пуассона в будь-
якому пiдручнику з класичної механiки та перевiрте, що отото-
жнення, зроблене в рiвняннi (4.65), не суперечливе з погляду роз-
мiрностi фiзичних величин. Покажiть, що без множника hbar це
було б не так.

Рiвняння (4.65) вирiшує поставлене завдання. У класичнiй фiзицi не-
має нiякої рiзницi мiж FG i GF . Iншими словами: класичнi, комутатори
мiж звичайними спостерiгаються рiвнi нулю. З рiвняння (4.65) бачимо, що
комутатори в квантової механiцi не рiвнi нулю, але вони дуже малi. Класи-
чна межа (межа, при якiй класична механiка є точною) також є межею, при
якiй ℏ мiзерно мала. Таким чином, це також межа, при якiй комутатори
дуже малi в "людських"одиницях.

4.10. Збереження енергiї

Як ми можемо сказати про те, чи зберiгається щось у квантовiй ме-
ханiцi? Що ми маємо на увазi, кажучи, що спостерiгається - назвемо її Q
- зберiгається? Як мiнiмум, ми маємо на увазi, що її очiкуване значення
⟨Q⟩ не змiнюється з часом (якщо, звичайно, система не обурюється). Ще
бiльша умова, що

〈
Q2
〉

(або середнє значення будь-якого ступеня Q) не
змiнюється з часом.

Дивлячись на рiвняння (4.63) ми можемо бачити, що умова сталостi
⟨Q⟩ це така умова:

[Q,H] = 0.

Iншими словами, якщо оператор цiєї величини комутує з гамiльтонiаном, то
її математичне очiкування зберiгається. Ми можемо зробити це твердже-
ння сильнiшим. Використовуючи властивостi комутаторiв, легко бачити,
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що якщо [H,Q] = 0, то
[
Q2,H

]
= 0, або навiть у бiльш загальному планi,

[Qn,H] = 0 для будь-якого n. Виявляється, ми можемо зробити сильнiше
твердження: якщо Q комутує з гамiльтонiаном, то середнi значення всiх
функцiй Q зберiгаються. У цьому полягає поняття збереження у квантовiй
механiцi.

Найбiльш очевидною величиною, що зберiгається, є сам гамiльтонiан.
Оскiльки будь-який оператор комутує сам iз собою, то можна написати

[H,H] = 0,

що саме є умовою того, що H зберiгається. Як i класичної механiки, га-
мiльтонiан є синонiмом енергiї системи, це визначення енергiї. Ми бачимо,
що за дуже загальних умов, енергiя зберiгається в квантовiй механiцi.

4.11. Спiн у магнiтному полi

Спробуймо сформулювати гамiльтоновi рiвняння руху для одиничного
спина. Спочатку нам потрiбний гамiльтонiан. Звiдки ми можемо отримати
його? Загалом, вiдповiдь така сама, як i в класичнiй фiзицi: вивести його
з експерименту, брати його з якоїсь теорiї, що нам подобається, або просто
вибрати якусь i подивитися, що вдасться. Але у випадку одного спина, у
нас немає особливого вибору. Давайте почнемо з одиничного оператора I
i виберемо його як гамiльтонiан. Оскiльки I комутує з усiма оператора-
ми, то нiчого не змiниться з часом. Пам’ятайте, що тимчасова залежнiсть
спостережуваної дається комутатором спостережуваної з гамiльтонiаном.

Єдиним iншим вибором є сума спiнових компонентiв. Насправдi це
саме те, що ми отримали б з експерименту зi спостереження поведiнки ре-
ального спина, скажiмо спина електрон, в магнiтному полi. Магнiтне поле
B⃗ являє собою 3-вектор - звичайний вектор у просторi - i воно задається
трьома декартовими компонентами, Bx, By i Bz . Коли класичний спин
(заряджений ротор) мiститься в магнiтне поле, вiн має енергiю, яка зале-
жить вiд його орiєнтацiї. Енергiя пропорцiйна скалярному твору спина та
магнiтного поля. Квантовий варiант цього
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H ∼ σ⃗ · B⃗ = σxBx + σyBy + σzBz,

де символ ∼ означає "пропорцiйний". Пам’ятайте, що σx, σy i σz представ-
ляють компоненти оператора спина в квантовiй версiї, наведенiй вище.

Давайте розглянемо простий приклад, у якому магнiтне поле лежить
вздовж осi z. I тут гамiльтонiан пропорцiйний σz. Для зручностi, ми збе-
ремо всi числовi константи, у тому числi величину поля (але не ℏ) в єдину
константу omega i запишемо

H =
ℏω
2
σz. (4.67)

Причина, через яку з’являється 2 у знаменнику стане ясна найближчим
часом.

Наша мета полягає в тому, щоб з’ясувати, як середнє значення спина
змiнюється з часом, iншими словами, нам необхiдно визначити ⟨σx⟩, ⟨σy⟩ i
⟨σz⟩. Щоб зробити це, ми просто повернемося до рiвняння (4.63) i пiдста-
вимо замiсть L оператор спина. Тодi ми отримаємо,

⟨σ̇x⟩ = − i

ℏ
⟨[σx,H]⟩

⟨σ̇y⟩ = − i

ℏ
⟨[σy,H]⟩ (4.68)

⟨σ̇z⟩ = − i

ℏ
⟨[σz,H]⟩ .

Пiдставляючи H = ℏω
2 σz з (4.67), отримаємо

⟨σ̇x⟩ =
−iω
2

⟨[σx, σz]⟩

⟨σ̇y⟩ =
−iω
2

⟨[σy, σz]⟩ (4.69)

⟨σ̇z⟩ =
−iω
2

⟨[σz, σz]⟩ .
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Величини у лiвiй сторонi рiвнянь мають бути дiйсними числами. Уявна
одиниця i у цих рiвняннях видається проблемою. На щастя, це не так.
Оскiльки комутацiйнi спiввiдношення мiж σx, σy i σz самi є уявними i цим
рятують дiйсно значущiсть висловiв, що розглядаються. Справдi, пiдстав-
ляючи вирази для матриць Паулi з рiвняння (3.37), легко перевiрити, що

[σx, σy] = 2iσz
[σy, σz] = 2iσx (4.70)
[σz, σx] = 2iσy.

Кожне з цих рiвнянь також має множник i, який нейтралiзує i в рiвнян-
нях (4.69) (i призводить до появи множника i2 = −1). множник 2 також
скоротився, приводячи до дуже простих рiвнянь:

⟨σ̇x⟩ = −ω ⟨σy⟩ ,
⟨σ̇y⟩ = ω ⟨σx⟩ , (4.71)
⟨σ̇z⟩ = 0.

Чи це знайоме? Якщо нi, звернiться до курсу електромагнетизму, де роз-
глянуто рух класичного ротора в магнiтному полi. Рiвняння такi самi, крiм
того, що замiсть середнiх значень, розглядається реальний рух детермi-
нованої системи. I там i тут, результат зводиться до того, що 3-вектор-
оператор vec sigma (або 3-вектор vecL у випадку класичного ротора)
прецесує як гiроскоп навколо напрямку магнiтного поля. Прецесiя є рiвно-
мiрною, з кутовою швидкiстю omega.

Ця подiбнiсть iз класичною механiкою дуже приємна, але необхiдно
також звернути увагу i на рiзницю. А саме те, що саме прецесує. У класи-
чнiй механiцi це просто x i y компоненти кутового моменту. У квантовiй
механiцi це очiкуване значення. При цьому очiкуване значення для σz не
змiнюється з часом, але два iншi середнi значення змiнюються, що власне
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i сприймається як прецесiя навколо осi z. Незважаючи на це, результат
окремого вимiру кожної компоненти спина, як i ранiше, дає +1 або −1.
Але кiлькiсть вимiрiв що дають кожної з цих значень змiнюється згодом i
призводить до того, що середнє значення (яке, у випадку, добре як вiд +1
i вiд −1) змiнюється згодом.

Вправа 4.4:

•Перевiрте спiввiдношення комутацiй у рiвняннi (4.70).

4.12. Рiшення рiвняння Шредiнгера

Добре вiдоме рiвняння Шредiнгера, яке зображується на футболках,
виглядає так:

iℏ
∂Ψ(x)

∂t
= − ℏ2

2m

∂2Ψ(x)

∂x2
+ U(x)Ψ(x).

На даний момент, не будемо турбуватися про значення символiв. Тiльки
зазначимо, що це саме те рiвняння, яке нагадує, як щось змiнюється з
часом. ("Щось"є представленням вектора стану частинки.)

Знамените рiвняння Шредiнгера є окремим випадком бiльш загально-
го рiвняння, яке ми вже зустрiчали в рiвняннi (4.53). Це рiвняння є частко-
во визначенням i принципом квантової механiки. Як принцип, це рiвняння
свiдчить, що вектор стану безперервно змiнюється з часом i це вiдбуває-
ться унiтарним чином. Як визначення, це рiвняння визначає гамiльтонiан,
i тому спостерiгається звану енергiєю. Рiвняння (4.54),

ℏ
∂ |Ψ⟩
∂t

= −iH |Ψ⟩ ,

iнодi називають залежним вiд часу рiвнянням Шредiнгера. Оскiльки опе-
ратор Гамiльтона H представляє енергiю, то значення енергiї є просто вла-
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сними значеннями оператора H. Назвемо цi власнi значення Ej i вiдповiднi
власнi вектори |Ej⟩. За визначенням, спiввiдношення мiж H, Ej i |Ej⟩ да-
ється рiвнянням на власнi значення

H |Ej⟩ = Ej |Ej⟩ . (4.72)

Це не залежить вiд часу рiвняння Шредiнгера i воно використовується
двома рiзними способами.

З одного боку, коли ми працюємо в певному матричному базисi, це
рiвняння визначає власнi вектори H. Вiзьмемо певне значення енергiї Ej i
знайдемо такий кет-вектор |Ej⟩, який є розв’язанням даного рiвняння.

З iншого боку, воно є рiвнянням, яке визначає власнi значення Ej.
Якщо ви вiзьмете довiльне значення Ej, воно, взагалi кажучи, не буде рi-
шенням для власного вектора. Давайте розглянемо найпростiший приклад.
Припустимо, що гамiльтонiан є матрицею ℏω

2 σz. Оскiльки σz має лише два
власнi значення, а саме ±1, то Гамiльтонiан також має тiльки два власнi
значення, ±ℏω

2 . Якщо ви спробуєте використати будь-яке iнше значення в
правiй сторонi рiвняння (4.72), то ви не знайдете жодного рiшення. Оскiль-
ки оператор H є енергiєю, ми часто називаємо Ej власнi значення енергiї
i |Ej⟩ власнi вектори енергiї системи .

Вправа 4.5:

•Вiзьмiть будь-який 3-вектор n⃗ i складiть наступний оператор,

H =
ℏω
2
σ · n⃗.

Знайдiть власнi значення енергiї i власнi вектори шляхом
розв’язання Шредiнгера, що не залежить вiд часу рiвняння. На-
гадаю, що в рiвняннi (3.40) наведено скалярне твiр σ · n⃗ у компо-
нентах.
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Припустимо, що ми знайшли всi власнi значення енергiї Ej i вiдповiд-
нi власнi вектори |Ej⟩. Тепер ми можемо використовувати цю iнформацiю
для того, щоб вирiшити рiвняння Шредiнгера, що залежить вiд часу. Хи-
трiсть полягає в тому, щоб використовувати той факт, що власнi вектори
утворюють ортонормований базис, а потiм розкласти вектор стану цього
базису. Позначимо вектор стану |Ψ(t)⟩ i запишемо вiдповiдне розкладання

|Ψ⟩ =
∑
j

αj |Ej⟩ .

Оскiльки вектор стану |Ψ(t)⟩ змiнюється з часом, а базиснi вектори |Ej⟩
– нi, то звiдси випливає, що коефiцiєнти αj також повиннi залежати вiд
часу:

|Ψ(t)⟩ =
∑
j

αj(t) |Ej⟩ . (4.73)

Тепер пiдставимо (4.73) у залежне вiд часу рiвняння. Результат буде таким,∑
j

α̇j(t) |Ej⟩ = − i

ℏ
H
∑
j

αj(t) |Ej⟩ .

Далi використовуємо той факт, що H |Ej⟩ = Ej |Ej⟩ i отримаємо∑
j

α̇j(t) |Ej⟩ = − i

ℏ
∑
j

Ejαj(t) |Ej⟩

або перегрупую доданки

∑
j

{
α̇j(t) +

i

ℏ
Ejαj(t)

}
|Ej⟩ = 0.

Останнiй крок легко розпiзнати. Якщо сума базисних векторiв дорiвнює
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нулю, то кожен коефiцiєнт повинен дорiвнювати нулю. Отже, для кожно-
го власного значення Ej коефiцiєнт αj(t) повинен задовольняти простому
диференцiальному рiвнянню

dαj(t)

dt
= − i

ℏ
Ejαj(t).

Це, звичайно ж, є знайомим диференцiальним рiвнянням для експоненцiй-
ної функцiї часу, у нашому випадку з уявним показником. Рiшення є

αj(t) = αj(0)e
− i

ℏEjt. (4.74)

Це рiвняння говорить нам, як змiнюються з часом αj. Таке рiвняння має
досить загальний характерi i не обмежується випадком спинiв, за умови,
що гамiльтонiан не залежить явно вiд часу. Це наш перший приклад, де
проявляється глибокий зв’язок мiж енергiєю i частотою, зв’язок, який ви-
никає знову i знову у всiй квантовiй механiцi та квантовiй теорiї поля. Ми
зiштовхуватимемося з таким зв’язком досить часто.

У рiвняннi (4.74 коефiцiєнти αj(0) є значення коефiцiєнтiв у нульовий
момент часу. Якщо знаємо вектор стану |Ψ(t)⟩ в нульовий момент часу, то
коефiцiєнти визначаються шляхом проектування |Ψ(t)⟩ на власнi вектори.
Ми можемо записати це як

αj(0) = ⟨Ej|Ψ(0)⟩ . (4.75)

Тепер давайте зберемо все це разом i напишемо повне рiшення рiвняння
Шредiнгера, що залежить вiд часу:

|Ψ(t)⟩ =
∑
j

αj(0)e
− i

ℏEjt |Ej⟩ .

Коли ми використовуємо (4.75) для того, щоб замiнити αj(0), це рiвняння
стане

117



Эволюцiя системи в часi

|Ψ(t)⟩ =
∑
j

⟨Ej|Ψ(0)⟩ e−
i
ℏEjt |Ej⟩ . (4.76)

Це рiвняння може бути переписане у бiльш елегантному виглядi

|Ψ(t)⟩ =
∑
j

|Ej⟩ ⟨Ej|Ψ(0)⟩ e−
i
ℏEjt, (4.77)

у якому пiдкреслюється, що ми пiдсумовуємо за всiма базовими вектора-
ми. Ви можете поставити запитання, звiдки ми “знаємо” |Ψ(0)⟩. Вiдповiдь
на це питання залежить вiд обставин, але, як правило, ми припускаємо,
що ми можемо використовувати деякi пристрої для пiдготовки системи у
вiдомому станi в початковий час t = 0.

Перш нiж ми продовжимо обговорення цих рiвнянь, я хочу просто
повторити їх як рецепт. Я припускаю, що ви вже знаєте достатньо про
систему та її простiр станiв, щоб приступити до роботи.

4.13. Рецепт приготування шредiнгерового кету

1.Виведiть, знайдiть, вгадайте, запозичiть або вкрадiть оператора Га-
мiльтона H.

2.Пiдготуйте початковий стан |Ψ(0)⟩.

3.Визначте власнi значення i власнi вектори оператора H за допомогою
рiшення Шредiнгера, що не залежить вiд часу рiвняння,

H |Ej⟩ = Ej |Ej⟩ .

4.Використовуйте початковий вектор стану |Ψ(0)⟩ разом iз власними
векторами |Ej⟩, якi були знайденi на кроцi 3, для того, щоб обчислити
початковi коефiцiєнти розкладання αj(0):
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αj(0) = ⟨Ej|Ψ(0)⟩ .

5.Перепишiть |Ψ(0)⟩ використовуючи власнi вектори |Ej⟩ i початковi
коефiцiєнти αj(0):

|Ψ(0)⟩ =
∑
j

αj(0) |Ej⟩ .

Те, що ми зробили вже є розкладанням початкового вектора ста-
ну |Ψ(0)⟩ за власними векторами |Ej⟩ гамiльтонiана H. Чим цей
базис кращий за iнших? Тим, що використання цього базису полег-
шує вирiшення задачi про те, як саме стан системи еволюцiонують
у часi. Оскiльки саме оператор Гамiльтона H вiдповiдає за таку
еволюцiю. Наразi ми скористаємося цим знанням.

6.У наведеному вище рiвняннi замiнiть кожен коефiцiєнт αj(0) на αj(t)
для того, щоб врахувати залежнiсть вiд часу. В результатi |Ψ(0)⟩
перетвориться на |Ψ(t)⟩:

|Ψ(t)⟩ =
∑
j

αj(t) |Ej⟩ .

7.Використовуючи рiвняння (4.74) замiнiть кожен коефiцiєнт αj(t) на
αj(0)e

− i
ℏEjt:

|Ψ(t)⟩ =
∑
j

αj(0)e
− i

ℏEjt |Ej⟩ . (4.78)

8.Подавайте з гарнiром iз сезонних продуктiв на Ваш смак.
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Тепер ми можемо передбачити ймовiрностi для кожного можливого
результату експерименту в залежностi вiд часу, причому не лише для ви-
мiрювання енергiї. Нехай L має власнi значення λj i власнi вектори |λj⟩.
Iмовiрнiсть того, що буде вимiряно значення λ визначається таким вира-
зом:

Pλ(t) = |⟨λ|Ψ(t)⟩|2 .

Вправа 4.6:

•Використовуйте рецепт приготування шредiнгерiвського кету для
випадку одиничного спина. Для цього випадку гамiльтонiан є H =
ωℏ
2 σz i спостерiгається σz. Початковим станом вибрано |u⟩ (стан, у

якому σz = +1).

Через час t вимiрюється величина σy. Якi можливi результати ви-
мiрювання та з якими ймовiрностями?

Вiтання! Ви зараз вирiшили справжнє квантово-механiчне завда-
ння у постановцi, яке може бути реалiзовано у лабораторiї. Не
соромтеся, можете похвалити себе.

4.14. Колапс

Ми бачили, як вектор стану еволюцiонує, починаючи з часу, коли си-
стема приготовлена в певному станi, i закiнчуючи моментом часу, коли
система вступає в контакт з вимiрювальним пристроєм i над нею вимiрює-
ться. Якби фiзика цiкавилася б лише векторами стану, можна було б сказа-
ти, що квантова механiка є детермiнованою теорiєю. Але експериментальна
фiзика не є наукою про вимiр векторiв станiв. Йдеться про вимiри спосте-
режуваних. Навiть якщо ми знаємо вектор стану, ми не знаємо, результат
будь-якого даного вимiру. Тим не менш, було б справедливо сказати, що
в промiжках мiж спостереженнями стан системи розвивається цiлком пев-
ним чином, вiдповiдно до рiвняння Шредiнгера, що залежить вiд часу.
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Але iнодi трапляється щось незрозумiле. Це вiдбувається тодi, коли
вiдбувається спостереження. Експеримент iз вимiру L даватиме непередба-
чуванi результати. Однак, пiсля того, як експеримент виконаний, система
залишається в одному з власному станi оператора L. У якому саме? У
тому, що вiдповiдає результату вимiру. Але цей результат непередбачува-
ний. Звiдси випливає, що в ходi експерименту стан системи непередбачено
переходить стрибком в один iз власних станiв спостережуваної, яка була
вимiряна. Це називається колапсом хвильової функцiї.

Iншими словами, припустимо, що безпосередньо перед вимiром L ве-
ктор стану задається таким розкладанням,∑

j

αj |λj⟩ .

Випадковим чином iз ймовiрнiстю |αj|2, пристрiй вимiрює значення λj
i залишає систему в одному зi власного стану оператора L, а саме |λj⟩. Вся
суперпозицiя станiв замiнюється лише одним доданком.

Цей дивний факт, а саме, що система еволюцiонує одним способом
мiж вимiрами та зовсiм iншим способом у процесi вимiру, був джерелом
розбрату та збентеження протягом багатьох десятилiть. Виникає питання:
чи повинен процес вимiрювання сам собою описуватися законами квантової
механiки?

Вiдповiдь: так. Закони квантової механiки не зупиняються пiд час
вимiрювання. Тим не менш, щоб дослiджувати процес вимiрювання як
процес квантово-механiчної еволюцiї, ми повиннi розглядати всю експе-
риментальну установку, у тому числi вимiрювальний пристрiй як частину
єдиної квантової системи. Ми обговоримо цю тему, а саме те, як системи
об’єднуються в складовi системи, в лекцiї 6. Але спочатку кiлька слiв про
невизначенiсть.
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Lenny: Good evening, General. Nice to see you again.
The General: Lenny? Is that you? It’s been forever. Well, a long time

anyway. Who’s your friend?
Lenny: His name is Art. Art, shake hands with General Uncertainty.

5.1. Математичний вiдступ: Повний набiр змiнних, що
комутують

5.1.1. Стани, якi залежать вiд бiльш нiж однiєї фiзичної величини

Фiзика одиничного спина надзвичайно проста, i саме це робить його
таким привабливим як iлюстративний приклад. Але це також означає, що
є багато такого, що вона не може показати. Однiєю з властивостей одного
спина є те, що його стан може повнiстю визначається власним значенням
одного оператора, скажiмо, σz. Якщо значення σz вiдоме, то нiяка iнша спо-
стерiгається, скажiмо, така як σx, не може бути однозначно визначена. Як
ми вже бачили, вимiри будь-якої з цих величин знищують всю iнформацiю,
яку ми, можливо, мали про iншу величину.

Однак у бiльш складних системах ми можемо мати кiлька спостере-
жуваних, якi сумiснi; тобто їх значення можуть бути вiдомi одночасно. Ось
два приклади:

•Частинка рухається у тривимiрному просторi. Базиснi стани цiєї си-
стеми визначаються положенням частки. Але для цього потрiбно вста-
новити значення трьох координат. Таким чином, це є приклад стану,
який визначається трьома числами, |x, y, z⟩. Пiзнiше ми побачимо,
що всi три просторовi координати частки можуть одночасно бути ви-
значенi.

•Система, що складається iз двох фiзично не залежних спинiв: Iншими
словами, система iз двох кубитiв. Пiзнiше ми побачимо, як об’єднати
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системи на формування великих систем. Але зараз ми можемо лише
сказати, що система двох спинiв може бути описана двома спостере-
жуваними. Зокрема, є стан, у якому обидва спина спрямованi вгору.
Або стан, у якому обидва спини спрямованi вниз. Ще один приклад:
перший спин спрямований вгору, тодi як другий - вниз. I тому подi-
бне. Висловлюючись коротше, ми можемо характеризувати двоспiно-
ву систему двома спостережуваними: z-компонентою першого спина i
z-компонентою другого спина. Квантова механiка не забороняє одно-
часне знання цих двох спостережуваних. Насправдi можна вибрати
будь-якi компоненти одного спина i будь-якi компоненти iншого спи-
на. Квантова механiка дозволяє одночасне знання обох.

У таких ситуацiях нам необхiдно виконати кiлька вимiрiв, щоби пов-
нiстю характеризувати стан системи. Наприклад, у нашiй двоспiновiй си-
стемi, ми вимiрюємо кожен спин окремо та пов’язуємо цi вимiрювання з
двома рiзними операторами. Ми називатимемо цi оператори L i M.

Вимiрювання переводить систему у свiй стан (що складається з одного
власного вектора), яке вiдповiдає значенню (власному значенню), тому,
що було вимiряно. Якщо вимiрювати обидва спини в двоспiновiй системi,
то система перекладається в станi, який одночасно є власним вектором
L i власним вектором M. Ми називаємо це спiльним власним вектором
операторiв L та M.

Приклад двоспинової системи дає щось конкретне, для аналiзу. Однак
майте на увазi, що нашi результати будуть набагато загальнiшими, вони
будуть застосовнi до будь-якої системи, яка характеризується двома рi-
зними операторами. I, як ви можете здогадатися, немає нiчого магiчного
серед двох. Iдеї викладенi тут узагальнюються i бiльшими системами, якi
вимагають бiльше операторiв, щоб охарактеризувати їх.

Для роботи з двома рiзними сумiсними операторами нам знадобляться
два набори мiток для їх базисних векторiв. Ми будемо використовувати
теги λi i µa. Символи λi i µa мають власнi значення операторiв L i M,
вiдповiдно. Iндекси i та a пробiгають усi можливi результати вимiрювань
величин, що вiдповiдають операторам L та M. Вважатимемо, що iснує
базис векторiв станiв |λi, µa⟩, якi одночасно є власними векторами обох
спостережуваних (але з рiзними власними значеннями). Iншими словами,
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L |λi, µa⟩ = λi |λi, µa⟩

M |λi, µa⟩ = µa |λi, µa⟩

Для того, щоб цi рiвняння було трохи легше читати, я iнодi опускатиму
нижнi iндекси:

L |λ, µ⟩ = λ |λ, µ⟩

M |λ, µ⟩ = µ |λ, µ⟩

Щоб мати спiльний базис власних векторiв, оператори L i M повиннi ко-
мутувати. Це легко побачити. Спочатку подiюємо на будь-який з базисних
векторiв таким твором LM i використовуємо той факт, що базисний вектор
є власним вектором кожного з цих операторiв:

LM |λ, µ⟩ = Lµ |λ, µ⟩

або

LM |λ, µ⟩ = λµ |λ, µ⟩

Власнi значення λ, µ звичайно, просто числа. Тому немає значення, яке їх
з’являється першим, коли ми перемножуємо їх. Таким чином, якщо ми по-
мiняємо порядок операторiв, i подiємо оператором ML на той же базисний
вектор, ми отримуємо той же результат:

LM |λ, µ⟩ = ML |λ, µ⟩

або у бiльш стислiй формi,
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[L,M] |λ, µ⟩ = 0, (5.79)

де права частина є нульовим вектором. Цей результат не був би таким
корисним, якби вiн був вiрним лише для конкретного базисного вектора.
Але мiркування, що призводять нас до формуле (5.79), справедливi й у
будь-якого iншого базисного вектора. Цього достатньо, щоб переконатися,
що оператор [L,M] = 0. Якщо оператор зануляє кожен базисний вектор,
вiн також повинен занулити i будь-який вектор у векторному просторi.
Оператор, який занулює кожен вектор є саме тим, що маємо на увазi пiд
назвою нульовий оператор. Таким чином, доведено, що, якщо є повний
базис одночасних власних векторiв для двох спостережуваних, цi двi спо-
стережуванi повиннi комутувати. Виявляється, що зворотне твердження
цiєї теореми також вiрно: Якщо двi спостерiгаються комутують, iснує пов-
ний базис одночасних власних векторiв цих двох наблюдаемых. Простiше
кажучи,

двi спостерiгаються можуть бути вимiрянi одночасно, якщо во-
ни комутують один з одним.

Як ми вже згадували ранiше, ця теорема є бiльш загальною. Може
знадобитися вказати бiльшу кiлькiсть спостережуваних, щоб повнiстю ви-
значити базис. Незалежно вiд кiлькостi необхiдних спостережуваних, вони
повиннi комутувати мiж собою. Ми називаємо цю колекцiю повним набо-
ром комутованих спостерiгаються.

5.1.2. Хвильовi функцiї

Тепер ми введемо поняття, яке називається хвильова функцiя. На да-
ний момент не звертайте уваги на назву; загалом, квантова хвильова фун-
кцiя може мати нiчого спiльного з хвилями. Пiзнiше, коли ми вивчатимемо
квантову механiку частинок (лекцiї 8– 10), ми дiзнаємося про зв’язок мiж
хвильовими функцiями та хвилями.
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Припустимо, що ми маємо базис станiв для деякої квантової систе-
ми. Нехай ортонормований базис векторiв позначається як |a, b, c, . . .⟩, де
a, b, c, . . . є власнi значення деякого повного набору комутують A, B, C, . . .
Тепер розглянемо довiльний вектор стану |Ψ⟩. Оскiльки вектори a, b, c, . . .
складають ортонормований базис, то |Ψ⟩ може бути розкладена за цим
базисом:

|Ψ⟩ =
∑
a,b,c,...

ψ(a, b, c, . . . ) |a, b, c, . . .⟩ .

Величини ψ(a, b, c, . . . ) є коефiцiєнтами, що входять до розкладання. Ко-
жен iз цих коефiцiєнтiв може бути представлений також як скалярний (вну-
трiшнiй) добуток вектора стану |Ψ⟩ на один iз базисних векторiв:

ψ(a, b, c, . . . ) = ⟨a, b, c, . . . |Ψ⟩ (5.80)

Безлiч коефiцiєнтiв ψ(a, b, c, . . . ) називається хвильовою функцiєю систе-
ми в базисi, що задається A, B, C, . . . .

Математичне визначення хвильової функцiї задається рiвнянням (5.80),
яке представляється формальним та абстрактним. Проте фiзичний сенс
хвильової функцiї дуже глибокий. Вiдповiдно до основного iмовiрнiсного
принципу квантової механiки, квадрат величини хвильової функцiї є ймо-
вiрнiсть того, що комутують спостерiгаються будуть значення a, b, c, . . . .

P (a, b, c, . . . ) = ψ∗(a, b, c, . . . )ψ(a, b, c, . . . ).

Вид хвильової функцiї залежить вiд цього, яких саме спостережуваних ми
вирiшили зосередитися. Це тому, що розрахунки двох рiзних спостережу-
ваних спираються на рiзнi набори базисних векторiв. Наприклад, у разi
одиничного спина, скалярнi твори

ψ(u) = ⟨u|Ψ⟩
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i

ψ(d) = ⟨d|Ψ⟩

визначають хвильову функцiю в σz базисi, тодi як

ψ(r) = ⟨r|Ψ⟩

i

ψ(l) = ⟨l|Ψ⟩

визначають хвильову функцiю в базi σx.
Важлива властивiсть хвильової функцiї випливає з того факту, що

повна ймовiрнiсть повинна дорiвнювати одиницi:∑
a,b,c,...

ψ∗(a, b, c, . . . )ψ(a, b, c, . . . ) = 1.

5.1.3. Щодо термiнологiї

Термiн хвильова фенкцiя, що використовується в цiй книзi, вiдноси-
ться до сукупностi коефiцiєнтiв (називається також компонентами), якi є
множниками при базисних векторах у розкладаннi вектора стану за вла-
сними функцiями. Наприклад, якщо ми розкладаємо вектор стану |Ψ⟩ та-
ким чином,

|Ψ⟩ =
∑
j

αj |ψj⟩ ,

де |ψj⟩ є ортонормованими власними векторами ермiтового оператора, то
сукупнiсть коефiцiєнтiв αj – те, що ми назвали ψ(a, b, c, . . . ) трохи вище,
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- це те, що ми маємо на увазi говорячи про хвильову функцiю. У ситуацi-
ях, коли вектор стану виражається як iнтеграла, а чи не суми, хвильова
функцiя є безперервної, а чи не дискретної функцiєю своїх аргументiв.

До цих пiр ми були досить акуратнi, щоб було зрозумiло, що хвильова
функцiя та вектор стану |ψj⟩ це два рiзнi поняття. I таке розрiзнення є за-
гальновживаним. Проте, деякi автори оперують iз хвильовими функцiями
так, нiби вони є векторами станiв. Таке неоднозначне використання тер-
мiнологiї може призвести до плутанини. Все стає менш заплутаним, коли
ви розумiєте, що функцiя хвилi дiйсно може представляти вектор стану.
Логiчно сприймати коефiцiєнти αj як координати векторiв станiв у кон-
кретному базисi своїх векторiв. Це аналогiчно тому, що набiр декартових
координат є певною точкою в 3-х мiрному просторi по вiдношенню до пев-
ної системи координат. Щоб уникнути плутанини, намагайтеся бути в курсi
того, яка термiнологiя використовується. У цiй книзi ми будемо викори-
стовувати в основному великi символи, такi як Ψ, для позначення векторiв
станiв, i малих символiв, наприклад ψ, для позначення хвильових функцiй.

5.2. Вимiрювання

Повернемося до поняття вимiру. Припустимо, що ми вимiрюємо двi
спостережуванi L i M в одному експериментi, i система (пiсля вимiрю-
вання) залишається в станi, який є спiльним власним вектором цих двох
спостережуваних. Як ми дiзналися в роздiлi 5.1.1, це означає, що L та M
повиннi комутувати.

Але якщо вони не комутують? Тодi, загалом, неможливо знати цi двi
величини одночасно. Надалi ми уточнимо кiлькiсно дане твердження у
формi принципу невизначеностi, окремим випадком якого є принцип не-
визначеностi Гайзенберга.

Повернемося до нашого пробного каменю, проблеми одиничного спина.
Будь-яка спостережувана спина може бути представлена ермiтова матриця
розмiру 2× 2. Будь-яка така матриця має такий вигляд(

r w
w∗ r′

)
,
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де дiагональнi елементи є дiйснi числа, а чи не дiагональнi елементи є
комплекснi числа, причому одне з низ є комплексно пов’язане iншого. Сенс
у тому, що потрiбно рiвно чотири дiйснi параметри для визначення цiєї
спостережуваної. Насправдi, є вiдмiнний спосiб для написання будь-якої
спiнової спостережуваної. А саме, її можна виразити через матрицi Паулi,
σx, σy i σz, i ще однiєї матрицi, одиничної матрицi I. Як ви пам’ятаєте цi
матрицi виглядають так,

σx =

(
0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
I =

(
1 0
0 1

)
.

Будь-яка 2 × 2 ермiтова матриця L може бути записана у виглядi суми
чотирьох доданкiв (розкладена за вiдповiдним базисом)

L = aσx + bσy + cσz + dI,

де a, b, c i d - дiйснi числа.

Вправа 5.2: Перевiрте це твердження.
Пiдказка: Покажiть, що система чотирьох лiнiйних рiвнянь для чоти-
рьох невiдомих, a, b, c i d, має рiшення.

Одиничний оператор I формально вiдповiдає спостережуванiй, оскiль-
ки вiн є ермiтовим, але це дуже нудна спостерiгається. Iснує лише одне
можливе значення, яке може мати ця тривiальна спостерiгається, а саме 1,
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i кожен вектор стану є власним вектором одиничного оператора. Якщо ми
iгноруватимемо I, то найбiльш загальна спостерiгається (у разi спина) є
суперпозицiєю трьох компонентiв спина σx, σy i σz. Чи може будь-яка пара
компонентiв спина бути одночасно вимiряною? Тiльки якщо вони кому-
тують. Але легко вирахувати комутатори для цих спiнових компонентiв.
Просто використовуйте матричну виставу, щоб помножити їх у рiзному
порядку i потiм вiдняти.

Комутацiйнi спiввiдношення, якi ми перерахували в рiвняннях (4.70),

[σx, σy] = 2iσz

[σy, σz] = 2iσx

[σz, σx] = 2iσy,

кажуть нам безпосередньо, що жоднi двi компоненти спина не можуть бути
одночасно вимiрянi, тому що правi частини не дорiвнюють нулю. Вiрне i
загальне твердження про те, що не iснує таких двох компонентiв спина
вздовж будь-яких осей, якi можуть бути одночасно вимiрянi.

5.3. Принцип невизначеностi

Невизначенiсть є однiєю з вiдмiнних рис квантової механiки. Проте чи
завжди результат експерименту є невизначеним. Якщо система знаходи-
ться у власному станi спостерiгається, то не iснує невизначеностi резуль-
тату вимiрювання. Але незалежно вiд стану, завжди iснує невизначенiсть
щодо деяких спостережуваних. Нехай стан є власним вектором одного ер-
мiтового оператора, скажiмо, це оператор A. Тодi такий стан не буде вла-
сним вектором iнших операторiв, якi не комутують з A. Таким чином, як
правило, якщо A i B не комутують, то має бути невизначенiсть у знаннi
однiєї чи iншої величини (або обох).

Класичним прикладом цiєї взаємної невизначеностi є принцип невизна-
ченостi Гайзенберга, який у своїй початковiй формi ставився до положення
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та iмпульсу частинки. Але iдеї Гайзенберга можна розвинути в набагато за-
гальнiший принцип, який застосовується до будь-яких двох не комутуючих
спостерiгається. Прикладом може бути два компоненти спина. Тепер ми
маємо всi iнгредiєнти, необхiднi для отримання загальної форми принципу
невизначеностi.

5.4. Сенс невизначеностi

Ми повиннi бути точнi в тому, що ми маємо на увазi невизначенiсть,
якщо ми хочемо оцiнити її кiлькiсно. Давайте припустимо, що власнi зна-
чення A позначаються a. Тодi для даного стану |Ψ⟩ iснує розподiл ймо-
вiрностей P (a) зi звичайними властивостями. Очiкуване значення A це
звичайне середнє:

⟨Ψ|A |Ψ⟩ =
∑
a

aP (a).

Грубо кажучи, це означає, що P (a) центрується навколо очiкуваного зна-
чення. Те, що ми розумiтимемо пiд "невизначенiстю A"є так званим стан-
дартним вiдхиленням. Для обчислення стандартного вiдхилення спочатку
вiднiмiть з А його очiкувану величину. Отримаємо такий оператор:

Ā = A− ⟨A⟩ .

Визначаючи Ā таким чином, ми просто вiдняли очiкуване значення з опе-
ратора. При цьому не зовсiм зрозумiло, що це означає. Давайте проаналi-
зуємо те, що вийшло. Очiкуване значення є дiйсним числом. Кожне дiйсне
число є оператором, а саме оператором, який пропорцiйний тотожному або
одиничному оператору I. Для того, щоб прояснити цей змiст, можна запи-
сати Ā у бiльш повнiй формi:

Ā = A− ⟨A⟩ I.

Розподiл ймовiрностей для Ā визначається так само, як розподiл для A,
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за винятком того, що середнє значення Ā дорiвнює нулю . Власнi вектори
Ā тi ж, що й у A, а власнi значення просто зрушенi таким чином, що їхнє
середнє значення дорiвнює нулю. Iншими словами, власнi значення Ā є

ā = a− ⟨A⟩ .

Квадрат невизначеностi (або стандартне вiдхилення) для A ми позначимо
(∆A)2 i визначимо так,

(∆A)2 =
∑
a

ā2P (a), (5.81)

або

(∆A)2 =
∑
a

(a− ⟨A⟩)2 P (a). (5.82)

Це може бути записано так,

(∆A)2 = ⟨Ψ| Ā2 |Ψ⟩ .

Якщо очiкуване значення A дорiвнює нулю, то вираз для невизначеностi
∆A спрощується,

(∆A)2 = ⟨Ψ|A2 |Ψ⟩ .

Iнакше кажучи, квадрат невизначеностi дорiвнює середньому значенню
квадрата оператора A2.

5.5. Нерiвнiсть Кошi - Шварца

Принцип невизначеностi встановлює нерiвнiсть, яка каже нам, що
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твiр невизначеностей A i B бiльший, нiж певна величина, яка про-
порцiйна їх комутатору.

Основною математичною нерiвнiстю тут є знайома всiм нерiвнiсть трику-
тника. Воно каже, що у будь-якому векторному просторi, величина однiєї
сторони трикутника менше, нiж сума величин двох iнших сторiн. Для ре-
чових векторних просторiв ми можемо отримати таку нерiвнiсть,

|X| |Y | ≥ |X · Y | (5.83)

виходячи з нерiвностi трикутника,

|X|+ |Y | ≥ |X + Y | .

5.6. Нерiвнiсть трикутника та нерiвнiсть Кошi - Шварца

Нерiвнiсть трикутника для загального векторного простору, яку ми
записали вище, навiяна, звичайно, властивостями звичайних трикутникiв.
Але така властивiсть насправдi має набагато загальнiший характер i вiдно-
ситься до великого класу векторних просторiв. Ви можете зрозумiти основ-
ну iдею, дивлячись на рис. 5.1 де сторонами трикутника є звичайнi геоме-
тричнi вектори в площинi. Нерiвнiсть трикутника є лише твердженням, що
сума будь-яких двох сторiн бiльша, нiж третя сторона. Основна iдея тут у
тому, що найкоротшим шляхом мiж двома точками є пряма лiнiя. Найко-
ротший шлях мiж точками 1 i 3 є стороною Z, а сума двох iнших сторiн,
безумовно, бiльша.

Нерiвнiсть трикутника може бути виражена декiлькома рiзними спосо-
бами. Почнемо з основного визначення, а потiм перетворимо його на форму,
яка нам необхiдна. Ми знаємо це

|X|+ |Y | ≥ |Z| .
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Мал. 5.1. Нерiвнiсть трикутника: Сума довжин векторiв X⃗ i Y⃗ бiльша або дорiвнює
довжинi вектора Z⃗. (Найкоротша вiдстань мiж двома точками - це пряма лiнiя.)

Якщо вважати X i Y векторами, якi можна складати, можна записати,∣∣∣X⃗∣∣∣+ ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣ ≥ ∣∣∣X⃗ + Y⃗
∣∣∣ .

Якщо звести обидвi частини цього рiвняння квадрат, то отримаємо∣∣∣X⃗∣∣∣2 + ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣2 + 2
∣∣∣X⃗∣∣∣ ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣ ≥ ∣∣∣X⃗ + Y⃗

∣∣∣2 .
Але права сторона цiєї нерiвностi може бути представлена таким чином,∣∣∣X⃗ + Y⃗

∣∣∣2 = ∣∣∣X⃗∣∣∣2 + ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣2 + 2
(
X⃗ · Y⃗

)
.

Чому? Тому, що
∣∣∣X⃗ + Y⃗

∣∣∣2 є скалярний твiр двох однакових векторiв,
(
X⃗ + Y⃗

)
·

134



Принцип невизначеностi Гайзенберга

(
X⃗ + Y⃗

)
. Збираючи всi разом, отримаємо∣∣∣X⃗∣∣∣2 + ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣2 + 2

∣∣∣X⃗∣∣∣ ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣ ≥ ∣∣∣X⃗∣∣∣2 + ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣2 + 2
(
X⃗ · Y⃗

)
.

Далi ми просто вiднiмемо
∣∣∣X⃗∣∣∣2+ ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣2 з кожної частини рiвняння i залишок

потiм подiлимо на 2. В результатi отримаємо,

∣∣∣X⃗∣∣∣ ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣ ≥ X⃗ · Y⃗ . (5.84)

Це ще одна форма нерiвностi трикутника. Ця нерiвнiсть говорить нам,
що для будь-яких двох векторiв X⃗ i Y⃗ , добуток їх довжин, бiльший або
дорiвнює їхньому скалярному добутку. Це не дивно, оскiльки скалярний
твiр найчастiше визначається як

X⃗ · Y⃗ =
∣∣∣X⃗∣∣∣ ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣ cos θ,

де theta є кут мiж двома векторами. Але ми знаємо, що косинус кута зав-
жди залишається в дiапазонi вiд -1 до +1, так що вираз праворуч повинен
бути меншим або дорiвнює

∣∣∣X⃗∣∣∣ ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣. Це спiввiдношення справедливе i для
векторiв у двох вимiрах, трьох вимiрах, або у просторi з довiльним чи-
слом вимiрiв. Це правильно навiть для векторiв у комплексних векторних
просторах. Це загалом вiрно для векторiв у будь-якому векторному про-
сторi, за умови, що довжина вектора визначається як корiнь квадратний
iз скалярного твору цього вектора iз самим собою. Для того, щоб рухатися
вперед, нам необхiдно використовувати нерiвнiсть (5.84) у формi квадрата,
тобто, ∣∣∣X⃗∣∣∣2 ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣2 ≥ (X⃗ · Y⃗

)2
або
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∣∣∣X⃗∣∣∣2 ∣∣∣Y⃗ ∣∣∣2 ≥ ∣∣∣X⃗ · Y⃗
∣∣∣2 . (5.85)

У такiй формi це називається нерiвнiстю Кошi - Шварца.
Для комплексних векторних просторiв, нерiвнiсть трекутника набуває

дещо складнiшої форми. Нехай |X⟩ i |Y ⟩ мають будь-якi два вектори в
комплексному векторному просторi. Довжини трьох векторiв |X⟩, |Y ⟩ та
|X⟩+ |Y ⟩ є

|X| =
√

⟨X|X⟩

|Y | =
√

⟨Y |Y ⟩

|X + Y | =
√

(⟨X|+ ⟨Y |) (|X⟩+ |Y ⟩). (5.86)

Далi ми зробимо так само, як уже робили в разi дiйсних векторiв: Спочатку
запишемо,

|X|+ |Y | ≥ |X + Y | .

Потiм зведемо це квадрат i спростимо:

2 |X| |Y | ≥ |⟨X|Y ⟩+ ⟨Y |X⟩| . (5.87)

Це форма нерiвностi Кошi-Шварца, що призведе до принципу невизначе-
ностi. Але як це пов’язано з двома A i B? Ми дiзнаємося про це, коли
означимо |X⟩ i |Y ⟩.
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5.7. Загальний принцип невизначеностi

Нехай |Ψ⟩ є довiльний кет, i нехай A i B будь-якi двi спостерiгаються.
Визначимо тепер |X⟩ i |Y ⟩ таким чином:

|X⟩ = A |Ψ⟩
(5.88)

|Y ⟩ = iB |Ψ⟩

Звернiть увагу на комплексну одиницю i у другому визначеннi. Тепер пiд-
ставимо вираз (5.88) у (5.87), i отримаємо

2
√

⟨A2⟩ ⟨B2⟩ ≥ |⟨Ψ|AB |Ψ⟩ − ⟨Ψ|BA |Ψ⟩| . (5.89)

Знак мiнус обумовлений фактором i у другому визначеннi (5.88). Викори-
стовуючи визначення комутатора, ми бачимо, що

2
√

⟨A2⟩ ⟨B2⟩ ≥ |⟨Ψ| [A,B] |Ψ⟩| . (5.90)

Давайте припустимо на хвилину, що A i B мають середнє значення, що
дорiвнює нулю. У цьому випадку середнє значення

〈
A2
〉

є просто квадрат
невизначеностi A, тобто (∆A)2, а

〈
B2
〉

є просто (∆B)2 . Таким чином, ми
можемо переписати рiвняння (5.90), як

∆A∆B ≥ 1

2
|⟨Ψ| [A,B] |Ψ⟩| . (5.91)

Подумайте про цю математичну нерiвнiсть на мить. З лiвого боку, бачимо,
добуток невизначеностей двох A i B для стану Ψ. Нерiвнiсть каже, що
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цей твiр не може бути меншим, нiж те, що стоїть праворуч, яке включає
комутатор A i B. Зокрема, це говорить нам, що твiр невизначеностей не
може бути меншим за половину величини очiкуваного значення вiдповiд-
ного комутатора.

Загальний принцип невизначеностi є кiлькiсним виразом чогось, що
ми вже пiдозрювали: якщо комутатор A i B не дорiвнює нулю, то обидвi
спостерiгаються не можуть одночасно бути вiдомими з достовiрнiстю.

Але що, якщо очiкуване значення A або B не дорiвнює нулю? У цьому
випадку хитрiсть полягає в тому, щоб перевизначити два нових операторiв,
у яких середнi значення вже вiднято:

Ā = A− ⟨A⟩

B̄ = B− ⟨B⟩ .

Потiм повторiть весь процес, замiнюючи A i B на Ā i B
¯
. Наступна вправа

допоможе вам у цьому.

Вправа 5.2:

1.Покажiть, що ∆Ā2 =
〈
Ā2
〉

i ∆B̄2 =
〈
B̄2
〉
.

2.Покажiть, що
[
Ā, B̄

]
= [A,B] .

3.Використовуючи цi спiввiдношення, покажiть, що

∆Ā∆B̄ ≥ 1

2
|⟨Ψ| [A,B] |Ψ⟩| .

Пiзнiше, в лекцiї 8, ми будемо використовувати цей дуже загальний
варiант принципу невизначеностi, щоб довести початкову форму принципу
невизначеностi Гайзенберга: Твiр невизначеностей положення та iмпульсу
частинки не може бути меншим за половину постiйної Планки.
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6. Об’єднанi системи: Заплутанiсть

Art: This is a pretty friendly place after all. Except for Minus One, I don’t
see too many loners.

Lenny: Mingling is only natural at a place like this. And not just because
it’s cramped. Just keep track of your wallet and don’t get too entangled.

6.1. Математичний вiдступ: Тензорнi твори

6.1.1. Знайомтеся: сестра Оленка та братик Iванко

З’ясування того, як системи об’єднуються, щоб отримати бiльшi систе-
ми, є здебiльшого те, що ми робимо у фiзицi. Чи потрiбно говорити вам, що
атом є сукупнiсть нуклонiв i електронiв, кожен iз яких може розглядатися
як повноправна квантова система.

Коли йдеться про складнi системи, легко загрузнути у формальнiй
мовi, кажучи “система A”, “система B” i т.п. Бiльшiсть фiзикiв волiють
бiльш легку, неформальну мову, i Оленка (в англомовнiй лiтературi Алiса)
та Iванушка (в англомовнiй лiтературi Боб) стали майже унiверсальними
замiнниками для A та B. Ми можемо сприймати Оленку та Iванушку як
реальних спостерiгачiв, яким доступнi лише частини системи та якi опе-
рують вiдповiдним лабораторним обладнанням, Їхнi можливостi обмеженi
лише нашою уявою, i вони iз задоволенням вирiшують важкi чи небезпе-
чнi завдання, такi як, наприклад, стрибки у чорнi дiрки. Вони справжнi
супергерої!

Припустимо, що Оленка i Iванка представляють двi пiдсистеми, пiдси-
стема Оленочки i пiдсистема Iванушки. Пiдсистема Оленочки, незалежно
вiд її конкретної реалiзацiї, описується простором станiв, що позначається
як SA, а пiдсистема Iванушки описується простором станiв, що позначає-
ться SB.

Тепер припустимо, що хочемо об’єднати цi двi пiдсистеми в єдину скла-
дову систему. Перш нiж рухатися вперед, давайте уточнимо, що ми зна-
ємо про пiдсистеми. Наприклад, пiдсистема Оленки може бути квантово-
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механiчною монетою з двома базовими станами H (решка) i T (орел). Зви-
чайно, класична монета може бути або в одному станi або в iншому, але
квантова монета може iснувати у виглядi суперпозицiї:

αH |H}+ αT |T}.

Ви помiтите, що я використав незвичайне позначення для кет-векторiв
Оленки. Це щоб вiдрiзнити їх вiд кетiв Iванушки. Нове позначення покли-
кане захистити нас вiд спроб складати вектори в просторi Оленочки SA з
векторами в просторi Iванушки SB. Простiр Оленочки SA є двовимiрним
векторним простором - воно визначається двома базисними векторами |H}
i |T}.

Пiдсистема Iванушки також може бути монетою, але знову ж таки
це може бути щось ще. Припустимо, що це квантова гральна кiстка. Тодi
пiдпростiр станiв Iванушки SB буде шестивимiрним, з базисом

|1⟩

|2⟩

|3⟩

|4⟩

|5⟩

|6⟩

вiдповiдним шести граням iгральної кiстки. Подiбно до монети Оленочки,
гральна кiстка Iванушки є квантово-механiчною i, тому, з цих шести станiв
можна органiзовувати суперпозицiю станiв.

6.1.2. Подання комбiнованої системи

Тепер уявiть, що є як пiдсистема Iванушки так i пiдсистема Олени i
вони утворюють єдину складову систему. Перше питання: Як ми можемо
побудувати простiр станiв, назвемо його SAB, для комбiнованої системи?
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Вiдповiдь це питання полягає у формуваннi тензорного твору SA i SB.
Позначенням цiєї операцiї є

SAB = SA ⊗ SB.

Для визначення SAB, достатньо вказати його базиснi вектори. Базиснi ве-
ктор це саме те, що ви могли б очiкувати. У верхнiй половинi малюнка
6.1 показано таблицю, стовпцi якої вiдповiдають шести базисним векторам
Iванушки та чиї рядки вiдповiдають двом векторам базису Оленки. Кожен
осередок у таблицi позначає вектор базису для системи SAB. Наприклад,
блок, позначений значком H4 є станом SAB, у якому монета показує “ре-
шка”, а гральна кiстка показує число 4. У складовiй системi є дванадцять
базисних векторiв.

Iснують рiзнi способи позначень цих станiв. Ми могли б представляти
стан H4 за допомогою явних позначень, таких як |H} ⊗ |4⟩ або |H} |4⟩ .
Однак зазвичай зручнiше використовувати композитне позначення |H4⟩.
Це пiдкреслює, що ми говоримо про єдиний стан, що характеризується дво-
ма параметрами. Лiва половина вказує на параметр, що описує пiдсистему
Оленки, а права половина вiдноситься до пiдсистеми Iванушки. Явнi та
складовi позначення обидва мають той самий сенс - вони належать до того
ж стану.

Пiсля того, як базиснi вектори вказанi, у цьому випадку їх дванад-
цять, ми можемо об’єднувати їх лiнiйно для побудови суперпозицiй. Таким
чином, простiр, визначений як тензорний твор, в даному випадку є два-
надцятимiрним. Суперпозицiя двох (можна взяти i бiльше) iз цих базисних
векторiв може виглядати так

αH3 |H3⟩+ αT4 |T4⟩ .

У кожному випадку, перша половина мiтки стану описує стан монети Оле-
ни, а друга половина описує стан гральної кiстки Iванушки. Iнодi нам необ-
хiдно буде послатися на довiльний базисний вектор у комбiнованому про-
сторi SAB. Для цього ми будемо використовувати кет-вектори, якi вигля-
дають так,
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Мал. 6.1. Базиснi стани складової системи SAB показанi у виглядi таблицi. Стовпцi вiд-
повiдають рiзним станам гральної кiстки Iванушки (Bob), а рядки вiдповiдають рiзним
станам монети Оленки (Alice). Позначення станiв комбiнованої системи (що включає
гральну кiстку та монету) наведено у клiтинах таблицi. Цi позначення складаються з
двох символiв, що позначають стан гральної кiстки та монети вiдповiдно. Наприклад,
H4 позначає стан, в якому монета Оленки показує H (решка), а гральна кiстка Iвану-
шки показує 4.

|ab⟩ ,

або так

|a′b′⟩ ,

У цих позначеннях, a або a′ (або що б не стояло в лiвiй частинi позначення)
є одним iз станiв Оленочки, а b або b′ являє собою одне iз станiв Iванушки.

Iснує один нетривiальний аспект такого позначення. Навiть хоча на-
шi позначення станiв SAB мають подвiйне позначення, кет-вектори, такi
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як |ab⟩ або |H3⟩, є єдиним станом комбiнованої системи. Iншими слова-
ми, ми використовуємо подвiйний iндекс/мiтку для позначення єдиного
стану. Потрiбен певний час, щоб звикнути до цього. Частина позначення,
що вiдноситься до пiдсистеми Оленки, завжди стоїть лiворуч, а частина,
що вiдповiдає пiдсистемi Iванушки, завжди знаходиться праворуч у скла-
довому позначеннi. Мнемонiчне правило: Порядок iндексiв у складовому
позначеннi такий самий як i алфавiтний порядок для iмен Оленка та Iван-
ко.

Правила однаковi й у бiльш загальних систем. Єдина вiдмiннiсть по-
лягає в тому, що два А-стану та шiсть B-станiв будуть замiненi NA та NB

станiв вiдповiдно, а тензорний твiр матиме розмiрнiсть

NAB = NANB.

Системи з трьома або бiльшим числом компонентiв можуть бути представ-
ленi тензорних творiв трьох або бiльше просторiв станiв, але ми не будемо
тут мати справу з такими просторами.

Хоча ми описали окремi пiдпростори Оленки та Iванушки SA i SB,
а також об’єднаний простiр SAB, нам ще залишилося дещо довизначити,
а саме оператори, що дiють на систему (або на її частинi). Оленка має
набiр операторiв, що позначаються як σ, якi дiють на її пiдсистему. Iванко
має аналогiчний набiр для своєї пiдсистеми, який ми можемо маркувати τ ,
так щоб не переплутати їх з тими, що використовує Оленка. Оленка може
мати кiлька операторiв σ, i також Iванушка може мати кiлька операторiв,
τ . Тепер ми маємо все необхiдне, щоб глибше дослiджувати композитнi
системи. Пiзнiше, в лекцiї 7, ми пояснимо, як працювати з операторами,
що визначаються за допомогою тензорного твору, у компонентнiй формi,
використовуючи матрицi та векторнi стовпцi.

До теперiшнього часу не повинно бути жодних сумнiвiв у тому, що
квантова фiзика вiдрiзняється вiд класичної фiзики, аж до її логiчного ко-
рiння. У цiй та наступнiй лекцiях, я збираюся ще бiльше розвинути цю iдею.
Ми обговорюватимемо аспект квантової фiзики, який настiльки вiдрiзняє
її вiд класичної фiзики, що це спантеличувало (i спантеличує) фiзикiв i фi-
лософiв з моменту появи квантової теорiї i до теперiшнiх днiв. Цей аспект
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приводив його першовiдкривача, Ейнштейна, до висновку про те, що щось
дуже глибоке вiдсутнє у квантовiй механiцi (тобто, що квантова механiка
неповна), i фiзики сперечаються про це досi. Як зрозумiв Ейнштейн, при-
ймаючи квантову механiку, ми також приймаємо вiдповiдне уявлення про
реальнiсть, яке докорiнно вiдрiзняється вiд класичного уявлення.

6.2. Класичнi кореляцiї

Перш нiж ми перейдемо до квантової заплутаностi (entanglement), да-
вайте витратити кiлька хвилин на те, що ми могли б назвати класичною
заплутанiстю. У наступному експериментi, Оленка (A) та Iванушка (B)
отримуватимуть деяку допомогу вiд Баби-яги (в англомовнiй лiтературi
Чарлi) (C).

Баба-яга має двi монети, копiйку та п’ятак. Вона перемiшує їх i потiм
бере по однiй монетi в кожну руку i дає одну монету Оленцi, а iншу - Iванко.
Причому нiхто не дивиться на монети i нiхто не знає, де яка монета. Потiм
Оленка сiдає на зорелiт до Альфа Центавра, а Iванко залишається в Пало-
Альто. Баба-яга зробила свою роботу i бiльше не має значення (вибачте,
Баба-яга).

Перед мiжзоряною поїздкою, Оленка та Iванка синхронiзували свiй
годинник - вони виконали всi необхiднi розрахунки згiдно з теорiєю вiд-
носностi, врахували уповiльнення часу тощо. Вони домовилися про те, що
Оленка подивиться на свою монету за одну або двi секунди до того, як
Iванко подивиться на свою.

Все йде за планом, i коли Оленка потрапляє на Альфа Центавра, вона
справдi дивиться на свою монету. Дивно, в той самий момент, коли вона
дивиться на свою монету, вона вiдразу ж точно знає, яку монету побачить
Iванушка, навiть ранiше ("перш за все"визначаться по годиннику Iвану-
шки), чим вiн подивиться. Чи це є ненормальним? Чи вдалося Оленцi та
Iванковi порушити одне з фундаментальних правил теорiї вiдносностi, який
свiдчить, що iнформацiя не може йти швидше, нiж швидкiсть свiтла?

Звичайно, нi. Що порушило б теорiю вiдносностi, так це те, якби Олен-
цi вдалося сказати Iванка чого йому чекати. Оленка може знати, яку мо-
нету побачить Iванушка, але вона не має жодного способу, щоб сказати
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йому про це, без того, щоб не вiдправити йому реальне повiдомлення вiд
Альфа Центавра, на що знадобилося б принаймнi чотири роки, якщо таке
повiдомлення передавалося б за допомогою променя свiтла.

Давайте проробимо цей експеримент багато разiв, або з багатьма па-
рами Оленка-Iванушка або з тiєю ж парою, але розтягуючи експеримент
у часi (поки Оленка повернеться назад за черговою монетою i потiм доле-
тить до Альфа Центавра). Щоб описати цей експеримент кiлькiсно, Баба-
яга (вона повертається до роботи, вибачившись) малює σ = +1 кожному
копiйцi i σ = −1 кожному п’ятаку. Якщо ми припустимо, що Баба-яга дiй-
сно добре перемiшує монети так, що те, яка монета дiстанеться комусь, є
цiлком випадковим, то ми прийдемо до наступних фактiв:

•В середньому, обидваA iB будуть отримати стiльки ж копiйок, скiль-
ки i п’ятакiв. Нехай σA буде величиною того, що спостерiгав A, а σB -
що спостерiгав B. Тодi математичний запис наведеного вище затвер-
дження буде таким:

⟨σA⟩ = 0

(6.92)
⟨σB⟩ = 0.

•Якщо A i B запишуть свої спостереження, а потiм знову зустрiнуться
разом у Пало-Альто, щоб порiвняти записи, вони знайдуть сильну
кореляцiю. Для кожного випробування, якщо A спостерiгав σA = +1,
то B спостерiгав σB = −1 i навпаки. Iншими словами, твiр σAσB
завжди дорiвнює −1:

⟨σAσB⟩ = −1.

Звернiть увагу, що середнє значення твору (σA на σB) не дорiвнює
твору середнiх - рiвняння (6.92) кажуть нам, що ⟨σA⟩ ⟨σB⟩ дорiвнює нулю.
Математично це записується так,
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⟨σA⟩ ⟨σB⟩ ≠ ⟨σAσB⟩ ,

або

⟨σAσB⟩ − ⟨σA⟩ ⟨σB⟩ ≠ 0. (6.93)

Це вказує на те, що спостерiгаються Оленочки i спостерiгаються Iванушки є
скорельованими мiж собою (тобто взаємозалежними). Фактично наступна
величина

⟨σAσB⟩ − ⟨σA⟩ ⟨σB⟩

називається статистичною кореляцiєю мiж спостережуваними Iванушками
та спостереженнями Оленки. Це називається статистичної кореляцiї, навiть
якщо вона дорiвнює нулю. Якщо статистична кореляцiя не дорiвнює нулю,
ми говоримо, що спостереження скоррелированы. Джерелом цiєї кореляцiї
є той факт, що спочатку Оленка та Iванко були в тому самому мiсцi, i Баба-
яга мала по однiй з кожного типу монет. Вiдповiдне ставлення залишилося
i тодi, коли Оленка полетiла до Альфа Центавра просто тому, що монети не
змiнилася пiд час поїздки. В цьому немає нiчого дивного, як i в нерiвностi
(6.93). Це досить загальна властивiсть статистичних розподiлiв.

Припустимо, у вас є розподiл ймовiрностi P (a, b) для двох змiнних
a та b. Якщо змiннi абсолютно не корельованi мiж собою, то ймовiрнiсть
факторизуватиметься (розпадеться на множники):

P (a, b) = PA(a)PB(b), (6.94)

де P (a) та P (b) є iндивiдуальнi ймовiрностi для a та b. (Я додав нижнiй
iндекс як нагадування, що цi функцiї можуть вiдрiзнятися.) Легко бачи-
ти, що якщо ймовiрнiсть факторизувалась таким чином, то немає жодної
кореляцiї; iншими словами, середнє вiд твору дорiвнює твору середнiх.
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Вправа 6.1: Доведiть, що, якщо P (a, b) факторизується (тобто,
може бути представлено у виглядi добутку двох множникiв, один з яких
залежить вiд a, а iнший - вiд b), то a i b не корельованi.

Дозвольте менi скористатися прикладом, щоб проiлюструвати ситу-
ацiю, що призводить до факторизованих ймовiрностей. Припустимо, що
замiсть однiєї Баби-яги є двi Баба-яга-А i Баба-яга-B, якi нiколи не спiл-
кувалися один з одним. Баба-яга-B змiшує свої двi монети та дає одну
Iванушцi, а iншу викидає.

Баба-яга-A робить те ж саме, за винятком того, що вона дає монету
Оленцi. Це i є приклад ситуацiї, яка призводить до факторизацiї ймовiр-
ностей без будь-якої кореляцiї.

У класичнiй фiзицi ми використовуємо статистику i теорiю ймовiрно-
стi, коли ми не знаємо про щось, в принципi, пiзнаване. Наприклад, пiсля
того, як монети перемiшанi в першому експериментi, Баба-яга могла б зро-
бити непомiтне спостереження (кинути швидкий погляд), а потiм передати
Оленцi та Iванцi їх монети. Це не вплинуло б на результат. У класичнiй ме-
ханiцi, розподiл ймовiрностей P (a, b) вiдбиває той факт, що стан системи
мало деталiзовано. За кадром залишилася якась iнформацiя, яка, в прин-
ципi, може бути вiдома про систему, але з тiєї чи iншої причини не вiдома.
У класичнiй фiзицi використання ймовiрностi завжди пов’язане з неповно-
тою знання щодо того, що в принципi могло б бути вiдомо.

До цього стосується той факт, що повне знання системи в класичнiй
фiзицi передбачає повне знання кожної частини системи: Безглуздо було
б говорити, що Баба-яга знає все, що може бути вiдомо про систему двох
монет, але не знає чогось про окремi монети.

Цi класичнi уявлення про ймовiрностi глибоко вкоренилися у нашо-
му мисленнi. Вони є основою нашого iнстинктивного розумiння фiзичного
свiту. Дуже важко оминути цi уявлення. Але зробити це нам доведеться,
якщо ми хочемо зрозумiти квантовий свiт.
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6.3. Об’єднуючи квантовi системи

Двi монети Баби-яги утворили єдину класичну систему, що складає-
ться iз двох класичних пiдсистем. Квантова механiка дозволяє об’єднати
системи. Як ми з’ясували в математичному вiдступi (роздiл 6.1), таке
об’єднання описується тензорним твором.

Оленка i Iванко люб’язно погодилися надати видозмiнений варiант си-
стеми монета - гральна кiстка, тiй, що вони позичали нам для Вiдступу
про тензорнi твори. Замiсть монети та гральної кiстки, нова система бу-
дуватиметься з двох спинiв, а це означає, що ми матимемо можливiсть
скористатися нашими знаннями про одиничнi спини.

Як i ранiше, ми iнодi використовуватимемо незвичайне позначення |a}
, щоб нагадати нам про те, що вектори стану Оленки належать простору
станiв, вiдмiнному вiд того, якому належать вектори стану Iванушки i що
ми не можемо складати їх. З iншого боку, пригадаємо, що кожен член ор-
тонормованого базису SAB позначається парою векторiв, один з SA i один
з SB. Ми також часто користуватимемося позначенням |ab⟩ для позначен-
ня єдиного базисного вектора комбiнованої системи. Рiзнi базиснi вектори
з подвiйною iндексацiєю (як вектори одного i того ж простору) можуть
складатися разом, i ми часто це робитимемо.

Як ми вже пояснювали у Вiдступi, потрiбен певний час, щоб звикнути
до того, що базиснi вектори маркуються парою iндексiв. Ви повиннi думати
про пару ab як про єдиний iндекс, який зазначає одиничний стан.

Давайте вiзьмемо приклад. Розглянемо деякий лiнiйний оператор M,
що дiє просторi станiв складової системи. Як завжди, вiн може бути пред-
ставлений у виглядi матрицi. Матричнi елементи будуються шляхом дiї
оператором на один базисний кет-вектор та множення результату скалярно
на iнший базисний бра-вектор (своєрiдний сендвiч утворений даним опера-
тором та двома базисними векторами). Таким чином, матричнi елементи
M вираженi так,

⟨a′b′|M |ab⟩ =Ma′b′,ab.

Кожен рядок матрицi позначається iндексом (a′b′), а кожен стовпець iнде-
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ксом (ab).
Вектори |ab⟩ вважаються ортонормованими, що означає, що скаляр-

ний добуток двох таких векторiв дорiвнює нулю, якщо це не збiгаються
вектори. Останнє зовсiм не означає, що a збiгається iз b. Але воно озна-
чає, що ab збiгається з a′b′. Ми також можемо висловити це за допомогою
Кронекера:

⟨ab|a′b′⟩ = δaa′δbb′.

Права частина не дорiвнює нулю, якщо a = a′ i b = b′. Якщо мiтки збiгаю-
ться, то скалярний добуток дорiвнює одиницi.

Тепер, коли ми маємо базиснi вектори, ми можемо взяти будь-яку лi-
нiйну суперпозицiю їх i це також буде допустимим вектором у цьому про-
сторi. Таким чином, будь-який стан у складовiй системi може бути розкла-
дено так

|Ψ⟩ =
∑
a,b

ψ(a, b) |ab⟩ .

6.4. Два спина

Повертаючись до нашого прикладу, давайте уявимо два спини: один
спин Оленочки та один спин Iванушки. Для того, щоб зробити це нао-
чнiшим, припустимо, що цi спини приєднанi до двох частинок i, що двi
частинки фiксуються в просторi на двох сусiднiх, але рiзних мiсцях.

Оленка та Iванка мають власнi апарати, званi A i B вiдповiдно, якi
вони можуть використовувати для пiдготовки стану своїх спинiв i вимiрю-
вання спинових компонент. Кожен iз цих апаратiв може бути незалежно
один вiд одного орiєнтований уздовж будь-якої осi.

Нам потрiбнi позначення для двох спинiв. Коли у нас був тiльки один
спин, ми просто називали його σ i у нього було три компоненти вздовж осей
x, y, z. Тепер у нас є два спина, i питання полягає в тому, щоб позначити їх
так, щоб не захаращувати символи надто великою кiлькiстю пiдрядкових
та надрядкових iндексiв. Ми могли б назвати їх σA i σB, а їх компоненти,
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σAx , σBy тощо. Hа мiй погляд у цих позначеннях надто багато iндексiв, щоб
устежити за всiма, особливо якщо їх писати на дошцi. Натомiсть я наслiду-
ватиму ту саму домовленiсть, яку ми використали у Вiдступi про тензорнi
твори. Я позначатиму спiн Оленочки буквою σ, для спини Iванушки ви-
користовуватиму наступну букву в грецькому алфавiтi, τ . Повнi набори
компонентiв для спинiв Оленочки та Iванки виглядають так,

σx, σy, σz

i

τx, τy, τz.

Вiдповiдно до викладених ранiше принципiв, простiр станiв для двоспiнової
системи є тензорним твором (двох просторiв для одиничного спина). Ми
можемо скласти таблицю з чотирьох станiв, так само, як ми це робили у
Вiдступi та отримаємо 2×2 квадратну матрицю, що складається з чотирьох
базисних станiв.

Давайте працювати в такому базисi, в якому визначено z компонент
кожного зi спинiв. Тодi базиснi вектори виглядають так,

|uu⟩ , |ud⟩ , |du⟩ , |dd⟩ ,

де перша частина кожної мiтки представляє стан спина Оленочки σ, а
друга частина являє собою стан спина Iванушки τ . Наприклад, перший
базисний вектор ketuu являє собою стан, в якому обидвi спини спрямованi
вгору. Вектор |du⟩ це стан, в якому спин Олени спрямований вниз, а спин
Iванушки спрямований вгору.

6.5. Пероммноженi стани

Найпростiший тип стану для складової (в даному випадку, двоспiно-
вої) системи називається факторизований стан. Такий стан є результатом
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повнiстю незалежних дiй Оленки та Iванушки, при яких кожен викори-
стовує свiй власний апарат для пiдготовки стану вiдповiдного одиничного
спина. Математично це можна записати в такий спосiб. Припустимо, що
Оленка приготувала її спин у наступному станi,

αu |u⟩+ αd |d⟩

та Iванушка приготував вiдповiдний спин у станi

βu |u⟩+ βd |d⟩ .

Ми припустимо, що кожен iз станiв нормований,

α∗
uαu + α∗

dαd = 1

(6.95)
β∗
uβu + β∗

dβd = 1.

Фактично цi роздiльнi нормування кожної пiдсистеми грають вирiшальну
роль визначеннi факторизируемого стану. Без цих нормувань ми не отри-
маємо стан, що факторизується. Для складової системи з двох спинiв, що
факторизується стан запишеться так,

|факторизується стан⟩ = {αu |u⟩+ αd |d⟩} ⊗ {βu |u⟩+ βd |d⟩} ,

де перший множник представляє стан спина Олени, а другий множник
представляє стан спина Iванушки. Розкриваючи дужки та вводячи скла-
довi позначенням, запишемо праву частину вищенаведеного рiвняння так,

αuβu |uu⟩+ αuβd |ud⟩+ αdβu |du⟩+ αdβd |dd⟩ . (6.96)
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Головною особливiстю факторизуемого стану є те, що кожна пiдсистема
поводиться незалежно один вiд одного. Якщо Iванко робить щось зi своєю
власною пiдсистемою, то результат буде такий самий, як було б, якби пiд-
системи Оленки не iснувало. Те саме, звичайно, справедливе i для Оленки.

Вправа 6.2: Покажiть, що якщо виконуються двi умови норму-
вання (6.95), то вектор стану рiвняння (6.96) також виявляється нор-
мованим. Iншими словами, покажiть, що для цього твору станiв норму-
вання загального вектора стану не накладає додаткових обмежень на
коефiцiєнти α та β.

Я згадаю тут, що тензорний твiр (який також називаються простiр
тензорного твору або просто простiр, що факторизується) i факторизова-
ний стан це двi рiзнi речi, незважаючи на схожiсть у назвi. Тензорне твiр
є векторним простором вивчення складних систем. А стан, що факторизу-
ється, є вектором стану (у цьому просторi). Це один iз багатьох векторiв
станiв, якi населяють простiр тензорного твору. Як ми побачимо, бiльшiсть
векторiв станiв у просторi тензорного твору не є факторизованими станами
(а є заплутаними станами).

6.6. Пiдрахунок параметрiв для прямого добутку станiв

Розглянемо число параметрiв, яке потрiбно, щоб повнiстю визначити
стан, що факторизується. Кожен множник вимагає двох комплексних чи-
сел (αu i αd для Оленочки, βu та βd для Iванушки), а це значить, нам
потрiбнi всього чотири комплекснi числа. Це еквiвалентно восьми дiйсним
параметрам. Hо нагадаємо, що є також двi умови нормування, наведенi в
рiвняннях (6.95), що зменшує число параметрiв на два. Крiм того, загаль-
нi фази кожного стану не мають фiзичного сенсу (ще мiнус два параме-
три). Так що загальна кiлькiсть речових параметрiв дорiвнює чотирьом:
8−2−2 = 4. Це не дивно: необхiдно два параметри, щоб описати стан оди-
ничного спина, так що двi незалежнi спини вимагають чотири параметри
для свого опису.
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6.7. Заплутанi стани

Принципи квантової механiки дозволяють складати базовi вектори. I
таке додавання, в загальному випадку, дає результат, який не зводиться до
того, що ми отримали розглядаючи стан, що факторизується. Найбiльш
загальний вектор у складовому просторi станiв (двох спинiв) є

ψuu |uu⟩+ ψud |ud⟩+ ψdu |du⟩+ ψdd |dd⟩ ,

де ми використовували символи ψ (замiсть α та β) для представлення ком-
плексних коефiцiєнтiв. Знову ж таки, ми маємо чотири комплекснi числа,
але цього разу у нас є лише одна умова нормування,

ψ∗
uuψuu + ψ∗

udψud + ψ∗
duψdu + ψ∗

ddψdd = 1,

i лише одна загальна фаза, яку можна iгнорувати. Результатом є те, що
найзагальнiший стан двоспiнової системи характеризується шiстьма дiй-
сними параметрами. Очевидно, що простiр станiв багатший за тi факто-
ризованi стани, якi можуть бути приготовленi незалежно один вiд одного
Iванком i Оленкою. Iснує щось ще. I це називається заплутанiсть.

Заплутанiсть не є все-нiчого властивiсть. Деякi стани є бiльш заплу-
таними, нiж iншi. Наведений приклад максимально заплутаного стану -
стану, яке настiльки заплутано наскiльки це можливо. Такий стан назива-
ється синглетним станом, i його можна записати у такому виглядi

|синглет⟩ = 1√
2
(|ud⟩ − |du⟩) .

Синглетний стан не може бути записаний як факторизований стан. Те саме
вiрно i для триплетних станiв,

1√
2
(|ud⟩+ |du⟩)

1√
2
(|uu⟩+ |dd⟩)
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1√
2
(|uu⟩ − |dd⟩) ,

якi також максимально заплутанi. Причина, через яку цi стани називаю-
ться синглетним i триплетним, буде пояснена пiзнiше.

Вправа 6.3: Доведiть, що стан |синглет⟩ не може бути записаний
як прямий добуток станiв.
Пiдказка: порiвняти з виразом (6.96) i спробувати знайти вiдповiднi
коефiцiєнти.

Що такого є в максимально заплутаних станах, що робить їх такими
привабливими? Вiдповiдь можна сформулювати у двох твердженнях:

•Заплутаний стан є повним описом комбiнованої системи. Нiчого бiль-
шого не може бути вiдомо про таку систему.

•У максимально заплутаному станi нiчого не вiдомо про складовi ча-
стини.

Як це може бути? Як ми можемо знати стiльки, скiльки можливо знати
про систему Оленка-Iванушка з двох спинiв i при цьому нiчого не знати
про окремi спини, її складовi компоненти? Це таємниця заплутаностi, i я
сподiваюся, що до кiнця цiєї лекцiї ви зрозумiєте правила гри, навiть якщо
глибинна природа заплутаностi залишиться парадоксальною.

6.8. Спостереженi для Оленочки та для Iванушки

Досi ми обговорювали простiр станiв двоспiнової системи Оленка-Iванушка,
але не вiдповiднi спостерiгаються. Деякi з таких спостерiгаються очевиднi,
навiть якщо їхнє математичне уявлення немає. Зокрема, з використанням
своїх апаратiв A i B, Оленка та Iванко можуть вимiряти компоненти їх
спинiв:

σx, σy, σz
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i

τx, τy, τz.

Як цi спостерiгаються представленi у виглядi ермiтових операторiв у ком-
позитному просторi станiв? Вiдповiдь проста. Оператори Iванушки дiють
на спинових станах Iванушки точно так, як вони б дiяли, якби нi Олен-
ка нi її спин нiколи не з’являлися. Те саме стосується i Оленки. Давайте
розглянемо, як спiновi оператори впливають на стани одиничного спина.
По-перше, давайте подивимося на спин Оленки:

σz |u⟩ = |u⟩
σz |d⟩ = − |d⟩
σx |u⟩ = |d⟩
σx |d⟩ = |u⟩
σy |u⟩ = i |d⟩
σy |d⟩ = −i |u⟩ . (6.97)

Звичайно, установка Iванушки iдентична установцi Оленочки, так що ми
можемо написати паралельний набiр рiвнянь, що показує, як компоненти
τ дiють на стани спини Iванушки:

τz |u⟩ = |u⟩
τz |d⟩ = − |d⟩
τx |u⟩ = |d⟩
τx |d⟩ = |u⟩
τy |u⟩ = i |d⟩
τy |d⟩ = −i |u⟩ . (6.98)

Тепер давайте розглянемо, як слiд визначати оператори, коли вони дiють
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стану тензорного твору, |uu⟩, |ud⟩, |du⟩ i |dd⟩. Вiдповiдь полягає в тому,
що, коли σ дiє, то цей оператор просто iгнорує ту половину комбiнованого
позначення, яке вiдноситься до станiв спини Iванушки. Є багато можливих
комбiнацiй операторiв та станiв, але я оберу кiлька випадковим чином. Ви
можете записати iншi, або переглянути їх у додатку. Наимер, починаючи
з операторiв Оленки, знаходимо, що

σz |uu⟩ = |uu⟩
σz |du⟩ = − |du⟩
σx |ud⟩ = |dd⟩
σx |dd⟩ = |ud⟩
σy |uu⟩ = i |du⟩
σy |du⟩ = −i |uu⟩
τz |uu⟩ = |uu⟩
τz |du⟩ = |du⟩
τx |ud⟩ = |uu⟩
τx |du⟩ = |dd⟩
τy |uu⟩ = i |ud⟩
τy |dd⟩ = −i |du⟩ . (6.99)

Знову ж таки, правило таке, що компоненти оператора спина Оленки дi-
ють тiльки на ту половину складової системи, яка вiдноситься до станiв
спина Оленки. Половина Iванушки залишається пасивним спостерiгачем,
який не бере жодної участi. З погляду математики, коли σx, σy або σz дiє,
то половина спинового стану, що вiдноситься до Iванушки, не змiнюється.
А коли оператор спина Iванушки τ дiє, то половина Оленочки так само
пасивна.

Ми звертаємось трохи вiльно з нашими позначеннями. Вектори у про-
сторi тензорного твору є новi вектори, побудованi з двох подпространств.
Технiчно, те саме вiрно i для операторiв. Якби ми були педантичним, ми
наполягали б на написаннi σz i τx як σz ⊗ I i I ⊗ τx, вiдповiдно, де I є
одиничний оператор (що дiють на iншу частину системи). Насправдi, ми
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можемо видiлити двi важливi властивостi операторiв тензорного твору, пе-
реписавши рiвняння

σz |du⟩ = − |du⟩ (6.100)

як

(σz ⊗ I) (|d⟩ ⊗ |u⟩) = (σz |d⟩ ⊗ I |u⟩)
= (− |d⟩ ⊗ |u⟩) . (6.101)

Цей запис є громiздким, i ми, як правило, будемо використовувати простi-
шу мову рiвняння (6.100). Проте мова рiвняння (6.101) дозволяє прояснити
двi речi:

1.Складовий оператор σz ⊗ I дiє на складовий вектор |d⟩ ⊗ |u⟩ i дає
новий складовий вектор − |d⟩ ⊗ |u⟩.

2.Лiва половина (половина Оленки) складового оператора впливає ли-
ше на її половину складового вектора. Крiм того, половина Iванушки
оператора впливає лише на свою половину вектора.

У наступному роздiлi нам буде бiльше сказати про складових операто-
рiв. Крiм того, в лекцiї 7, мова рiвняння (6.101) допоможе нам зрозумiти,
як працювати з тензорними творами у компонентнiй формi.

Вправа 6.4: Використовуйте матричну форму для операторiв
σz, σx та σy та вектор-стовпцi для |u⟩ та |d⟩ для того, щоб перевiрити
(6.97). Потiм використовуйте (6.97) та (6.98) та запишiть рiвняння, якi
були опущенi у (6.99). Використовуйте програму, щоб перевiрити вашi
вiдповiдi.
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Вправа 6.5: Доведiть такi теореми:

•Коли будь-який спиновий оператор Оленочки чи Iванушки дiє на
прямий добуток станiв, то результат залишиться прямим твором
(можливо, iнших станiв).

•Покажiть, що в прямому добутку станiв очiкуване значення будь-
яких компонентiв векторiв спинiв σ⃗ або τ⃗ в точностi таке саме як
воно було б у разi вiдповiдних односпiнових станiв.

Ця остання вправа показує щось важливе про факторизованi стани. У фа-
кторизируемом станi, кожне передбачення щодо однiєї половини системи
(наприклад, пiдсистеми Iванушки) точно збiгається з передбаченням, яке
можна зробити у вiдповiднiй односпiновiй теорiї. Те саме вiдноситься i до
iншої половини системи.

Прикладом цiєї властивостi станiв, що факторизуються, є те, що в
лекцiї 3 я назвав принцип спiнової поляризацiї. Цей принцип можна так
сформулювати:

Для будь-якого стану одного спина, є якийсь напрямок, для якого
спин дорiвнює +1.

Як я вже пояснював, це означає, що середнi значення компонентiв
задовольняють рiвняння

⟨σx⟩2 + ⟨σy⟩2 + ⟨σz⟩2 = 1, (6.102)

яке говорить нам, що не всi середнi значення можуть дорiвнювати нулю.
Цей факт має мiсце також для будь-яких факторизованих станiв.

Тим не менш, це не вiрно для заплутаного стану |синглет⟩. Справдi,
для |синглет⟩ права частина рiвняння (6.102) дорiвнює нулю, як ми пока-
жемо далi.

Нагадаємо, що заплутаний стан |синглет⟩ визначається як
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|синглет⟩ = 1√
2
(|ud⟩ − |du⟩) .

Давайте обчислимо очiкуванi значення σ у цьому станi. Ми маємо все не-
обхiдне для цього. По-перше, давайте розглянемо σz:

⟨σz⟩ = ⟨синглет|σz |синглет⟩ = ⟨синглет|σz
1√
2
(|ud⟩ − |du⟩) .

Ось де нагодi рiвняння (6.99) (разом з вправою 6.4, яке завершує вiдповiд-
ний набiр рiвнянь!). Цi рiвняння показують нам, як σz дiє кожен базисний
вектор. Результат є,

⟨синглет|σz |синглет⟩ = ⟨синглет| 1√
2
(|ud⟩+ |du⟩) .

або

⟨σz⟩ =
1

2
(|ud⟩ − |du⟩) (|ud⟩+ |du⟩) .

Швидкий аналiз показує, що вираз зверху дорiвнює нулю. Далi, давайте
розглянемо σx:

⟨σx⟩ = ⟨синглет|σx |синглет⟩ = ⟨синглет|σx
1√
2
(|ud⟩ − |du⟩) .

або

⟨σx⟩ =
1

2
(|ud⟩ − |du⟩) (|dd⟩ − |uu⟩) .

Знову цей вираз дає нуль. Нарештi, подивимося на σy:
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⟨σy⟩ = ⟨синглет|σy |синглет⟩ = 1

2
(|ud⟩ − |du⟩) (i |dd⟩+ i |uu⟩) .

Як ви, можливо, знову здогадалися нуль. Таким чином, ми показали, що
для синглетного стану

⟨σx⟩ = ⟨σy⟩ = ⟨σz⟩ = 0,

та й взагалi всi очiкуванi значення σ дорiвнюють нулю. Само собою зро-
зумiло, те саме вiрно i для очiкуваних значень τ . Ясно, що стан |синглет⟩
сильно вiдрiзняється вiд стану, що факторизується. Що це все говорить
про вимiри, якi ми можемо виконати?

Якщо очiкуване значення компонент σ дорiвнює нулю, це означає, що
експериментальний результат однаково ймовiрно, буде +1 або −1. Iншими
словами, результат абсолютно невизначений. Навiть якщо ми точно знає-
мо вектор стану, |синглет⟩, ми все одно нiчого не знаємо про результати
вимiрювання проекцiї спина на якусь вiсь.

Можливо, це означає, що стан |синглет⟩ в якомусь сенсi не повно, тоб-
то є якiсь властивостi системи, якi ми не вимiряли. Зрештою, ранiше ми
бачили абсолютно класичний приклад, в якому Оленка та Iванко нiчого не
знали про свої монети, поки вони насправдi не подивилися на них. У чому
вiдмiннiсть квантової версiї?

У нашому прикладi “класичного переплутування” за участю Оленки,
Iванушки та Баби-яги, цiлком ясно, що iснує iнформацiя про систему, яку
ми могли б дiзнатися (наприклад, порушуючи правила та пiддивившись
яка монетка була в якiй руцi у Баби-яги ). При цьому нiчого б не змiнилося
в станi монет (нi їх номiнал, нi те, кому дiсталася якась монета), тому що
класичнi вимiри можуть бути як завгодно слабкими.

Чи можуть бути так званi прихованi змiннi у квантовiй системi? Вiд-
повiдь у тому, що вiдповiдно до правил квантової механiки, немає нiчого
понад те, що закладено у векторi станi системи – у разi у |синглет⟩. Ве-
ктор стану настiльки повно описує систему, як це можна зробити. Отже,
схоже, що в квантовiй механiцi ми можемо знати все про складну систему -
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все, що можна знати в принципi - i все-таки нiчого не знати про її складовi
частини. Це справжня дивина заплутаностi, яка так турбувала Ейнштейна.

6.9. Складовi спостережуванi

Давайте представимо квантово-механiчну установку Оленка - Iвану-
шка - Баба-яга. Роль Баби-яги полягає у пiдготовцi двох спинiв у заплута-
ному станi |синглет⟩. Потiм, не дивлячись на спини (пам’ятайте, що кван-
товий вимiр не є слабким i, тому, як правило змiнює стан системи), вона
дає один спiн Оленцi та один спiн Iванковi. Хоча Оленка та Iванка точно
знають, в якому станi перебуває об’єднана система, вони не можуть пе-
редбачити нiчого про результати вимiрювань, виконанi з їх пiдсистемами
(поодинокими спинами).

Hо, звичайно, знання про стан складної системи має сказати їм щось,
навiть якщо стан пiдсистем сильно заплутаний. I справдi це так. Однак,
щоб зрозумiти, що саме ми знаємо, ми повиннi розглядати бiльш широке
сiмейство спостережуваних, нiж тi, якi Оленка та Iванко можуть вимiря-
ти окремо, використовуючи лише свiй власний детектор. Як з’ясовується,
є спостерiгаються, якi можуть бути вимiрянi лише за допомогою обох де-
текторiв. Результати таких експериментiв можуть стати вiдомi Оленцi та
Iванцi, тiльки пiсля того, як вони зберуться разом i звiрять результати
своїх вимiрювань.

Спочатку розглянемо питання про те, чи можуть Оленка та Iванка
одночасно вимiряти свої власнi спостережуванi. Ми бачили, що є величи-
ни, якi можуть бути одночасно вимiрянi. Зокрема, двi спостережуванi, якi
не комутують, не можуть бути одночасно вимiрянi, без того, щоб такi вимi-
рювання не iнтерферували один з одним (наприклад, результат таких ви-
мiрювань може залежати вiд порядку, в якому проводяться вимiрювання).
Але у випадку з Оленкою та Iванком, як легко бачити, кожна компонен-
та σ комутує з кожною компонентою τ . Це загальний факт про тензорнi
твори. Оператори, що дiють окремо на кожен множник, комутують один з
одним. Таким чином, Оленка може робити будь-якi вимiри з її спином, а
Iванко може робити будь-який вимiр з його спином, без того, щоб впливати
на експеримент iншого.
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Припустимо, що Оленка вимiрює σz, а Iванушки вимiрює τz, а потiм
вони перемножують результати. Iнакше кажучи, вони домовилися вимiря-
ти твiр τzσz.

Такий твiр є спостерiгається, який, з точки зору математики дiє так:
Спочатку оператор σz дiє на вектор стану, а потiм τz дiє на результат.
Майте на увазi, що це лише математичнi операцiї, якi визначають новий
оператор: вони вiдрiзняються вiд фактичного виконання фiзичних вимi-
рiв. Вам не потрiбний пристрiй для множення двох операторiв; вам просто
потрiбен олiвець та папiр. Давайте подивимося, що станеться, якщо ми
використовуємо твiр τzσz до синглетного стану |синглет⟩:

τzσz
1√
2
(|ud⟩ − |du⟩) .

Спершу, використовуючи таблицю з (6.99), подiюємо на цей стан операто-
ром σz:

τzσz
1√
2
(|ud⟩ − |du⟩) = τz

1√
2
(|ud⟩+ |du⟩) .

Далi дiємо оператором τz i отримуємо

τzσz
1√
2
(|ud⟩ − |du⟩) = 1√

2
(− |ud⟩+ |du⟩) .

Звернiть увагу, що кiнцевий результат звiвся просто до змiни знака |синглет⟩:

τzσz |синглет⟩ = − |синглет⟩ .

Очевидно, що |синглет⟩ є власним вектором τzσz з власним значенням −1.
Давайте розглянемо значення цього результату. Оленка вимiрює σz, а Iва-
нушки вимiрює τz; коли вони збираються разом i зрiвняють результати,
вони виявлять, що вони вимiряли протилежнi значення. Iнодi, Iванко ви-
мiрює +1, а Оленка −1. Iнший раз Оленка вимiрює +1, а Iванушки −1. Hо
добуток цих двох вимiрiв завжди −1.
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Не повинно бути нiчого дивного в цьому результатi. Вектор стану
|синглет⟩ є суперпозицiєю двох векторiв, |ud⟩ i |du⟩, обидва з яких скла-
даються з двох спинiв з протилежними z компонентами. Ситуацiя загалом
аналогiчна класичному прикладу з участю Баби-яги та її двох монет.

Але зараз ми перейдемо до чогось, що не має класичного аналога.
Припустимо, що замiсть того, щоб вимiрювати z компоненти спинiв, Олен-
ка та Iванко вимiрюють x компоненти. Щоб з’ясувати, як їх результати
корелюють, ми повиннi вивчити τxσx.

Давайте подiюємо цим твором на стан |синглет⟩. Ось вiдповiднi кроки:

τxσx |синглет⟩ = τxσx
1√
2
(|ud⟩ − |du⟩)

= τx
1√
2
(|dd⟩ − |uu⟩)

=
1√
2
(|du⟩ − |ud⟩)

або просто

τxσx |синглет⟩ = − |синглет⟩ .

Тепер це трохи дивно: |синглет⟩ також є власним вектором твору τxσx з
тим самим значенням −1. Набагато менш очевидним є з простого погляду
на |синглет⟩, що x компоненти двох спинiв завжди протилежнi. Проте що-
разу, коли Оленка та Iванушки вимiрюють їх, вони знаходять, що σx i τx
мають протилежнi значення. Зараз вже ви, ймовiрно, не будете здивованi,
дiзнавшись, що те саме вiрно i для y компонентiв.

Вправа 6.6: Припустимо, що Баба-яга приготував два спини в
синглетному станi. Цього разу, Iванко вимiрює τy, а Оленка вимiрює σx.
Чому одно очiкуване значення σxτy?

Що отриманий результат говорить про кореляцiю мiж результатами цих
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двох вимiрiв? Пiдказка: Порiвняти з очiкуваним значенням окремо ко-
жного оператора, σx i τy, у цьому ж синглетному станi.

Вправа 6.7: Баба-яга пiдготувала спини в iншому станi, званому
|T1⟩, де

|T1⟩ =
1√
2
(|ud⟩+ |du⟩) .

У цьому прикладi T використовується для позначення триплету. Такi
триплетнi стани зовсiм вiдрiзняються вiд станiв у випадку з орлом та
решкою. Чому рiвнi очiкуванi значення операторiв σzτz, σxτx i σyτy?

Вправа 6.8: Зробiть те саме для iнших заплутаних триплетних
станiв,

|T2⟩ =
1√
2
(|uu⟩+ |dd⟩)

|T3⟩ =
1√
2
(|uu⟩ − |dd⟩) ,

та пояснiть результат.

I, нарештi, давайте розглянемо ще одну спостережувану. Вона не мо-
же бути вимiряна за допомогою незалежних вимiрiв, якi можуть виконати
окремо Оленка та Iванка з їхнiми iндивiдуальними апаратами, навiть якщо
вони потiм зберуться разом i звiрять результати. Тим не менш, квантова
механiка стверджує, що якийсь апарат може бути побудований для вимi-
рювання такої спостережуваної. Hоблюдаемую, яку я маю на увазi, можна
розглядати як звичайне скалярне твiр вектор-операторiв σ⃗ i τ⃗ :

σ⃗ · τ⃗ = σxτx + σyτy + σzτz,
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Можна було б подумати, що значення цiєї спостережуваної можна зна-
йти, якщо Iванко вимiрює всi компоненти τ , у той час як Оленка вимiрює
всi компоненти σ; тодi вони могли б помножити компоненти та скласти
результати. Проблема полягає в тому, що Iванко не може одночасно вимi-
ряти окремi компоненти τ , тому що вони не комутують. Так само, Оленка
не може вимiряти бiльше однiєї компоненти σ за раз. Для вимiрювання
скалярного твору σ⃗ · τ⃗ , повинен бути побудований новий вид пристрою,
а саме такий, який вимiрює σ⃗ · τ⃗ без вимiрювання окремих компонентiв.
Не зовсiм очевидна, як це може бути зроблено. Ось конкретний приклад
того, як такий вимiр може бути виконано: деякi атоми мають спини, якi
описуються таким же чином, як i спини електронiв. Коли два з цих ато-
мiв близькi один до одного - наприклад, два сусiднi атоми в кристалiчнiй
решiтцi - гамiльтонiан залежатиме вiд спинiв. У деяких ситуацiях внесок
у гамiльтонiан буде пропорцiйний скалярному твору сусiднiх спинiв, σ⃗ · τ⃗ .
Якщо це так, то вимiр σ⃗ · τ⃗ є еквiвалентним вимiру енергiї пари атомiв.
Вимiрювання цiєї енергiї є одиничним вимiром складеного оператора i не
тягне за собою вимiр окремих компонентiв спинiв атомiв.

Вправа 6.9: Доведiть, що чотири вектори |синглет⟩, |T1⟩, |T2⟩
i |T3⟩ є власними векторами твору σ⃗ · τ⃗ . Чому рiвнi вiдповiднi власнi
значення?

Проаналiзуйте результати цiєї останньої вправи. Ви тепер розумiєте,
чому один iз цих векторiв станiв називається синглет, а решта трьох нази-
вається триплет? Причина полягає в тому, що, якщо ви подивитеся на їхнє
ставлення до оператора σ⃗ · τ⃗ , то побачите, що синглет є власним вектором
з одним власним значенням, а три вектори триплету також є власними
векторами, але iз загальним власним значенням, тобто з виродженим вла-
сним значенням.

Ось гарна вправа, яка поєднує в собi концепцiю заплутаностi з понят-
тями часу та змiни з лекцiї. З його допомогою можна проаналiзувати iдеї
унiтарної еволюцiї у часi та значення гамiльтонiану.
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Вправа 6.10: Система двох спинiв описується таким гамiльто-
нiаном:

H =
ω

2
σ⃗ · τ⃗ .

Чому рiвнi можливi значення енергiї системи та якi власнi вектори стану
системи?

Припустимо, початковий стан системи |uu⟩. Який буде стан у наступнi
моменти часу? Дайте вiдповiдь на те саме питання у разi наступних
початкових станiв: |ud⟩, |du⟩ и |dd⟩.
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Hilbert’s Place, summer 1935:
Two scruffy regulars come through the swinging doors, in the midst of

an intense conversation. The one with the wild grayish hair and frayed sweater
says, “No, I will not accept your theory unless you can tell me what the elements
of physical reality are.”

The other one looks around, throws up his hands in obvious frustration,
and says to Art and Lenny, “There he goes again. Elements of physical reality,
EPRs, EPRs, that’s all he ever thinks about. Albert, stop being obsessive and
just accept the facts.”

“Never! I cannot accept that one can know everything there is to know
about a thing, and still know nothing about its parts. That’s utter nonsense,
Niels.”

“Sorry, Albert. That’s just the way it is. Here, let me buy you a beer.”

У цiй лекцiї ми розглянемо заплутанiсть докладнiше. Для цього нам
знадобляться деякi додатковi математичнi iнструменти. По-перше, ми дi-
знаємося, як працювати з тензорними творами в компонентнiй формi. По-
тiм ми дiзнаємося про нового оператора, який називається матрицею гу-
стини. Цi iнструменти не за своєю природою важко освоюються, але вони
вимагають деякого терпiння та деякої кiлькостi iндексiв для роботи.

7.1. Математичний вiдступ: Компоненти тензорного твору

У лекцiї 6, ми пояснили, як сформувати тензорний твiр двох вектор-
них просторiв за допомогою абстрактних позначень бра, кетiв та оператор
подiбно до σz. Як це все уявити у виглядi стовпцiв, рядкiв та матриць?

Побудова тензорних творiв iз матриць та векторiв-стовпцiв не є скла-
дною. Правила простi, як побачимо нижче. Хитрiсть полягає в розумiн-
нi того, чому цi правила працюють, чому вони дозволяють нам будувати
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матрицi та вектор-стовпцi, якi мають властивостi, якi нам необхiднi. Ми
вирiшуватимемо це питання двома рiзними способами. По-перше, ми буду-
ватимемо складовi оператори, використовуючи перевiрений i правильний
метод, який ми розробили в лекцiї 3. Потiм ми покажемо вам, як будувати
складовi оператори безпосередньо з їхнiх складникiв (операторiв).

7.1.1. Побудова матрицi тензорного твору з перших принципiв

Повернемося до лекцiї 3, де було показано, як написати будь-яку M
у матричнiй формi, по вiдношенню до конкретного базису. Знайдiть час i
погляньте на рiвняння вiд (3.18) до (3.21). У тому роздiлi ми розрахували
чисельнi значення mjk матричних елементiв оператора M за допомогою
виразу

mjk = ⟨j|M |k⟩ , (7.103)

де |j⟩ i |k⟩ є базиснi вектори. Кожна |j⟩, |k⟩ комбiнацiя породжує матричний
елемент.

Наш план полягає в тому, щоб застосувати цю формулу до деяких
операторiв, якi отримують як тензорний твiр двох iнших операторiв. Для
стислостi ми будемо такий оператор називати оператор типу тензорного
твору. Побачимо, що в нас вийде. В силу прийнятих двох-iндексних по-
значень базису тензорного твору, “сендвiч” в отриманих рiвняннях трохи
вiдрiзнятиметься вiд того, що у формулi (7.103). На кожному кiнцi “сендвi-
ча”, ми перебиратимемо базиснi вектори |uu⟩, |ud⟩, |du⟩ i |dd⟩. Для простоти
ми будемо використовувати оператор σz ⊗ I як приклад, де I одиничний
оператор. Як ми вже бачили, σz ⊗ I дiє на половину вектора стану Олен-
ки оператором σz i абсолютно нiчого не робить з половиною Iванушки.
Оскiльки ми працюємо в 4-мiрному векторному просторi, матриця буде
4× 4. Опускаючи знак множення ⊗, ми можемо записати матрицю так:
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σz ⊗ I =


⟨uu|σzI |uu⟩ ⟨uu|σzI |ud⟩ ⟨uu|σzI |du⟩ ⟨uu|σzI |dd⟩
⟨ud|σzI |uu⟩ ⟨ud|σzI |ud⟩ ⟨ud|σzI |du⟩ ⟨ud|σzI |dd⟩
⟨du|σzI |uu⟩ ⟨du|σzI |ud⟩ ⟨du|σzI |du⟩ ⟨du|σzI |dd⟩
⟨dd|σzI |uu⟩ ⟨dd|σzI |ud⟩ ⟨dd|σzI |du⟩ ⟨dd|σzI |dd⟩

 .(7.104)

Для обчислення цих матричних елементiв, ми могли б дозволити оператору
σz i оператору I дiяти або лiворуч або праворуч. Давайте припустимо, що
σz дiє лiворуч, а I дiє праворуч. Оскiльки I нiчого не робить, то все, що
нас цiкавить це як дiє оператор σz на вiдповiдний бра вектор лiворуч вiд
нього. Причому, у цьому бра вектор σz дiє тiльки на крайню лiву мiтку
стану (тобто на пiдпростiр станiв Оленки). Використовуючи правила, якi
ми вже наводили (див. формули (6.97) та (6.98) ), ми можемо виконати всi
цi дiї оператором σz i отримати матрицю скалярних творiв:

σz ⊗ I =


⟨uu|uu⟩ ⟨uu|ud⟩ ⟨uu|du⟩ ⟨uu|dd⟩
⟨ud|uu⟩ ⟨ud|ud⟩ ⟨ud|du⟩ ⟨ud|dd⟩
− ⟨du|uu⟩ − ⟨du|ud⟩ − ⟨du|du⟩ − ⟨du|dd⟩

− braketdd|uu −⟨dd|ud⟩ − ⟨dd|du⟩ − ⟨dd|dd⟩

 . (7.105)

Оскiльки цi власнi вектори ортонормованi, то ця матриця зводиться до
наступного:

σz ⊗ I =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (7.106)

Як ми можемо записати власнi вектори |uu⟩, |ud⟩, |du⟩ та |dd⟩ у виглядi
векторних стовпцiв? На даний момент я просто скажу вам, що ми пред-
ставлятимемо |uu⟩ i |du⟩ так
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|uu⟩ =


1
0
0
0

 , |du⟩ =


0
0
1
0

 . (7.107)

Давайте подивимося, що станеться, коли складовий оператор σz ⊗ I по-
дiє на цi векторнi стовпцi. Помножуючи матрицю (7.106) на стовпець |uu⟩
отримаємо 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



1
0
0
0

 =


1
0
0
0

 .

Iншими словами,

(σz ⊗ I) |uu⟩ = |uu⟩ ,

точно як ми i очiкували. А що, якщо ми застосуємо ту саму матрицю до ве-
кторного стовпця |du⟩ з рiвняння (7.107)? Результат матричного множення
буде − |du⟩ як це має бути.

7.1.2. Побудова матрицi тензорного твору з компонентiв матриць
спiвмножникiв

Описаний вище спосiб обчислення матричних елементiв є досить за-
гальним - вiн працює всiм спостерiгаються. Якщо нам потрiбно побуду-
вати тензорний твiр двох операторiв, i ми вже знаємо матричнi елементи
кожного з цих операторiв окремо, ми можемо об’єднати їх безпосередньо.
Ось правило для об’єднання 2× 2 матриць для формування 4× 4 матрицi:

A⊗B =

(
A11B A12B
A21B A22B

)
(7.108)
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або

A⊗B =


A11B11 A11B12 A12B11 A12B12

A11B21 A11B22 A12B21 A12B22

A21B11 A21B12 A22B11 A22B12

A21B21 A21B22 A22B21 A22B22

 . (7.109)

Те саме правило працює i для матриць довiльного розмiру. Цей вид ма-
тричного множення iнодi називають твором Кронекера, термiн, який сто-
сується лише матриць - це матрична версiя тензорного твору. Кронекера
для двох матриць розмiром 2 × 2 кожна, є матрицею розмiру 4 × 4 i ана-
логiчно для матриць довiльного розмiру. В цiлому, твором Кронекера двох
матриць розмiром m× n i p timesq буде матриця розмiром mp× nq.

Все це безпосередньо вiдноситься i до вектор-стовпчикiв i векторiв-
рядкiв, якi являють собою лише окремi випадки матриць. Тензорний до-
буток двох векторiв-стовпчикiв розмiром 2× 1 є вектор-стовпець розмiром
4×1. Якщо a i b є вектор-стовпцi розмiром 2×1, їх тензорний твiр виглядає
так:

(
a11
a21

)
⊗
(
b11
b21

)
=


a11b11
a11b21
a21b11
a21b21

 . (7.110)

Давайте подивимося, як це допоможе Оленцi та Iванцi. По-перше, ми побу-
дуємо чотири базовi вектори для складового простору, тобто для простору
тензорного твiр, використовуючи базиснi вектори пiдпросторiв, |u⟩ i |d⟩ як
будiвельнi блоки. Нагадаємо формули (2.16) (2.17) з лекцiї 2,

|u⟩ =
(
1
0

)
|d⟩ =

(
0
1

)
.
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Якщо ми пiдставимо вiдповiднi комбiнацiї |u⟩ i |d⟩ у рiвняння (7.110), то
нашi чотири вектор-стовпцi розмiром 4× 1 набудуть такого вигляду,

|uu⟩ =

(
1
0

)
⊗
(
1
0

)
=


1
0
0
0



|ud⟩ =

(
1
0

)
⊗
(
0
1

)
=


0
1
0
0



|du⟩ =

(
0
1

)
⊗
(
1
0

)
=


0
0
1
0



|dd⟩ =

(
0
1

)
⊗
(
0
1

)
=


0
0
0
1

 . (7.111)

Далi, ми використовуємо правило рiвняння (7.109) для того, щоб об’єднати
оператори σz i τx. З використанням формул (3.37) для матриць σz i τx це
правило дає матрицю тензорного твору

σz ⊗ τx =

(
1 0
0 −1

)
⊗
(
0 1
1 0

)
=


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 .

Давайте порiвняємо отриманий результат iз твором σx i τz ,
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σx ⊗ τz =

(
0 1
1 0

)
⊗
(
1 0
0 −1

)
=


0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

 .

Звернiть увагу, що σx ⊗ τz не те саме, що σz ⊗ τx. Це природно, тому що цi
два складовi оператори є рiзними спостережуваними.

Все поки що йде нормально. Але далi, ми побачимо щось цiкавiше. За
допомогою кiлькох вправ, ми постараємося переконати вас, що твiр Кро-
некера дiйсно є тензорним твором матриць, iншими словами, що половина
матрицi, яка вiдноситься до пiдпростору Оленки, впливає тiльки на її по-
ловину вектор-стовпця, i аналогiчно для Iванушки. Це не дуже очевидно
через те, як саме твiр Кронекер змiшує елементи своїх будiвельних блокiв.

Як приклад, давайте подивимося, як складовий оператор σz ⊗ τx дiє
на базовий вектор простору тензорного твору |ud⟩. Переводячи абстрактнi
позначення в матричнi позначення, отримаємо

σz ⊗ τx |ud⟩ =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0



0
1
0
0

 =


1
0
0
0

 .

Але вектор-стовпець у правiй сторонi вiдповiдає базовому вектору |uu⟩ у
рiвняннях (7.111). Переводячи назад в абстрактний запис, маємо

(σz ⊗ τx) |ud⟩ = |uu⟩ .

Це саме те, що ми хочемо - матричне уявлення наших абстрактних операто-
рiв та векторiв станiв, яке точно вiдображає їхню поведiнку (властивостi).

Наступна вправа допоможе викристалiзувати iдею про те, що σ-половина
тензорного твору σ ⊗ τ зачiпає лише половину вектора стану, що вiдноси-
ться до пiдпростору Оленочки i що τ -половина впливає тiльки на Iванка.
Далi йде вправа, яка розвиває практику роботи з матричними елементами
оператора, якщо припустити, що ми вже знаємо, як оператор дiє на базиснi
вектори.

173



Ще про запутанiсть

Вправа 7.1: Запишiть тензорний твiр I ⊗ τx у матричному ви-
глядi та застосуйте отриману матрицю до кожного з наступних векторiв
стовпцiв |uu⟩, |ud⟩, |du⟩ i |dd⟩. Покажiть, що та половина векторiв ста-
ну, яка доступна Оленцi, не змiнюється у всiх розглянутих випадках.
Нагадаю, що I є 2× 2 одиничною матрицею.

Вправа 7.2: Обчислiть матричнi елементи для тензорного твору
σz ⊗ τx шляхом складання скалярних творiв, як ми робили в рiвняннi
(7.104).

Третя вправа трохи втомлює, але насправдi вона допомагає все роз-
ставити на свої мiсця. Розглянемо рiвняння

(A⊗B) (a⊗ b) = (Aa⊗Bb) . (7.112)

Як i в рiвняннях (7.109) i (7.110), A i B є 2 × 2 матрицi (або оператори),
а a i b являють собою 2 × 1 вектор-стовпцi. Вправа полягає в тому, щоб
уявити дане рiвняння в матричному виглядi та показати, що лiва сторона
вiдповiдає правiй сторонi.

Вправа 7.3:

1.Перепишiть матричне рiвняння (7.112) у виглядi компонентiв, за-
мiнюючи A, B, a i b вiдповiдними матрицями та вектор-стовпцями
з рiвнянь (7.109) та (7.110).

2.Виконайте матричне множення Aa на Bb у правiй сторонi рiвня-
ння (7.112). Переконайтеся, що результат є матрицею розмiрностi
4× 1.

3.Розкрийте всi три твори Кронекера.
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4.Перевiрте кiлькiсть рядкiв та стовпцiв у кожному творi Кронеке-
ра:

•A⊗B : 4× 4

•a⊗ b : 4× 1

•Aa⊗Bb : 4× 4

5.Виконайте матричне множення в лiвiй сторонi рiвняння (7.112),
що дасть 4× 1 вектор-стовпець. У кожному рядку має вийде сума
чотирьох доданкiв.

6.I, нарештi, переконайтеся, що результуючi векторнi стовпцi лiво-
руч i праворуч у рiвняннi (7.112) iдентичнi один одному.

7.2. Математичний вiдступ: Зовнiшнiй твiр

Маючи бра ⟨ϕ| i кет |ψ⟩ вектори, ми можемо утворити скалярне твiр
⟨ϕ|ψ⟩. Як ми бачили, скалярне твiр є комплексне число. Тим не менш, є
ще один вид твору, який називається зовнiшнiм твором, який записується
так

|ψ⟩ ⟨ϕ| .

Зовнiшнiй твiр не є числом; це лiнiйний оператор. Давайте розглянемо, що
вiдбувається, коли |ψ⟩ ⟨ϕ| дiє на iнший кет |A⟩:

|ψ⟩⟨ϕ| |A⟩ .

У цьому прикладi ми використовуємо iнтервал замiсть дужок, щоб показа-
ти групування операцiй. Пам’ятайте, що всi операцiї з бра, кет та лiнiйними
операторами є асоцiативними, що означає, що ми можемо згрупувати їх так
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як нам подобається, доки ми зберiгаємо початковий порядок злiва направо.
Дiя зовнiшнього твору дуже проста i може бути визначена так

|ψ⟩⟨ϕ| |A⟩ ≡ |ψ⟩ ⟨ϕ|A⟩ .

Iншими словами, ми беремо скалярне твiр ⟨ϕ| з |A⟩ (результат є компле-
ксним числом) i множимо його на кет |ψ⟩. Бракет позначення настiльки
зручнi, що вони буквально змушують нас правильно виконувати дiї. У цьо-
му (i не лише) втiлився генiй Поля Дiрака. Легко довести, що зовнiшнiй
твiр може також дiяти на бра:

⟨B| |ψ⟩⟨ϕ| ≡ ⟨B|ψ⟩ ⟨ϕ| .

Особливий випадок є зовнiшнiм продуктом кет з вiдповiдним йому бра, |ψ⟩
⟨ψ|. За умови, що |ψ⟩ нормований, цей оператор називається оператором
проектування або просто проектором. Ось як вiн дiє:

|ψ⟩ ⟨ψ| |A⟩ = |ψ⟩ ⟨ψ|A⟩ .

Звернiть увагу, що результат завжди є пропорцiйним |ψ⟩. Проектор, так
би мовити, проектує заданий вектор на напрямок, який визначається ве-
ктором |ψ⟩. Ось деякi властивостi проектора, якi можна легко довести
(пам’ятайте, що вектор стану |ψ⟩ нормований на 1):

•Проектори є ермiтовими операторами.

•Вектор |ψ⟩ є власним вектором вiдповiдного проектора з власним
значенням 1:

|ψ⟩ ⟨ψ| |ψ⟩ = |ψ⟩
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•Будь-який вектор, ортогональний |ψ⟩ є власним вектором iз нульо-
вим власним значенням. Таким чином, власнi значення |ψ⟩ ⟨ψ| усi
рiвнi 0 або 1, i iснує лише один власний вектор iз одиничним власним
значенням. Цей власний вектор є |ψ⟩.

•Квадрат проектора дорiвнює проектору:

|ψ⟩ ⟨ψ|2 = |ψ⟩ ⟨ψ| .

•Слiд оператора (або будь-якої квадратної матрицi) визначається як
сума його (її) дiагональних елементiв. Використовуючи символ Tr
для позначення слiду, ми можемо визначити слiд оператора L так,

TrL =
∑
i

⟨i|L |i⟩ ,

що є сума дiагональних елементiв вiдповiдної матрицi. Слiд прое-
ктора дорiвнює 1. Це випливає з того, що слiд ермiтового оператора
дорiвнює сумi його власних значень.

•Якщо скласти всi проектори, вiдповiднi базовим векторам, то вийде
тотожний оператор (одиниця):

∑
i

|i⟩ ⟨i| = I. (7.113)

I, нарештi, є дуже важлива теорема про проектор i очiкуванi значення.
Середнє значення будь-якої L у станi |ψ⟩ дорiвнює

⟨ψ|L |ψ⟩ = Tr |ψ⟩ ⟨ψ|L. (7.114)
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Ось кроки довести цю теорему. Виберiть будь-який базис |i⟩. Потiм, вико-
ристовуючи визначення слiду, напишiть

Tr |ψ⟩ ⟨ψ|L =
∑
i

⟨i|ψ⟩ ⟨ψ|L |i⟩ .

Два множники у виразi пiд знаком суму це просто числа, так що ми можемо
їх переставити (змiнити порядок, в якому вони перемножуються),

Tr |ψ⟩ ⟨ψ|L =
∑
i

⟨ψ|L |i⟩ ⟨i|ψ⟩ .

Виконуючи пiдсумовування та використовуючи властивiсть проекторiв на
базиснi вектори,

∑
i |i⟩ ⟨i| = I ми отримуємо

Tr |ψ⟩ ⟨ψ|L = ⟨ψ|L |ψ⟩ .

Права сторона є очiкуване значення для спостережуваної, яка описується
оператором L.

7.3. Матриця щiльностi: Новий iнструмент

Досi ми навчилися робити прогнози про систему, якщо ми знаємо то-
чний квантовий стан системи. Але найчастiше ми не маємо повного уяв-
лення про стан системи. Наприклад, припустимо, що Оленка приготувала
спин з використанням пристрою, орiєнтованого вздовж деякої осi. Вона
дає спин Iванушцi, але не каже йому що це була за вiсь, уздовж якої був
зорiєнтований її апарат. Можливо, вона дала йому деяку часткову iнфор-
мацiю, наприклад, що вiсь була або вздовж осi z або вздовж осi x, але
вона вiдмовляється сказати йому бiльше, нiж це. Що залишається робити
Iванковi? Як вiн може використати цю iнформацiю, щоб робити прогнози?

Iванко розмiрковує так: Якщо Оленка пiдготувала спин у станi |ψ⟩, то
середнє значення будь-якої L є
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Tr |ψ⟩ ⟨ψ|L = ⟨ψ|L |ψ⟩ .

З iншого боку, якщо Оленка пiдготувала спина в станi |ϕ⟩ , то середнє
значення L вже iнше, а саме

Tr |ϕ⟩ ⟨ϕ|L = ⟨ϕ|L |ϕ⟩ .

Але що робити, якщо є можливiсть 50% , що вона приготувала стан |ψ⟩ i
можливiсть 50% , що вона приготувала стан |ϕ⟩? Очевидно, що очiкуване
значення буде

⟨L⟩ = 1

2
Tr |ψ⟩ ⟨ψ|L+

1

2
Tr |ϕ⟩ ⟨ϕ|L.

Все, що ми робимо, це усереднюємо за "незнанням"Iванком того, що саме
приготовлено Оленкою.

Але тепер ми можемо об’єднати всi члени в єдиний вираз, визначив-
ши матрицю щiльностi ρ, яка кодує (не) знання Iванка. У цьому випадку
матриця щiльностi є просто наполовину оператором проектування на |ϕ⟩
плюс половина оператора проектування на |ψ⟩,

ρ =
1

2
|ψ⟩ ⟨ψ|+ 1

2
|ϕ⟩ ⟨ϕ| .

Ми тепер закодували все (не) знання Iванушки про систему в єдиний опе-
ратор ρ. При цьому правило для обчислення середнiх значень стає дуже
простим:

⟨A⟩ = TrρL. (7.115)

Ми можемо узагальнити це правило. Припустимо, що Оленка каже Iвану-
шцi, що вона пiдготувала один iз кiлькох станiв - назвемо їх |ϕ1⟩, |ϕ2⟩, |ϕ3⟩
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i так далi. Крiм того, вона вказує ймовiрностi P1, P2, P3, . . . для кожно-
го з цих станiв. Iванко все ще може запакувати всi цi знання в матрицю
щiльностi:

ρ = P1 |ϕ1⟩ ⟨ϕ1|+ P2 |ϕ2⟩ ⟨ phi2|+ P3 |ϕ3⟩ ⟨ϕ3|+ . . . .

Крiм того, вiн може використовувати вже вiдоме правило (7.115), щоб об-
числити очiкуванi значення.

Коли матриця щiльностi вiдповiдає одиничному стану, вона просто до-
рiвнює проектору, який проектує цей стан. У цьому випадку ми говоримо,
що стан є чистим. Чистий стан висловлює максимально можливе знання,
яке Iванко може мати про квантову систему. Але бiльш загальному випад-
ку, матриця щiльностi є сумiшшю з кiлькох проекцiйних операторiв. Тодi
ми говоритимемо, що матриця щiльностi визначає змiшаний стан.

Я використовував термiн матриця густини, хоча, строго кажучи, ρ
є оператором. Вiн стає матрицею лише, коли вибрано базис. Припустимо,
що ми вибрали базис |a⟩. Матриця щiльностi це не що iнше як матричне
уявлення оператора ρ у вибраному базисi:

ρaa′ = ⟨a| ρ |a′⟩ .

Якщо матричне уявлення оператора L є La′,a, то рiвняння (7.115) набуває
такого вигляду,

⟨L⟩ =
∑
a,a′

La′,aρa,a′. (7.116)

7.4. Заплутанiсть та матриця щiльностi

Класична фiзика також має своє поняття чистих та змiшаних станiв,
хоча вони не називаються цими iменами. Як iлюстрацiя, давайте розгля-
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немо систему з двох частинок, що рухаються вздовж лiнiї. Вiдповiдно до
правил класичної механiки, ми можемо обчислити орбiти частинок, якщо
вiдомi їх положення (x1 i x2) та iмпульси (p1 i p2 ) у певний момент ча-
су. Стан системи, таким чином, визначається чотирма числами: x1, x2, p1
та p2. Якщо ми знаємо цi чотири числа, ми маємо настiльки повний опис
системи двох частинок наскiльки це можливо. Ми можемо назвати такий
стан чистим класичним станом.

Часто, однак, ми не знаємо точний стан, але маємо лише деяку ймо-
вiрну iнформацiю. Ця iнформацiя може бути закодована в щiльностi ймо-
вiрностi

ρ (x1, x2, p1, p2) .

Класичний чистий стан є лише окремим випадком щiльностi ймовiрностi,
в якiй ρ вiдмiнна вiд нуля лише в однiй точцi. Але в загальному планi,
ρ буде розмиватись, i в цьому випадку ми могли б назвати це класичним
змiшаним станом. Коли ρ розмазується, це означає, що нашi знання про
стан системи є неповним. Чим бiльше розмивається ρ, тим бiльше наше
незнання.

Одне має бути цiлком очевидним iз цього прикладу: якщо ви знаєте
чистий стан для комбiнованої системи двох частинок, то ви знаєте все про
кожну частинку. Iншими словами, чистий стан для двох класичних части-
нок передбачає чистий стан для кожної з окремих частинок.

Але це саме те, що не справедливо у квантовiй механiцi, коли система
заплутана. Стан складної квантової системи може бути абсолютно чистим,
але кожна з його складових частин повинна бути описана як у змiшаному
станi. Iншими словами, знання про стан частини системи може не бути
повним - у квантово-механiчному сенсi - навiть тодi, коли знання про повну
систему є повним.

Давайте вiзьмемо систему, що складається iз двох частин A та B. Це
може бути два спини або будь-яка iнша складова система.

В цьому випадку ми будемо вважати, що Оленка має повне уявлен-
ня про стан комбiнованої системи. Iншими словами, вона знає хвильову
функцiю
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Ψ(a, b) .

Немає нiчого такого, чого б вона не знала про комбiновану систему. Але
нехай Оленцi зовсiм не цiкавий стан пiдсистеми B. Вона просто хоче зна-
ти якнайбiльше про пiдсистему A так, щоб взагалi не стежити за станом
пiдсистеми B. Вона вибирає L, яка характеризує пiдсистему A, але нiяк
не дiє на пiдсистему B. Правило для обчислення середнього значення L
виглядає так,

⟨L⟩ =
∑
ab,a′,b′

Ψ∗ (a′b′)La′b′,abΨ(ab) . (7.117)

Це визначення правильне для довiльного оператора. Однак, якщо оператор
L дiє тiльки на пiдсистемуA, то вiн фактично не дiє на b-iндекс i ми можемо
записати очiкуване значення так:

⟨L⟩ =
∑
ab,a′

Ψ∗ (a′b)La′,aΨ(ab) . (7.118)

Тепер Оленка може зiбрати всi її знання, принаймнi, з метою вивчення
пiдсистеми A, у матрицi ρ:

ρaa′ =
∑
b

Ψ∗ (a′b)Ψ (ab) . (7.119)

Дивно, але рiвняння (7.118) має такий самий вигляд, як i рiвняння (7.116)
для очiкуваного значення у разi змiшаного стану. Дiйсно, тiльки в особли-
вому випадку, коли стан повної (складової) системи описується як стан,
що факторизується, оператор ρ буде мати вигляд проекцiйного оператора.
Iншими словами, у загальному випадку, незважаючи на те, що складова си-
стема описується iдеально чистим станом, пiдсистема A має бути описана
змiшаним станом.
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Звернемо увагу на дуже тонкий момент пов’язаний з позначеннями, якi
ми використовуємо для матрицi щiльностi: у формулi (7.119) правий iндекс
ρ, тобто a′, вiдповiдає комплексно сполученому вектору стану Ψ∗(a′b) пiд
знаком суми. Це є наслiдком наступного правила

Laa′ = ⟨a|L |a′⟩

для позначення матричних елементiв оператора L. Застосування цього пра-
вила до оператора матрицi щiльностi

ρ = |Ψ⟩ ⟨Ψ|

дає

ρaa′ = ⟨a|Ψ⟩ ⟨Ψ|a′⟩ ,

або

ρaa′ = Ψ(a)Ψ∗(a′).

7.5. Заплутанiсть двох спинiв

Перш нiж вести вас у свiт заплутаностi, я дам вам просте визначення
i вправу для швидкої розминки. Якщо Оленка має тiльки один спин у
вiдомому станi, її матриця щiльностi визначається так,

ρaa′ = ψ∗(a′)ψ(a).

Це рiвняння говорить вам, як обчислити елемент матрицi щiльностi Олен-
ки. Якщо ми будемо використовувати вiдомий нам вже базис, пов’язаний
з σz, то кожен iндекс a i a′ прийматиме значення “вгору” i “вниз”, так що
Оленка має матрицю щiльностi 2× 2.
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Вправа 7.4: Обчислiть матрицю щiльностi для наступного стану

|Ψ⟩ = α |u⟩+ β |d⟩ .

Вiдповiдь:

ψ(u) = α; ψ∗(u) = α∗

ψ(d) = β; ψ∗(d) = β∗

ρa′a =

(
α∗α α∗β
β∗α β∗β

)
.

А тепер спробуйте пiдставити будь-якi числа замiсть α i β. Не забудьте
про нормування. Наприклад, вiзьмiть α = 1√

2
, β = 1√

2
.

Цей простий приклад є добрим способом зрозумiти властивостi матри-
цi щiльностi. Ви можете повернутися до нього, коли ми розглядатимемо
складнiший приклад заплутаного стану.

Припустимо, що ми знаємо хвильову функцiю складової системи, на-
приклад,

ψ (a, b) ,

але ми цiкавимося лише пiдсистемою Оленки. Iншими словами, ми хочемо
стежити за всiм, що Оленка може колись вимiряти. Чи повиннi знати всю
хвильову функцiю? Чи є якийсь спосiб, щоб позбавитись змiнних Iвану-
шки? Вiдповiдь на останнє запитання позитивна. Так, ми можемо уявити
повний опис того, що Оленка може вимiряти, за допомогою матрицi щiль-
ностi ρ.

Розглянемо спостерiгається L пiдсистеми Оленки. Як i будь-яке iнше
спостерiгається, ця, звичайно, може бути представлена у виглядi матрицi:

La′b′,ab = ⟨a′b′|L |ab⟩ .
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Пам’ятайте, що для складової системи, пара ab, насправдi є єдиним iнде-
ксом, що використовується для позначення базисного вектора.

Коли ми говоримо, “L є спостережуваною Оленкою”, то це означає,
що L нiяк не дiє на ту частину iндексу, яка вiдноситься до Iванушки. Це
накладає деякi обмеження на вигляд L. Iдея полягає в тому, щоб вiдкинути
будь-який матричний елемент, який змiнює iндекс села. Iншими словами,
L має спецiальний вигляд

La′b′,ab = La′aδb′b. (7.120)

Цей просте на вигляд рiвняння вимагає деякого пояснення, i ви, можливо,
захочете переглянути матерiал про тензорнi твори у компонентнiй формi,
що викладено у Вiдступi про тензорнi твори (роздiл 6.1). Лiва частина
рiвняння є елементом матрицi 4×4. Кожен iз двох iндексiв може приймати
чотири рiзнi значення: uu, ud, du, або dd. Що можна сказати про правий
бiк? Матричний елемент La′a також має два iндекси, але кожен з них може
набувати лише двох рiзних значень: u або d. Насправдi, той самий символ L
вiдноситься до двох абсолютно рiзних матриць в кожнiй сторонi рiвняння
(7.120).

На перший погляд, здається, нiби ми прирiвняли матрицю 4× 4 з ма-
трицею 2× 2, але насправдi це було б проблемою. Тим не менш, наявнiсть
множника δb′b виправляє цю невiдповiднiсть. Член La′aδb′b є елементом тен-
зорного твору двох 2× 2 матриць, i такий тензорний твiр є 4× 4 матрицю
. Ось рецепт, як правильно прочитати рiвняння (7.120):

4× 4 матриця La′b′,ab може бути представлена як тензорний твiр двох
2× 2 матриць La′a i δb′b, де δb′b еквiвалентна одиничнiй 2× 2 матрицi.

Тепер обчислимо очiкуване значення L (4× 4 версiї) з використанням
повного апарату для складової системи:

⟨Ψ|L |Ψ⟩ =
∑

a,b,a′,b′

ψ∗(a′, b′)La′b′,abψ(a, b).
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Як я вже попереджав, з’явилося багато iндексiв. Але все простiше, якщо
ми використовуємо спецiальну форму матрицi L. Множник δb′b у рiвняннi
(7.120) - символ Кронекера - вiдфiльтровує будь-якi елементи, якi змiню-
ють половину мiтки, що вiдноситься до Iванка, i залишає iншi елементи
недоторканими. Фактично символ Кронекера каже нам, що треба покла-
сти b = b′. В результатi отримуємо,

⟨Ψ|L |Ψ⟩ =
∑
a′,b,a

ψ∗(a′, b)La′,aψ(a, b). (7.121)

Тимчасово, давайте не звертати уваги на суми a i a′, а замiсть цього скон-
центруємося на суму b, яка визначає таку величину

ρa′a =
∑
b

ψ∗(a, b)ψ(a′, b). (7.122)

Ця 2 × 2 матриця ρa′a є не що iнше як матриця щiльностi Оленки. Звер-
нiть увагу, що ρa′a не залежить вiд будь-якого b-iндексу, оскiльки вона вже
пiдсумована по всiх b. Це функцiя виключно Альонушкiних змiнних a i a′.
Насправдi ми зберегли b у рiвняннi лише для того, щоб легше було зрозу-
мiти приклад з наступного роздiлу.

Можна спростити рiвняння (7.121), пiдставивши ρa′a з рiвняння (7.122).
Очiкуване значення L (версiя 2× 2), визначається так,

⟨L⟩ =
∑
a′a

ρa′aLa,a′. (7.123)

Пiдсумовування b перетворило матрицю 4 × 4 на матрицю 2 × 2. Це має
сенс. Оскiльки ми очiкуємо, що оператор, який дiє у просторi складової
системи, представляється матрицею 4× 4, а оператор, який дiє у просторi
Оленки, є матрицею 2× 2.
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Звернiть увагу, що права частина рiвняння (7.123) є сумою дiагональ-
них матричних елементiв. Iншими словами, це слiд матрицi ρL, який можна
записати в такому виглядi,

⟨L⟩ = TrρL.

Урок полягає в наступному: Для того, щоб обчислити матрицю щiльностi
Оленочки ρ, нам потрiбно знати повну хвильову функцiю, у тому числi її
залежнiсть вiд змiнних Iванушки. Але як тiльки ми знаємо ρ, ми можемо
забути, звiдки вона взялася, i використовувати її для розрахунку очiкува-
них результатiв спостереження Оленки. Як простий приклад, ми можемо
використовувати ρ i обчислити ймовiрнiсть P (a) того, що система Оленки
опиниться в станi a пiсля виконання вимiрювання. Для визначення P (a) ми
починаємо з P (a, b), ймовiрностi того, що комбiнована система перебуває у
станi |ab⟩. Це дається таким виразом

P (a, b) = ψ∗(a, b)ψ(a, b).

За стандартними правилами ймовiрностi, якщо пiдсумовувати b, то ми
отримуємо ймовiрнiсть для a:

P (a) =
∑
b

ψ∗(a, b)ψ(a, b).

Це не що iнше, як дiагональний елемент матрицi щiльностi:

P (a) = ρaa. (7.124)

Нижче наведено деякi властивостi матрицi щiльностi:

•Матриця щiльностi є ермiтовою:

ρaa′ = ρ∗a′a.
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•Слiд матрицi щiльностi дорiвнює одиницi:

Tr(ρ) = 1.

Рiвняння (7.124) прояснює цю властивiсть, оскiльки його лiва сторо-
на є ймовiрнiстю. Таким чином, дана властивiсть зводиться до твер-
дження, що сума ймовiрностей всiх можливих результатiв дорiвнює
одиницi, як i має бути.

•Власними значеннями матрицi щiльностi є всi позитивнi числа, що
лежать мiж 0 i 1. Звiдси випливає, що якщо якесь власне значен-
ня дорiвнює 1, то решта дорiвнює 0. Як можна iнтерпретувати цей
результат?

•Для чистого стану:

ρ2 = ρ

Tr(ρ2) = 1

•Для змiшаного чи заплутаного стану:

ρ2 ̸= ρ

Tr(ρ2) < 1.

Останнi двi властивостi дають нам ясний математичний спосiб, як мо-
жна вiдрiзнити чистий стан вiд змiшаних станiв. Пiдсистема заплутаного
стану (наприклад, половина Оленочки iз синглетного стану) вважається
змiшаним станом.

Необхiдно уважнiше поставитися до цих двох властивостей. Для про-
стоти ми будемо припускати, що ρ є дiагональною матрицею, iншими сло-
вами, всi його недiагональнi елементи дорiвнюють нулю. Це спрощення не
впливає на спiльнiсть подальшого розгляду, оскiльки ρ є ермiтовою матри-
цею, а для будь-якої ермiтової матрицi можна знайти такий базис, в якому
вона дiагоналiзується. Звести до квадрата дiагональну матрицю дуже про-
сто: все, що нам потрiбно зробити, це звести у квадрат кожен окремий
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елемент. Оскiльки ρ представляє змiшаний стан, а дiагональнi елементи ρ
у сумi дають одиницю, то жоден з дiагональних елементiв ρ не може до-
рiвнювати 1. В iншому випадку, ρ буде чистим станом. Отже, ρ повинна
мати принаймнi два позитивнi дiагональнi елементи, кожен з яких менше
1. Зведення цих елементiв квадрат, дає нову матрицю ρ2, елементи якої ще
менше. Це пояснює обидвi властивостi ρ у разi змiшаного стану.

Перед тим, як ви спробуєте виконати такi вправи, я згадаю ще одну
рiч про слiд. Виявляється, що слiд має багато цiкавих математичних вла-
стивостей. Однiєю з найбiльш корисних властивостей i те, що слiд твори
двох матриць залежить вiд порядку множення. Iншими словами,

TrAB = TrBA,

якщо, навiть

AB ̸= BA.

Я говорю про це, тому що ви iнодi бачитимете слiд матрицi щiльностi,
записаний як TrLρ, замiсть TrρL. Цi два вирази еквiвалентнi.

Вправа 7.5:

1.Покажiть, що (
a 0
0 b

)2

=

(
a2 0
0 b2

)
.

2.Для

ρ =

(
1
3 0
0 2

3

)
,

Обчислiть

ρ2
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Tr(ρ)

Tr(ρ2).

3.Якщо ρ є матрицею щiльностi, чи вiдповiдає вона чистому чи змi-
шаному стану?

Вправа 7.6: Використовуйте рiвняння (7.124) i покажiть, що
якщо ρ є матрицею щiльностi, то

Tr(ρ) = 1.

7.6. Окремий приклад: Обчислення матрицi щiльностi Оленки

Досi обговорення матрицi щiльностi, можливо, було трохи абстрактним
з погляду деяких читачiв. Давайте розглянемо конкретний приклад, який
має допомогти чiткiшому уявленню про матрицю щiльностi. Нагадаємо ви-
значення матрицi щiльностi Оленочки з рiвняння (7.122):

ρa′a =
∑
b

ψ∗(a, b)ψ(a′, b). (7.125)

Зараз розглянемо вектор стану, розкладання якого за базовими векторами
має такий вигляд,

|Ψ⟩ = 1√
2
(|ud⟩+ |du⟩) .

Звернiть увагу, що два базисних вектори мають коефiцiєнт 1√
2
, тодi як

два iншi мають коефiцiєнти нуль (тобто не входять у вираз для обраного
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вектора стану - ця частина мала б наступний вигляд 0×(⟨uu|+ ⟨dd|)). Стан
нормований, оскiльки сума квадратiв коефiцiєнтiв дорiвнює 1. Крiм того,
всi чотири коефiцiєнти виявляються дiйсними (не комплексними) числами,
що спрощує процес комплексного сполучення.

Давайте обчислимо матрицю щiльностi Оленки для цього стану. По-
перше, випишемо значення хвильової функцiї ψ(a, b) для всiх можливих
значень a та b. Нагадаємо, що це всього лише множники при базисних
векторах:

ψ(u, u) = 0

ψ(u, d) =
1√
2

ψ(d, u) =
1√
2

ψ(d, d) = 0.

Далi, ми використовуємо цi чотири рiвняння для розрахунку кожного еле-
мента матрицi щiльностi Оленочки шляхом явного пiдсумовування рiвня-
ння (7.125). Зауважимо, що у кожному доданку виду ψ∗(a, b)ψ(a′, b) iндекс
Iванушки однакова для обох спiвмножникiв. Ось що виходить:

ρuu = ψ∗(u, u)ψ(u, u) + ψ∗(u, d)ψ(u, d) =
1

2
ρud = ψ∗(u, u)ψ(d, u) + ψ∗(u, d)ψ(d, d) = 0

ρdu = ψ∗(d, u)ψ(u, u) + ψ∗(d, d)ψ(u, d) = 0

ρdd = ψ∗(d, u)ψ(d, u) + ψ∗(d, d)ψ(d, d) =
1

2
.

Цi значення є елементами матрицi 2× 2:

ρ =

(
1
2 0
0 1

2

)
. (7.126)
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Слiд нашої матрицi дорiвнює одиницi. Ось ми i знайшли матрицю щiльно-
стi для випадку, що розглядається.

Вправа 7.7: Використовуйте рiвняння (7.126) i обчислiть ρ2. Як
цей результат показує, що ρ вiдповiдає заплутаному стану? Далi ми по-
кажемо, що iснують i iншi способи з’ясувати, чи є цей стан заплутаним
чи нi.

Вправа 7.8: Розгляньте такi стани:

|ψ1⟩ =
1

2
(|uu⟩+ |ud⟩+ |du⟩+ |dd⟩)

|ψ2⟩ =
1√
2
(|uu⟩+ |dd⟩)

|ψ3⟩ =
1

5
(3 |uu⟩+ 4 |ud⟩) .

Для кожного з них обчислiть матрицю щiльностi Оленочки та матрицю
щiльностi Iванки. Перевiрте їх властивостi.

7.7. Критерiї заплутаностi

Припустимо, що я дав Вам функцiю хвилi

ψ(a, b)

складової системи SAB. Чи можете Ви сказати, чи є вiдповiдний стан за-
плутаним чи нi? Я не маю на увазi експериментальну перевiрку, а лише
математичну процедуру. Крiм того, можна запитати про те, чи iснують
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рiзнi ступенi заплутаностi чи нi. Якщо так, як можна було б кiлькiсно оцi-
нити їх?

Заплутанiсть є квантово-механiчним узагальненням кореляцiї. Iншими
словами, це вказує на те, що Оленка може дiзнатися щось про половину си-
стеми Iванушки шляхом вимiрювання її власної пiдсистеми. У класичному
прикладi попередньої лекцiї я проiлюстрував iдею кореляцiї з використа-
нням монет. Якщо Оленка виявила монету, яку Баба-яга дала їй, то вона
не тiльки знає, що її власна монета – це копiйка чи п’ятак, але вона також
знає, яка монета в Iванушки. Це — експериментальна картина. Математи-
чне визначення кореляцiї зводиться до того, що функцiя ймовiрностi P (a, b)
не факторизується (тобто вона не виглядає як рiвняння (6.94)). Щоразу,
коли розподiл ймовiрностей не факторизується, iснують вiдмiннi вiд нуля
кореляцiї, як я описав у нерiвностi (6.93).

7.7.1. Демонстрацiя заплутаностi за допомогою кореляцiй

Припустимо, що A є спостережуваною Оленкою, а B є спостережува-
ною Iванкою. Спiввiдношення мiж ними визначається в термiнах середнiх
значень (також вiдомих як очiкуванi значення) окремих спостережуваних
та їх твори. Припустимо, що

⟨A⟩

⟨B⟩

⟨AB⟩

Iснують вiдповiднi середнi значення. Корелятор C(A,B) для станiв A i B
визначається наступним чином

C(A,B) = ⟨AB⟩ − ⟨A⟩ ⟨B⟩ .
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Вправа 7.9: Для будь-якої спостережуваної величини Оленочки
A i спостережуваної величини Iванушки B покажiть, що для станiв, що
факторизуються (тобто такого стану складової системи, яке предста-
вимо у виглядi добутку станiв пiдсистем), кореляцiя C(A,B) дорiвнює
нулю.

З цiєї вправи ми можемо дiзнатися щось про заплутанiсть. Якщо си-
стема знаходиться в такому станi, в якому можна знайти двi A i B, якi
скорельованi, тобто, C(A,B) ̸= 0, то такий стан є заплутаним. Корелятор
визначаються так, щоб мати значення в дiапазонi вiд −1 до +1. Цi край-
нi значення є максимально можливими негативними i позитивними коре-
ляцiями. Чим бiльша величина C(A,B), тим заплутанiшим є стан. Якщо
C(A,B) = 0, то немає жодної кореляцiї (i нiякої заплутаностi) взагалi.

7.7.2. Демонстрацiя заплутаностi за допомогою матрицi щiльностi

Для обчислення кореляцiй необхiдно знати дещо, як про частину Iва-
нушки так i про частину Оленки, поряд зi знанням власне хвильової фун-
кцiї системи. Проте iснує такий тест для заплутаностi, яка вимагає знан-
ня лише матрицi щiльностi Оленки (або Iванушки). Припустимо, що стан
складової системи |Ψ⟩ виражається у виглядi твору спiвмножника Iвану-
шки |ϕ⟩ i спiвмножника Оленочки |ψ}, тобто це стан, що факторизується.
Це означає, що хвильова функцiя складової системи теж виражається у
виглядi твору множника Iванушки та множника Оленки:

ψ(a, b) = ψ(a)ψ(b).

Тепер давайте обчислимо матрицю щiльностi Оленки. Використовуємо ви-
значення (7.122) та отримуємо

ρa′a = ψ∗(a)ψ(a′)
∑
b

ϕ∗(b)ϕ(b).

У разi, коли стани Iванушки нормалiзованi, маємо
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∑
b

ϕ∗(b)ϕ(b) = 1,

що спрощує матрицю щiльностi Оленки:

ρa′a = ψ∗(a)ψ(a′). (7.127)

Це залежить тiльки вiд змiнних Оленочки. Все, що нам потрiбно знати про
систему Оленки мiститься в хвильовiй функцiї Оленки.

Тепер, я збираюся довести ключову теорему про власнi значення ма-
трицi щiльностi Оленки, у тому випадку, коли стан складової системи фа-
кторизується. Ця теорема правильна лише не заплутаних станiв i служить
їхньої iдентифiкацiї. Теорема стверджує, що для будь-якого факторизиру-
емого стану, матриця щiльностi Оленки (або Iванушки) має точно одне не
нульове власне значення, i це власне значення точно 1. Почнемо теорему,
записавши рiвняння на власнi значення для матрицi ρ:∑

a′

ρa′aαa′ = λαa.

Iншими словами, матриця ρ, що дiє на вектор-стовпець α повертає той
же вектор, помножений на число λ, яке називається власним значенням
(а такий вектор називається власним вектором). Використовуючи простий
вигляд ρ з рiвняння (7.127), ми можемо написати

ψ(a′)
∑
a

ψ∗(a)αa = λαa′. (7.128)

Ви можете побачити кiлька корисних речей. По-перше, наступна величина∑
a

ψ∗(a)αa
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має структуру скалярного твору. Якщо вектор-стовпець α є ортогональ-
ним до ψ, то лiва частина рiвняння (7.128) дорiвнює нулю. Такий вектор є
власним вектором матрицi щiльностi ρ з власним нульовим значенням.

Якщо розмiрнiсть простору станiв Оленки є NA, то iснують NA−1 ве-
кторiв, ортогональних до ψ. Кожен iз них є власним вектором ρ iз власним
значенням 0. Таким чином, залишається лише один можливий напрямок
для власного вектора з не нульовим власним значенням, а саме вектор
psi(a). Насправдi, якщо ми пiдставимо αa = ψ(a), ми дiйсно переконаємо-
ся, що такий вектор є власним вектором ρ iз власним значенням 1.

Пiдсумовуючи теореми: Якщо складова система Оленка-Iванушка пе-
ребуває у факторизируемом станi, то матриця щiльностi Оленки (або Iвану-
шки) має одне i тiльки одне власне значення, рiвне 1, а всi iншi дорiвнюють
нулю. Крiм того, власний вектор з не нульовим власним значенням не що
iнше, як хвильова функцiя пiдсистеми Оленки.

У цiй ситуацiї пiдсистема Оленки перебуває у чистому станi. Всi спо-
стереження Оленки описуються так, як якщо б Iванка i його пiдсистема
нiколи не iснував i пiдсистема Оленки була б iзольованою системою, що
описується хвильовою функцiєю ψ(a′).

Крайньою протилежнiстю до чистого стану є максимально заплута-
ний стан. Максимально заплутаний стан - це стан такої складової системи,
для якої нiчого не вiдомо нi про яку з її пiдсистем, тодi як усi (що допу-
скається квантовою механiкою) вiдомо про саму складову систему. Стан
|синглет⟩ є максимально заплутаним станом.

Коли Оленка обчислює свою матрицю щiльностi в максимально за-
плутаному станi, вона знаходить щось дуже невтiшне: матриця щiльностi
пропорцiйна поодинокiй матрицi. Усi власнi значення рiвнi, i, враховуючи,
що їхня сума повинна дорiвнювати одиницi, кожне власне значення дорiв-
нює 1/NA. Iншими словами (для максимально заплутаного стану),

ρa′a =
1

NA
δa′a. (7.129)

Чому розчарована Оленка? Щоб вiдповiсти на це питання, повернiться до
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рiвняння (7.124). Це рiвняння свiдчить, що можливiсть виявити конкре-
тний стан визначається вiдповiдним дiагональним елементом ρ. Проте
рiвняння (7.129) говорить нам, що всi ймовiрностi рiвнi. Що може бути
менш iнформативним, нiж такий безструктурний розподiл ймовiрностей,
за якого кожен можливий результат рiвноймовiрний?

Максимальна заплутанiсть передбачає повну вiдсутнiсть iнформацiєю
про пiдсистему Оленки для експериментiв, якi виконуються тiльки з однiєю
пiдсистемою (пiдсистемою Оленки). З iншого боку, це означає велику ко-
реляцiю мiж вимiрами Оленочки та вимiрами Iванушки. Для синглетного
стану, якщо Оленка вимiрює будь-яку складову її спина, вона автомати-
чно знає результат, який би отримав Iванушка, якби вiн вимiрював ту саму
складову, але для свого спина. Це саме той вид знання, який вiдсутнiй у
станах, що факторизуються.

Таким чином, у кожному типi станiв деякi речi є передбачуваними,
а iншi нi. У факторизируемом станi, ми можемо зробити статистичнi пе-
редбачення про вимiри, виконанi в кожнiй окремiй пiдсистемi, при цьому
вимiри Оленки не говорять їй нiчого про систему Iванушки. З iншого боку,
в максимально заплутаному станi, Оленка не може передбачити нiчого про
свої власнi вимiри, але вона знає багато про зв’язок мiж результатами її
вимiрювань та результатами вимiрювань Iванушки.

7.8. Процес вимiрювання

Ми бачили, що квантовi системи еволюцiонують декiлькома рiзними
способами. I цi методи непримиренно рiзнi. З одного боку, це унiтарна ево-
люцiя мiж вимiрами. З iншого боку, це колапс хвильової функцiї, коли ви-
мiри вiдбуваються. Ця обставина призвела до спекотних суперечок щодо
так званої реальностi. Я триматимусь осторонь цих дискусiй i дотримува-
тимусь фактiв. Пiсля того, як ви дiзнаєтеся, як працює квантова механiка,
ви можете вирiшити для себе бачите ви тут проблему чи нi.

Давайте почнемо з зауваження, що кожен вимiр включає систему i ви-
мiрювальний пристрiй. Але якщо квантова механiка є послiдовною теорiєю,
то вона повинна забезпечити можливiсть об’єднати систему та пристрiй у
єдину бiльшу систему. Для простоти давайте як систему вiзьмемо одини-
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чний спiн. Прилад А це той самий прилад, що ми використовували у першiй
лекцiї. Вiконце в приладi може показувати три значення. Перше значення
“порожньо” (надалi будемо його позначати буквою “b′′ - вiд англiйського
blank), коли вiконце нiчого не показує, представляє нейтральний стан апа-
рата перед тим, як вiн вступає в контакт зi спином. Два iнших значення
це +1 i −1, якi показують два можливi результати вимiру.

Якщо пристрiй є квантовою системою (звичайно, це має бути так), то
воно описується простором станiв. У найпростiшому описi, пристрiй має
три стани: порожнiй стан i два стани результату. Таким чином, базовими
векторами для пристрою є

|b}

|+ 1}

| − 1}.

Як базовi стани спина можна взяти звичайнi стани “вгору” i “вниз”:

|u⟩

|d⟩ .

З цих двох наборiв базисних векторiв ми можемо побудувати складовий
простiр станiв (тензорний твiр), який має шiсть базисних векторiв

|u, b⟩

|u,+1⟩

|u,−1⟩

|d, b⟩

|d,+1⟩

|d,−1⟩ .
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Детальний механiзм того, що вiдбувається, коли система взаємодiє з при-
строєм може бути складним, але ми можемо зробити деякi припущення
про те, як сукупна система еволюцiонує. Припустимо, що початковий стан
апарату “порожньо”, а початковий стан спина “вгору” (u). Пiсля того, як
апарат взаємодiє зi спином, кiнцевим станом (за припущенням) є

|u,+1⟩ .

Iнакше кажучи, взаємодiя залишає спiн незмiнним, але переводить вимi-
рювальний пристрiй у стан +1. Запишемо це як

|u, b⟩ → |u,+1⟩ . (7.130)

Так само ми можемо зажадати, щоб, якщо спин знаходиться в станi "вниз"(d),
то прилад переводиться в стан −1:

|d, b⟩ → |d,−1⟩ . (7.131)

Так що, дивлячись на апарат пiсля того, як вiн провзаємодiє зi спином, ви
можете сказати, в якому станi спин був спочатку. Тепер, давайте припу-
стимо, що початковий стан спина є бiльш загальним, а саме:

αu |u⟩+ αd |d⟩ .

Якщо ми включимо вимiрювальний апарат як частину системи, то поча-
тковий стан буде таким,

αu |u, b⟩+ αd |d, b⟩ . (7.132)
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Цей початковий стан є станом, що факторизується, а саме, воно є твiр
початкового спинового стану i стану апарату “порожньо”. Ви можете пере-
вiрити, що такий стан зовсiм не заплутаний.

Вправа 7.10: Перевiрте, що вектор стану (7.132) вiдповiдає аб-
солютно не заплутаному стану.

Оскiльки ми знаємо з рiвнянь (7.130) i (7.131) як окремi члени (7.132)
еволюцiонують, ми можемо легко визначити кiнцевий стан:

αu |u, b⟩+ αd |d, b⟩ → αu |u,+1⟩+ αd |d,−1⟩ .

Цей кiнцевий стан є заплутаним станом. Бiльше того, якщо αu = −αd, це
буде максимально заплутаний синглетний стан. Справдi, можна подивити-
ся на апарат i вiдразу сказати, який стан у спина: якщо пристрiй показує
+1, то спин знаходиться в станi "вгору i якщо воно показує −1, то спин -
вниз ”. Крiм того, ймовiрнiсть того, що апарат показує +1 є

α∗
uαu.

Це число є ймовiрнiсть - точно таку ж як i вихiдна ймовiрнiсть того, що
спин був у станi "вгору". У такому описi вимiрювання нiякого колапсу
хвильової функцiї не вiдбувається. Натомiсть, у результатi унiтарної ево-
люцiї вектора стану складової системи (спин та вимiрювальний пристрiй)
виникає заплутанiсть мiж станом вимiрювального пристрою та системою
(спином), яка вимiрюється.

Єдина проблема у тому, що, у певному сенсi, ми просто вiдстрочила
труднощi. Не цiлком задовiльним є твердження, що вимiрювальний при-
лад знає в якому станi знаходиться спин, доки експериментатор, скажiмо
Оленка, не глянула на вiконце i не побачила показання приладу. Хiба не
правда те, що пiсля того, як вона глянула на вiконце, то стався колапс
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хвильової функцiї складової системи? I так i нi. З погляду Оленки вiдпо-
вiдь, так; вона зробить висновок, що як апарат, так i спин, знаходяться в
одному з двох можливих станiв i дiятиме вiдповiдним чином. Тобто, з її
точки зору стався колапс хвильової функцiї, в стан, що описується одним
з членiв суми (вiдповiдному тому, що Оленка побачила у вiконцi, +1 або
−1).

Але тепер давайте залучимо Iвана. Досi вiн не взаємодiяв нi зi спином,
нi з влаштуванням, нi з Оленкою. На його думку, всi три пiдсистеми, а
саме, спин, пристрiй i Оленка, утворюють єдину квантову систему i нiяко-
го колапсу хвильової функцiї не вiдбувається, коли Оленка дивиться на
апарат. Натомiсть, Iванко каже, що Оленка виявилася заплутаною з двома
iншими частинами складової системи.

Все це чудово, але що вiдбувається, коли Iванко дивиться на Оленку?
Для своїх цiлей, вiн колапсує хвильову функцiю трикомпонентної систе-
ми (спин, вимiрювальний пристрiй, Оленка). Але на цей випадок є стара
добра Баба-яга, яка скаже, що всi чотири пiдсистеми, а саме, спин, при-
стрiй, Оленка та Iванка утворюють єдину квантову систему i нiякого кола-
псу хвильової функцiї не вiдбувається, коли Iванко дивиться на Оленку. I
так можна продовжувати до нескiнченностi, включаючи все нових i нових
спостерiгачiв до складу квантової системи, що все бiльше i бiльше збiль-
шується, поки ... ми не включимо весь всесвiт. А потiм що робити? Ось про
це i сперечаються вченi i фiлософи i кiнця краю цiй суперечцi не видно..
як, втiм, i особливого сенсу в такiй суперечцi.

Питання в тому, чи колапсує новий учасник хвильову функцiю систе-
ми, на яку вiн дивиться, чи стає заплутаною частиною цiєї системи? Чи
є абсолютний стороннiй спостерiгач? Я не намагатимуся вiдповiсти на цi
питання, але я пiдкреслю те, що має бути очевидним. А саме, що квантова
механiка є послiдовним обчисленням ймовiрностей для певного виду екс-
перименту за участю системи та устрою. Ми використовуємо цю теорiю i
вона працює. Але коли ми намагаємося ставити питання про фундамент,
на якому стоїть квантова теорiя, ми опиняємось у безвиходi.
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7.9. Заплутанiсть та локальнiсть

Чи порушує квантова механiка локальнiсть? Деякi люди думають, що
так. Ейнштейн виступав проти "примарної дiї на вiдстанi яка, за його твер-
дженням, притаманна квантовiй механiцi. А Джон Белл став майже куль-
товою фiгурою, довiвши, що квантова механiка є нелокальною.

З iншого боку, бiльшiсть фiзикiв-теоретикiв, особливо тих, хто вивчає
квантову теорiю поля, пронизану заплутанiстю, стверджують протилежне:
квантова механiка правильно вiдображає (описує, передає) локальнiсть.

Проблема, звiсно, у тому, що цi двi групи людей розумiють локальнiсть
по-рiзному. Почнемо з того, що розумiють пiд локальнiстю теоретики, що
займаються квантовою теорiєю поля. З їхньої точки зору, локальнiсть має
тiльки одне значення: не можна надiслати сигнал швидше, нiж швидкiсть
свiтла. Я покажу вам, як квантова механiка забезпечує дотримання цього
правила.

Спершу, дозвольте менi уточнити визначення системи Оленки та си-
стеми Iванушки. Досi я використовував термiн система Оленки для позна-
чення такої системи, яку Оленка може переносити з собою i над якою вона
може виконувати тi чи iншi вимiрювання. У цьому ж роздiлi, я буду вико-
ристовувати цей термiн, щоб позначити щось iнше, а саме: система Оленка
складається не тiльки з якоїсь системи, яку Оленка має, але й сама Оленка
є частиною системи. I вимiрювальний прилад, який може використовувати
Оленка, теж є частиною того, що я в цьому роздiлi розумiтиму пiд тер-
мiном система Оленка. Звичайно, все це стосується i системи Iванушки.
Базиснi кет-вектори

|a}

описують все те, що доступне Оленцi. Аналогiчно, кет-вектора

|b⟩

описують усе, що є Iванушцi. I, нарештi, тензорний витвiр станiв
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|ab⟩

визначає об’єднання те, що доступне Оленцi та Iванцi.
Вважатимемо, що Оленка та Iванка, можливо, були досить близькi,

щоб взаємодiяти колись у минулому, але нинi Оленка знаходиться на Альфi
Центавра, а Iванушки знаходиться в Пало-Альто. Хвильова функцiя для
системи Оленка-Iванушка є

ψ(ab),

i вона може бути заплутаною. Повний опис Оленкою її системи, її апарату,
i її самої мiститься в її матрицi щiльностi ρ:

ρaa′ =
∑
b

ψ∗(a′b)ψ(ab). (7.133)

Розглянемо таке запитання: Чи може Iванко, зi свого боку, зробити щось,
щоб миттєво змiнити матрицю щiльностi Оленки? Майте на увазi, що Iван-
ко може робити тiльки те, що дозволяють закони квантової механiки. Зокре-
ма, еволюцiя Iванушки, незалежно вiд її причини, має бути унiтарною.
Iншими словами, така еволюцiя має описуватися унiтарною матрицею

Ubb′.

Матриця U є все, що може статися або вiдбувається iз системою Iванушки,
незалежно вiд того чи виконує Iванушка експеримент чи нi. Ця унiтарна
матриця дiє на хвильову функцiю i результатом є також хвильова функцiя
(така чи iнша). Будемо називати її "кiнцевою"хвильовою функцiєю:

ψfinal(ab) =
∑
b′

Ubb′ψ(ab
′).
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Запишемо також комплексно сполучене вираз:

ψ∗
final(a

′b) =
∑
b′′

ψ∗(a′b′′)U†
b′′b.

Звернiть увагу, що ми додали штрихи до деяких символiв, щоб уникнути
плутанини на наступному кроцi. Тепер давайте обчислимо нову матрицю
щiльностi Оленки. Ми будемо використовувати рiвняння (7.134), в якому
використовуємо кiнцеву функцiю хвилi:

ρaa′ =
∑
b,b′,b′′

ψ∗(a′b′′)U†
b′′bUbb′ψ(ab

′).

Знову тут багато iндексiв, але математика не така складна, як це виглядає.
Насправдi, матрицi U входять до наступної комбiнацiї

U†
b′′bUbb′.

Ця комбiнацiя нi що iнше як твiр матриць U†U. Але нагадаємо, що U є
унiтарною матрицею. Це говорить про те, що твiр U†U є просто одинична
матриця δb′′b′. Як i ранiше, це лише зводиться до iнструкцiї, щоб викори-
стовувати тiльки такi доданки, в яких виконана умова b′′ = b′, i iгнорувати
всi iншi. За допомогою цього спрощення ми отримуємо

ρaa′ =
∑
b

ψ∗(a′b)ψ(ab).

описують усi тi, що доступнi Оленцi. Аналогiчно, кет-вектора

|b⟩

описують усе, що є Iванушцi. I, нарештi, тензорний витвiр станiв

|ab⟩
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визначає об’єднання те, що доступне Оленцi та Iванцi.
Слiд вважати, що Оленка та Iванка, можливо, були досить близькi,

щоб взаємодiяти колись у минулому, але нинi Оленка знаходиться на Альфi
Центавра, а Iванушки знаходиться у Пало-Альто. Хвильова функцiя для
системи Оленка-Iванушка є

ψ(ab),

i вона може бути заплутаною. Оленкою її системи, її апарату, i її самої
мiститься в її матрицi щiльностi ρ:

ρaa′ =
∑
b

ψ∗(a′b)ψ(ab). (7.134)

Розглянемо таке запитання: Чи може Iванко, зi свого боку, зробити щось,
щоб миттєво змiнити матрицю щiльностi Оленки? Майте на увазi, що Iван-
ко може робити лише тi, що дозволяють закони квантової механiки. Зокре-
ма, еволюцiя Iванушки, незалежно вiд її причини, має бути унiтарною.
Iншими словами, така еволюцiя має описуватися унiтарною матрицею.

Ubb′.

Матриця U є все, що може статися або вiдбувається iз системою Iванушки,
незалежно вiд того чи виконує Iванушка експеримент чи нi. Ця унiтарна
матриця дiє на хвильову функцiю i результатом є також хвильова функцiя
(така чи iнша). Будемо називати її "кiнцевою"хвильовою функцiєю:

ψfinal(ab) =
∑
b′

Ubb′ψ(ab
′).

Запишемо також комплексно спiльне вираз:
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ψ∗
final(a

′b) =
∑
b′′

ψ∗(a′b′′)U†
b′′b.

Звернiть увагу, що ми додали штрихи до деяких символiв, щоб уникнути
плутанини на наступному кроку. Тепер давайте обчислимо нову матрицю
щiльностi Оленки. Ми будемо використовувати рiвняння (7.134), в якому
використовуємо кiнцеву функцiю хвилi:

ρaa′ =
∑
b,b′,b′′

ψ∗(a′b′′)U†
b′′bUbb′ψ(ab

′).

Знову тут багато iндексiв, але математика не така складна, як це виглядає.
Насправдi, матрицi U входять до наступної комбiнацiї

U†
b′′bUbb′.

Ця комбiнацiя нi що iнше як твiр матриць U†U. Але нагадаємо, що U є
унiтарною матрицею. Це говорити про те, що твiр U†U є просто одинична
матриця δb′′b′. Як i ранiше, це лише зводиться до iнструкцiї, щоб викори-
стовувати тiльки такi додатки, в яких виконана умова b′′ = b′, i iгнорувати
всi iншi. За допомогою цього упрощення ми отримуємо

Останнiм елементом програми є генератор випадкових чисел, який ви-
дає результат вимiру +1 або −1 з ймовiрностями α∗

uαu i α∗
dαd, вiдповiдно.

Майте на увазi, що генератори випадкових чисел є насправдi генераторами
випадкових чисел; вони є симуляторами випадкових чисел. Вони заснованi
на класичних детермiнованих механiзмах, використовуючи такi речi, як,
наприклад, цифри числа π для генерування чисел. Тим не менш, вони до-
сить хорошi, щоб ввести вас в оману.

Гра починається, i комп’ютер постiйно оновлює значення αu та αd. Ви
чекаєте до певного часу, а потiм натискаєте кнопку M. Потiм за допомогою
генератора випадкових чисел гра видає результат, який вiдображається на
екранi. Грунтуючись на цьому результатi, комп’ютер оновлює стан спина
шляхом колапсу хвильової функцiї у стан, який вiдповiдає результату вимi-
рювання, тобто показанню вiкна апарата. Якщо результат дорiвнює +1, то
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значення αd обнулюється, а значення αu стає рiвним одиницi. Якщо резуль-
тат вимiрювання дорiвнює −1, то значення αd скидається на одиницю, а
значення αu скидається в нуль. Потiм рiвняння Шредiнгера знову починає
роботу, поки Ви знову не натиснете кнопку M.

Будучи хорошим експериментатором, ви виконуєте багато випробу-
вань i набираєте переконливу статистику, яку ви порiвнюєте iз прогнозами
квантової механiки. Якщо все працює правильно, ви робите висновок, що
квантова механiка є правильним описом того, щоб не було в комп’ютерi.
Звичайно, комп’ютер все ще повнiстю класичний, але вiн iмiтує квантовий
спин без особливих труднощiв.

Тепер давайте спробуємо те саме з двома комп’ютерами, A i B, iмiту-
ючи два квантовi спини. Якщо спини починають у факторизованому станi
i нiколи не взаємодiють мiж собою, ми можемо просто грати в гру на ко-
жному з двох комп’ютерiв, без будь-якого взаємного впливу. Але тепер,
Оленка, Iванко, i Баба-яга повертаються, щоб допомогти нам. Баба-яга,
звичайно ж, хоче створити заплутану пару (спинiв). Вона починає з того,
що з’єднує два комп’ютери за допомогою кабелю для формування одного
комп’ютера, i ми припускаємо, що кабель може надсилати миттєвi сигнали.
У своїй пам’ятi комбiнований комп’ютер тепер зберiгає чотири комплекснi
числа,

αuu, αud, αdu, αdd,

та оновлює цi числа, використовуючи рiвняння Шредiнгера (для двох спи-
нiв). Екран кожного комп’ютера вiдображає вiдповiдний пристрiй. Екран
комп’ютера Оленки показує апарат A, а екран Iванушки показує апарат B.
Кожен вiртуальний апарат то, можливо орiєнтований незалежно друг вiд
друга i кожен iз новачкiв може бути незалежно активований власної кно-
пкою M. Коли натискається будь-яка з цих кнопок M, сумiсна пам’ять (за
допомогою генератора випадкових чисел) посилає сигнал на вiдповiдний
апарат i видає результат.

Чи може цей пристрiй насправдi iмiтувати квантову механiку дво-
спiнової системи? Так, воно може, але до тих пiр, поки кабель з’єднує
комп’ютери не вiдключається, i до тих пiр, поки вiн може надсилати повi-
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домлення миттєво. Але якщо стан системи не факторизується, то роз’єднання
комп’ютерiв зруйнує моделювання.

Чи можемо ми довести це? Знову ж таки, вiдповiдь так - i в цьому
полягає iстота теореми Белла. Будь-яке класичне iмiтування квантової ме-
ханiки, у тому випадку, коли пiдсистеми Оленки та Iванки просторово роз-
дiленi, може бути успiшним лише тодi, коли є кабель (здатний миттєво
передавати сигнал), що з’єднує окремi комп’ютери та центральну пам’ять,
що зберiгає та оновлює вектор стану всiєї системи.

Але хiба це не означає, що iнформацiя, що порушує локальнiсть, може
передаватися через такий кабель? Так, саме це воно й означало б, якби
Оленка, Iванко, i Баба-яга могли б робити все те, що нерелятивiстська
класична механiка дозволяє їм робити. Однак, якщо операцiї, якi дозво-
ленi, iмiтують квантовi операцiї, то вiдповiдi немає. Як ми вже бачили,
квантова механiка не дозволяє матрицi щiльностi Оленки бути порушеною
будь-якою дiєю Iванушки.

Ця проблема не є проблемою власне квантової механiки. Це пробле-
ма моделювання квантової механiки за допомогою класичного комп’ютера
(заснованого на класичнiй Булевiй логiцi). У цьому полягає (загалом) змiст
теореми Белла: Класичнi комп’ютери мають бути з’єднанi миттєвим кабе-
лем у тому, щоб моделювати заплутанi стану.

7.10. Заплутанiсть: Пiдбиття пiдсумкiв

Зi всiх суперечливих здоровому глузду iдей, якi квантова механiка
обрушує на нас, заплутанiсть, мабуть, є iдеєю, яку найважче прийняти.
Не iснує жодного класичного аналога системи, чиє повне опис не мiстить
жодної iнформацiї про її окремi частини. Нелокальнiсть напрочуд важко
пiддається визначенню (тобто важко сформулювати, що таке нелокаль-
нiсть). Найкращий спосiб прийти у згоду з цими важкими питаннями, так
це просто засвоїти математику та застосовувати її. Нижче наведено сти-
слий виклад того, що ми дiзналися про заплутанiсть. Зокрема, ми спробу-
вали намiтити рiзницю мiж заплутаним, не заплутаним i частково заплу-
таним станами шляхом створення "Пiдсумкових листiв "для трьох кон-
кретних прикладiв - синглетного стану, факторизируемого стан, i "майже

208



Ще про запутанiсть

синглетного "стану. Ми сподiваємось, що це допоможе прояснити матема-
тичнi подiбностi та вiдмiнностi. Будь ласка, витратите деякий час, щоб
розглянути цей матерiал та виконати вправи, перш нiж рухатися далi.
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Вектор стану. Пiдсумковий лист 1
Назва: Факторизуемо станiв (Немає заплутаностi)
Необхiдно для: Надмiрна локальнiсть, уособлення класичних систем
Опис: Кожна пiдсистема може бути повнiстю описана. Немає кореляцiй
мiж пiдсистемами Оленки та Iванушки.
Вектор стану:

αuβu |uu⟩+ αuβd |ud⟩+ αdβu |du⟩+ αdβd |dd⟩

Нормування:
α∗
uαu + α∗

dαd = 1,

β∗
uβu + β∗

dβd = 1

Матриця щiльностi: матриця щiльностi Оленки має рiвно одне не-
нульове власне значення, яке дорiвнює 1. Тодi власним вектором iз цим
ненульовим власним значенням є хвильова функцiя пiдсистеми Оленки.
Те саме стосується i Iванушки.
Хвильова функцiя: Факторизується

ψ(a)ϕ(b)

Очiкуванi значення:

⟨σx⟩2 + ⟨σy⟩2 + ⟨σz⟩2 = 1

⟨τx⟩2 + ⟨τy⟩2 + ⟨τz⟩2 = 1

Кореляцiя:
⟨σzτz⟩ − ⟨σz⟩ ⟨τz⟩ = 0

210



Ще про запутанiсть

Вектор стану. Пiдсумковий лист 2
Назва : Синглетний стан (Максимально заплутаний)
Необхiдно для: Нелокальностi, повної квантової таємничостi
Опис: Складова система як цiле може бути описана. Однак нi пiдсисте-
ма Оленочки нi пiдсистема Iванушки окремо не можуть бути описанi.
Вектор стану:

1√
2
(|ud⟩ − |du⟩)

Нормування:

ψ∗
uuψuu + ψ∗

udψud + ψ∗
duψdu + ψ∗

ddψdd = 1

Матриця щiльностi:
Для складової системи: ρ2 = ρ i Tr(ρ2) = 1.
Пiдсистема Оленочки: Матриця щiльностi пропорцiйна поодинокiй ма-
трицi i має однаковi власнi значення, якi в сумi дають одиницю. Звiдси
випливає, що кожен (можливий) результат вимiру має рiвну ймовiр-
нiсть. ρ2 ̸= ρ, i Tr(ρ2) < 1.
Хвильова функцiя: Не факторизована, ψ(a, b)
Очiкуване значення:

⟨σz⟩ , ⟨σx⟩ , ⟨σy⟩ = 0

⟨τz⟩ , ⟨τx⟩ , ⟨τy⟩ = 0

⟨τzσz⟩ , ⟨τxσx⟩ , ⟨τyσy⟩ = −1

Кореляцiя:
⟨σzτz⟩ − ⟨σz⟩ ⟨τz⟩ = −1
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Вектор стану. Пiдсумковий лист 3
Назва : “Майже синглет” (Часткова заплутанiсть)
Необхiдно для : Нерiшучостi, Розмитостi, Труднощiв iз розрiзненням
стану “вгору” вiд стану “вниз”.
Опис : Є часткова iнформацiя про всю систему та часткова iнформацiя
про її частини. Неповнота у кожному з випадкiв.
Вектор стану: √

0.6 |ud⟩ −
√
0.4 |du⟩

Нормування:

ψ∗
uuψuu + ψ∗

udψud + ψ∗
duψdu + ψ∗

ddψdd = 1

Матриця щiльностi:
Вся система: ρ2 ̸= ρ i Tr(ρ2) < 1.
Пiдсистема Оленочки: ρ2 ̸= ρ, i Tr(ρ2) < 1.
Хвильова функцiя: Не факторизована: ψ(a, b)
Очiкуване значення:

⟨σz⟩ = 0.2

⟨σx⟩ , ⟨σy⟩ = 0; ⟨τz⟩ = −0.2

⟨τx⟩ , ⟨τy⟩ = 0

⟨τzσz⟩ = −1

⟨τxσx⟩ = −2
√
0.24

Кореляцiя:
⟨σzτz⟩ − ⟨σz⟩ ⟨τz⟩ = −0.96
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Вправа 7.11: Обчислiть матрицю щiльностi Оленки для σz у
разi майже синглетного стану.

Вправа 7.12: Перевiрте чисельнi множники у всiх пiдсумкових
аркушах.
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8. Частинки та хвилi

Art and Lenny have had enough entanglement for now. They’re ready for
something simpler.

Lenny: Hey Hilbert, do you have anything in one dimension?
Hilbert: Let me check. Single dimensions are very popular lately. Someti-

mes we run out.
Art: I’d settle for something classical, if that’s all you have.
Hilbert: Not here, friend. We’d lose our license.
Art: Good point.

Для людини з вулицi квантова механiка це наука про те, що свiтло
- це частинки, а електрони - це хвилi. Але досi я майже не згадував про
частинки, i єдина згадка про хвилi була хвильова функцiя, яка досi не мала
нiчого спiльного з хвилями. Тому виникає питання, коли ж ми приступимо
до "справжньої"квантової механiки?

Вiдповiдь на це питання, звичайно, полягає в тому, що справжня кван-
това механiка не стiльки про частинки i хвилi, скiльки про класичнi логiчнi
принципи, якi регулюють поведiнку цих самих хвиль i частинок. Дуалiзм
хвиля - частка природним чином випливає з того, що ми вже вивчили в
попереднiх лекцiях. I ми в цьому переконаємось у справжнiй лекцiї. Але
перш нiж ми приступимо до фiзики, я хочу нагадати трохи математики,
трохи з того, що ми вже стосувалися попереднiх лекцiй i трохи нового.

8.1. Математичний вiдступ: Робота з функцiями безперервних
(не дискретних) змiнних

8.1.1. Хвильова функцiя: Короткий огляд

Ми будемо використовувати мову хвильових функцiй у цiй лекцiї, то-
му давайте спочатку повторимо те, що ми вже знаємо, перш нiж рухатися
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далi. У лекцiї 5 ми обговорювали хвильовi функцiї як абстрактнi об’єкти,
не пояснюючи, яке вони стосуються хвиль чи функцiй. Перед тим, як ви-
правити цей недогляд, я розгляну, що ми вже обговорювали ранiше.

Почнемо з вибору L, що має власнi значення λ i власнi вектори |λ⟩. Не-
хай |Ψ⟩ буде вектором стану. Оскiльки власнi вектори ермiтового оператора
утворюють повний ортонормований базис, то вектор |Ψ⟩ можна розкласти
за цим базисом,

|Ψ⟩ =
∑
λ

ψ(λ) |λ⟩ . (8.135)

Як ви пам’ятаєте з роздiлiв 5.1.2 та 5.1.3, величини

ψ(λ)

називаються хвильовою функцiєю системи. Але звернiть увагу: конкретний
вид ψ (λ) залежить вiд конкретної L, яку ми спочатку вибрали. Якщо ми
виберемо iншу спостерiгається, то хвильова функцiя (поряд з iншими ба-
зовими векторами та власними значеннями) буде iншою, незважаючи на
те, що ми все ще говоримо про той самий стан. Таким чином, ми повиннi
пояснити, що ψ (λ) є хвильовою функцiєю, пов’язаною зi станом |Ψ⟩. Слiд
сказати, що ψ (λ) є хвильовою функцiєю в L-базисi. Якщо ми використо-
вуємо властивостi ортонормованостi базисних векторiв,

⟨λi|λj⟩ = δij,

то хвильова функцiя в L-бази також може бути визначена за допомогою
скалярного твору або проекцiї вектора стану |Ψ⟩ на власнi вектори |λ⟩:

ψ(λ) = ⟨λ|Ψ⟩ .

Ви можете приймати хвильову функцiю подвiйно. Насамперед,
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хвильова функцiя це сукупнiсть компонент вектора стану у тому чи
iншому базисi.

Цi компоненти зручно зiбрати у виглядi векторного стовпця:
ψ(λ1)
ψ(λ2)
ψ(λ3)
ψ(λ4)
ψ(λ5)


З iншого боку,

хвильову функцiю можна розглядати просто як звичайну функцiю
змiнної λ.

Для кожного допустимого значення lambda, функцiя psi ( lambda) видає
результат - комплексне число. Тому можна сказати, що

ψ(λ)

є комплексною функцiєю дискретної змiнної lambda. Якщо мiркувати так,
лiнiйнi оператори стають операцiями, якi застосовуються до функцiй i ре-
зультатом яких є новi функцiї.

Остання нагадування: ймовiрнiсть того, що експеримент дасть резуль-
тат λ визначається як

P (λ) = ψ∗(λ)ψ(λ).
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8.1.2. Функцiї як вектори

До цих пiр системи, якi ми вивчали мали кiнцевi векторнi стани. На-
приклад, одиничний спин описується у двовимiрному просторi станiв. З цiєї
причини, що спостерiгалися, мали лише кiнцеве число можливих значень.
Але є складнiшi спостерiгаються, якi можуть мати нескiнченну кiлькiсть
значень. Прикладом є частка. Координати частки є спостережуваними,
але, на вiдмiну спина, координати мають нескiнченне число можливих зна-
чень. Наприклад, частинку, яка рухається вздовж осi x, можна знайти у
будь-якiй точцi x. Iншими словами, x є безперервною змiнною, на вiдмiну
вiд проекцiї спина, наприклад σz, яка є дискретною змiнною. Коли спо-
стережуванi даною системою є безперервними, хвильова функцiя дiйсно
стає функцiєю безперервної змiнної. Щоб застосувати квантову механiку
до такої системи, ми повиннi розширити поняття вектора для того, щоб
включити в розгляд i функцiї.

Функцiї є функцiями, а вектори є векторами - вони як здається, досить
рiзнi речi. Тодi у сенсi функцiї можуть бути векторами? Якщо ви думаєте
про вектор як про стрiлку в тривимiрному просторi, то вони не є таки-
ми ж, як функцiї. Але якщо використовувати ширше поняття векторiв як
сукупностi математичних об’єктiв, що задовольняють певним постулатам,
функцiї можуть справдi утворювати векторний простiр. Такий векторний
простiр найчастiше називається гiльбертовим простором на честь матема-
тика Давида Гiльберта.

Розглянемо безлiч комплексних функцiй ψ (x) однiєї речовинної змiн-
ної x. Термiн комплексна функцiя означає, що для кожного x, ψ (x) є ком-
плексним числом. З iншого боку, незалежна змiнна x є звичайною дiйсною
змiнною. Вона може приймати значення з iнтервалу вiд −∞ до +∞.

Тепер, давайте остаточно визначимо, що ми маємо на увазi, коли гово-
римо “функцiя є вектором”. Цей вислiв не є поганою аналогiєю чи метафо-
рою. Навпаки, за наявностi вiдповiдних обмежень (до яких ми ще поверне-
мося), функцiї подiбнi до ψ (x), задовольняють усiм математичним аксiо-
мам, якi визначають векторний простiр. Ми вже згадували про це миттєво
у роздiлi 1.9.2, i тепер ми скористаємося цим повною мiрою. Оглядаю-
чись на аксiоми, якi визначають комплексний векторний простiр (у роздiлi
1.9.1), ми можемо бачити, що комплекснi функцiї задовольняють усiм їм:

217



Частинки та хвилi

1.Сума будь-яких двох функцiй є функцiєю.

2.Додавання функцiй комутативно (вiд перестановки доданкiв сума не
змiнюється).

3.Додавання функцiй асоцiативно (вiд перегрупування доданкiв сума
не змiнюється).

4.Iснує єдина нульова функцiя, складання якої iз заданою функцiєю не
змiнює цю саму задану функцiю.

5.Для будь-якої довiльної функцiї ψ(x) iснує єдина функцiя −ψ(x),
така, що ψ(x) + (−ψ(x)) = 0.

6.Розмноження функцiї на комплексне число дає функцiю. Таке мно-
ження має властивiсть лiнiйностi.

7.Виконується властивiсть дистрибутивностi, тобто

z [ψ(x) + ϕ(x)] = zψ(x) + zϕ(x)

[z + w]ψ(x) = zψ(x) + wψ(x),

де z та w комплекснi числа.

Все це означає, що ми можемо ототожнити функцiї ψ (x) з кет-векторами
|Ψ⟩ в абстрактному векторному просторi. Не дивно, що ми можемо також
визначити бра-вектори. Бра-вектор ⟨Ψ|, що вiдповiдає кет-вектору ⟨Ψ|, ото-
тожнюється з комплексно пов’язаною функцiєю ψ∗ (x).

Для того, щоб ефективно використовувати цю iдею, ми повиннi уза-
гальнити деякi пункти в нашому математичному наборi iнструментiв. У
раннiх лекцiях, мiтки (iндекси), якими були забезпеченi хвильовi функцiї,
належали деякому кiнцевому дискретному безлiчi, наприклад, власнi зна-
чення деяких спостережуваних. Але тепер незалежна змiнна безперервна.
Окрiм iншого, це означає, що ми не можемо пiдсумувати за такою змiнною
(наприклад, за умови нормування), використовуючи звичайнi суми. Хоча,
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я думаю, ви знаєте, що робити у цьому випадку (застосувати операцiю iн-
тегрування). Нижче наведенi функцiонально орiєнтованi замiни для трьох
концепцiй (якi широко використовуємо), заснованих на поняттi вектора,
двi з яких ви легко дiзнаєтеся:

•Iнтеграли замiнюють суми.

•Щiльностi ймовiрностi замiнюють ймовiрнiсть.

•Дельта-функцiя Дiрака замiнює дельта символ Кронекера.

Давайте розглянемо цi правила докладнiше:
Iнтеграл замiнює суму: Щоб визначити цю процедуру замiни ма-

тематично суворо, ми повиннi спочатку замiнити вiсь x дискретним без-
лiччю точок, роздiлених дуже малою вiдстанню ϵ, а потiм перейдемо до
межi ϵ → 0. Для обґрунтування кожного кроку нам знадобилося б кiлька
сторiнок. Але ми можемо уникнути цiєї проблеми за допомогою кiлькох
iнтуїтивно зрозумiлих визначень, як-от замiна суми на iнтеграл. Схемати-
чно, це може бути записано у такому виглядi∑

i

→
ˆ
dx.

Наприклад, якщо ми хочемо обчислити площу пiд кривою, ми роздiлимо
вiсь x на дрiбнi сегменти, а потiм складемо площi великої кiлькостi пря-
мокутникiв, точно так, як ми робимо в курсi математичного аналiзу. Коли
стискаємо сегменти до нульового розмiру, сума стає iнтегралом.

Розглянемо бра ⟨Ψ| i кет |Φ⟩ i визначимо їх скалярне твiр. Очевидний
спосiб зробити це, полягає в тому, щоб замiнити пiдсумовування у формулi
(ref0102) на iнтегрування. Отже, скалярний твiр визначається так

⟨Ψ|Φ⟩ =
ˆ ∞

−∞
ψ∗(x)ϕ(x)dx. (8.136)
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Щiльнiсть ймовiрностi замiнює ймовiрнiсть: Пiзнiше ми визна-
чимо

P (x) = ψ∗(x)ψ(x)

як щiльнiсть ймовiрностi для змiнної x. Чому густота ймовiрностi, а не
просто ймовiрнiсть? Якщо x є безперервна змiнна, то ймовiрнiсть того, що
вона матиме будь-яке точне значення, як правило, дорiвнює нулю. Бiльш
осмисленим є питання: Якою є ймовiрнiсть того, що x лежить мiж двома
значеннями, x = a i x = b? Щiльнiсть ймовiрностi визначається так, що ця
ймовiрнiсть надається iнтегралом:

P (a, b) =

ˆ b

a

P (x)dx =

ˆ b

a

ψ∗(x)ψ(x)dx.

Оскiльки повна ймовiрнiсть має бути 1, ми визначимо нормований вектор
як такий, який задовольняє таку умову

ˆ ∞

−∞
ψ∗(x)ψ(x)dx = 1. (8.137)

Дельта-функцiя Дiрака замiнює дельта символ Кронекера:
Досi процедури замiни повиннi бути добре знайомi. Однак, дельта-

функцiя, можливо, не дуже вiдома. Функцiя дельта є аналогом символу
Кронекера, δij. Символ Кронекера дорiвнює 0 для i ̸= j i дорiвнює 1 для i =
j. Але його також можна визначити iнакше. Для цього розглянемо будь-
який вектор Fi у кiнцевому просторi. Легко бачити, що символ Кронекера
задовольняє таке рiвняння ∑

j

δijFj = Fi.

Це оскiльки єдиний не нульовий член у сумi є той, котрим j = i. При
пiдсумовуваннi, символ Кронекера вiдфiльтровує всi F , крiм Fi. Очеви-
дне узагальнення у тому, щоб визначити нову функцiю, що має аналогiчнi
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властивостi фiльтрацiї пiд час використання пiд знаком iнтеграла (замiсть
знака суми). Iншими словами, ми хочемо, щоб новий об’єкт

δ (x− x′)

мав таку властивiсть, що для будь-якої функцiї F (x),

ˆ ∞

−∞
δ (x− x′)F (x′)dx′ = F (x). (8.138)

Рiвняння (8.138) визначає цей новий об’єкт, званий дельта-функцiя Дiрака,
який виявляється важливим iнструментом у квантовiй механiцi. Але, не-
зважаючи на назву, цей об’єкт насправдi не є функцiєю в звичайному сенсi.
Вiн дорiвнює нулю, коли x ̸= x′, але за x = x′ вiн звертається в нескiн-
ченнiсть. Ця нескiнченнiсть настiльки нескiнченна, наскiльки це необхiдно,
щоб площа пiд δ (x) дорiвнювала б 1. Грубо кажучи, дельта-функцiя Дiра-
ка це така функцiя, яка вiдмiнна вiд нуля в нескiнченно малому iнтервалi
ϵ, i на цьому вiдрiзку вона має значення 1/ϵ. Таким чином, його площа
дорiвнює 1, i, що важливiше, вона вiдповiдає рiвнянню (8.138). Функцiя

n√
π
e−(nx)2

наближається до дельта-функцiї досить добре, коли n спрямовується до не-
скiнченностi. На малюнку 8.1 показано кiлька таких функцiй для кiлькох
значень n. Навiть якщо ми зупинимося на n = 10, що не таке велике, ми
побачимо, що графiк функцiї вже перетворився на дуже вузький i високий
пiк.

8.1.3. Iнтегрування частинами

Перш нiж обговорювати лiнiйнi оператори, ми зробимо невеликий га-
чок, щоб нагадати вам про технiку, яка називається iнтегрування частина-
ми. Це досить просто, але необхiдно для наших цiлей. Ми будемо викори-
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Мал. 8.1. Наближена вистава дельта функцiї Дiрака. Наведено графiки залежностi
функцiї n√

π
e−(nx)2 вiд змiнної x для наростаючих значень параметра n.
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стовувати його знову i знову. Припустимо, що маємо двi функцiї, F i G, i
розглянемо диференцiал їх твори FG. Ми можемо написати

d(FG) = FdG+GdF

або

d(FG)−GdF = FdG.

Обчислення певного iнтегралу дає нам

ˆ b

a

d(FG)−
ˆ b

a

GdF =

ˆ b

a

FdG

або

(FG)
∣∣∣b
a
−
ˆ b

a

GdF =

ˆ b

a

FdG.

Це стандартна формула, яку ви пам’ятаєте з математичного аналiзу. Але
в квантовiй механiцi межi iнтегрування, як правило, охоплюють всю вiсь,
а нашi хвильовi функцiї повиннi звернутися в нуль на нескiнченностi, щоб
бути належним чином нормованими. Таким чином, перший член цього ви-
разу завжди дорiвнюватиме нулю. Маючи це на увазi, ми можемо викори-
стовувати спрощену версiю iнтегрування частинами:

ˆ ∞

−∞
F
dG

dx
dx = −

ˆ ∞

−∞

dF

dx
Gdx.

Ця форма є правильною до тих пiр, поки F iG вiдповiдним чином прагнуть
нуля на нескiнченностi, так що граничний член стає рiвним нулю. Буде
дуже корисно просто запам’ятати такий шаблон: Перекиньте похiдну вiд
одного множника у пiдiнтегральному вираженнi до iншого та змiнiть знак
на протилежний.
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8.1.4. Лiнiйнi оператори

Бра та кети є лише половиною справи в квантовiй механiцi; iнша по-
ловина включає поняття лiнiйних операторiв та, зокрема, ермiтових опе-
раторiв. У зв’язку з цим виникає два питання:

•Який сенс вкладається у поняття лiнiйного оператора на просторi
функцiй?

•За якої умови лiнiйний оператор називається ермiтовим?

Поняття лiнiйного оператора досить простий: це машина, що дiє на одну
функцiю i дає iншу функцiю. Коли лiнiйний оператор дiє у сумi двох фун-
кцiй, то дає суму окремих результатiв. Коли вiн дiє на функцiю, помножену
на комплексне число, то результат буде таким самим, як, якщо ми подiє-
мо цим оператором на вихiдну функцiю i результат помножимо на дане
комплексне число. Iнакше кажучи, цей оператор (сюрприз!) лiнiйний.

Давайте розглянемо деякi приклади. Проста операцiя, яку ми можемо
виконати з функцiєю ψ (x), це помножити на x. В результатi ми отримаємо
нову функцiю xψ (x) i ви можете легко перевiрити, що така дiя є лiнiйною.
Ми позначимо оператор "помножити на x"символом X. За визначенням,

Xψ(x) = xψ(x). (8.139)

Iнший приклад. Визначимо D як оператор диференцiювання:

Dψ(x) =
dψ(x)

dx
. (8.140)
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Вправа 8.1: Доведiть, що X та D є лiнiйними операторами.

Це, звичайно, лише мiзерне пiдмножина можливих лiнiйних операто-
рiв, якi можуть бути побудованi, але ми незабаром побачимо, що X i D
вiдiграють дуже важливу роль у квантовiй механiцi частинок.

Тепер давайте розглянемо властивiсть ермiтностi. Зручним способом
визначити ермiт оператор, є визначити властивостi його матричних елемен-
тiв, якi виходять, коли даний оператор, так би мовити, помiщений мiж бра-i
кет- векторами. Ви можете помiстити оператор L двома рiзними способами:

⟨Ψ|L |Φ⟩

або

⟨Φ|L |Ψ⟩ .

Загалом не iснує простого зв’язку мiж цими двома бутербродами. Але у
випадку ермiтового оператора (для якого, за визначенням, L† = L) такий
зв’язок iснує: два такi "бутерброди"комплексно пов’язанi один з одним:

⟨Ψ|L |Φ⟩ = ⟨Φ|L |Ψ⟩∗ .

Давайте подивимося чи є оператори X i D ермiтовими. Нагадаємо, що

Xψ(x) = xψ(x),

i використовуючи формулу (8.136) для скалярного твору, запишемо

⟨Ψ|X |Φ⟩ =
ˆ
ψ∗(x)xψ(x)dx

i
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⟨Φ|X |Ψ⟩ =
ˆ
ϕ∗(x)xψ(x)dx.

Оскiльки x є дiйсне число, то легко бачити, що цi два iнтеграли комплексно
пов’язанi один з одним, i, отже, що X є ермiтовим.

Як щодо оператора D? У цьому випадку двома "бутербродами"є

⟨Ψ|D |Φ⟩ =
ˆ
ψ∗(x)

dϕ(x)

dx
dx (8.141)

i

⟨Φ|D |Ψ⟩ =
ˆ
ϕ∗(x)

dψ(x)

dx
dx. (8.142)

Для того, щоб визначити, чи є D ермiтiв, нам потрiбно порiвняти цi два
iнтеграли та подивитися, чи вони є комплексно пов’язаними один одного
чи нi. У тiй формi, в якiй вони записанi, важко сказати. Хитрiсть полягає
в тому, щоб взяти другий iнтеграл частинами. Як ми вже пояснювали,
iнтегрування частинами дозволяє перекинути похiдну вiд одного множника
в пiдiнтегральному вираженнi до iншого, якщо, звичайно, ви при цьому
змiните загальний знак. Тому iнтеграл у рiвняннi (8.142) можна переписати
у такому виглядi

⟨Φ|D |Ψ⟩ = −
ˆ
ψ(x)

dϕ∗(x)

dx
dx. (8.143)

Тепер нам просто потрiбно порiвняти два вирази у формулах (8.141) та
(8.143), що виявляється вже не так важко. Через зайвий знак мiнус ясно,
що цi вирази не є комплексно пов’язаними. Спiввiдношення мiж ними ви-
глядає так
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⟨Ψ|D |Φ⟩ = −⟨Φ|D |Ψ⟩∗ .

що є дiаметральною протилежнiстю того, що ми хотiли. На вiдмiну вiд
оператора X, D не є ермiтовим. Натомiсть такий оператор задовольняє
наступнiй умовi

D† = −D

Оператор з цiєю властивiстю називається антиермiтом.
Хоча антиермiтовi та ермiтовi оператори протилежнi, дуже легко пе-

рейти вiд одного до iншого. Все, що вам потрiбно зробити, це помножити
на уявне число i або −i. Тому ми можемо використовувати D i побудувати
ермiтiв оператор, а саме

−iℏD.

Якщо ми подивимося як дiє цей новий ермiт оператор на хвильову фун-
кцiю, ми знайдемо,

−iℏDψ(x) = −iℏdψ(x)
dx

. (8.144)

Запам’ятайте цю формулу. Вона скоро гратиме провiдну роль визначеннi
дуже важливого властивiсть частки, саме її iмпульсу.

8.2. Стан частинки

У класичнiй механiцi

“стан системи” означає все те, що вам потрiбно знати, щоб передба-
чити майбутнє системи, зважаючи на сили, що дiють на неї.
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Це, звичайно, включає знання положень всiх частинок, що становлять си-
стему, а також iмпульсiв цих частинок. З класичної точки зору, миттєвi
положення та iмпульси повнiстю незалежнi змiннi. Наприклад, для частки
маси m, що рухається по одномiрнiй осi x, миттєвий стан системи опи-
сується парою (x, p). Координата x вказує на розташування частинки, а
p = mẋ вказує її iмпульс. Взятi разом цi двi змiннi визначають фазовий
простiр системи. Якщо ми також знаємо силу, що дiє на частинку залежно
вiд її положення, то рiвняння Гамiльтона дозволяють нам обчислити поло-
ження та iмпульс частки у всi моменти часу. Цi рiвняння визначають потiк
через фазовий простiр.

За аналогiєю, можна було б припустити, що простiр квантових станiв
частинки задається базовими станами, що маркуються двома iндексами, а
саме, положенням та iмпульсом частинки:

|x, p⟩ .

Тодi хвильова функцiя була б функцiєю двох змiнних:

ψ(x, p) = ⟨x, p|Ψ⟩ .

Однак таке припущення неправильне. Ми вже бачили, що величини, якi
могли бути одночасно вiдомi у класичнiй фiзицi, у квантовiй механiцi та-
кими не є. Рiзнi проекцiї спина, скажiмо, σz i σx є одним з таких прикладiв.
Не можна знати обидвi цi проекцiї одночасно. Тому, немає станiв, у яких
обидвi зазначенi проекцiї мають певне значення. Те саме справедливо i для
x i p: не вимагайте вiд квантової механiки передбачити точне значення обох
цих значень - для неї це занадто. Якщо ми говоримо про спини (σz, σx) або
про положення та iмпульс (x, p), то їхня взаємна несумiснiсть, зрештою, є
результатом досвiду.

Що ж тодi ми можемо знати про частку на осi x, якщо не x i p? Вiдпо-
вiдь така: ми можемо знати x або p; згiдно з математичними властивостя-
ми операторiв координати та iмпульсу, вони не комутують один з одним.
Але я пiдкреслюю, цю властивiсть неможливо передбачити заздалегiдь; це
квiнтесенцiя багатьох десятилiть експериментальних спостережень.
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Якщо положення частки є спостережуваною, то має бути ермiт опера-
тор, пов’язаний з нею. Очевидним кандидатом є оператор X. Перший крок
у розумiннi цього фундаментального зв’язку мiж iнтуїтивним поняттям
становища та математичним оператором X є обчислення власних векторiв
та власних значень оператора X. Власнi значення являють собою значення
положення, якi можна спостерiгати, а власнi вектори являють собою стани
з певним положенням (частки).

8.2.1. Власнi значення та власнi вектори координати

Очевидним є таке питання: Якi можливi результати вимiрювання X, i
якi стани, в якому ця спостерiгається має певне (передбачуване) значення?
Iншими словами, якi його власнi значення та власнi вектори? Почнемо з
X. Рiвняння на власнi значення для X є,

X |Ψ⟩ = x0 |Ψ⟩ ,

де власне значення позначено x0. Використовуючи хвильову функцiю, за-
пишемо це рiвняння як

xψ(x) = x0ψ(x). (8.145)

Останнє рiвняння видається дивним. Як функцiя, помножена на x, може
бути пропорцiйна собi? На перший погляд це здається неможливим. Але
давайте продовжимо. Ми можемо переписати рiвняння (8.145) у такому
виглядi

(x− x0)ψ(x) = 0.

Звичайно, якщо добуток дорiвнює нулю, то, принаймнi, одним iз спiвмно-
жникiв, повинен дорiвнювати нулю. Але iншi спiвмножники можуть бути
вiдмiнними вiд нуля. Отже, якщо x ̸= x0, то обов’язково ψ (x) = 0. Це
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дуже сильна умова. Воно говорить, що для заданого власного значення x0,
функцiя ψ (x) може бути вiдмiнна вiд нуля тiльки в однiй точцi, а саме

x = x0.

Для звичайної безперервної функцiї ця умова була б смертельною: жо-
дна розумна функцiя не може дорiвнювати нулю всюди, крiм однiєї точки,
i бути вiдмiнною вiд нуля тiльки в цiй точцi. Але це точно властивiсть
дельта-функцiї Дiрака

δ(x− x0)

Очевидно, що будь-яке речовинне число x0 є власним значенням X, i вiд-
повiднi власнi вектори є функцiями (ми також називатимемо їх власнi
функцiї), якi зосередженi тiльки в точцi x = x0. Сенс цього зрозумiлий:
хвильовi функцiї

ψ(x) = δ(x− x0)

являють собою стани, в яких частка знаходиться саме в точцi x0 на осi x.
Звичайно, звичайно, що хвильова функцiя, що є частинкою, про яку

вiдомо, що вона знаходиться в точцi x0, дорiвнює нулю усюди, крiм x0. Як
може бути iнакше? Але приємно бачити, що математика пiдтверджує це
iнтуїтивне судження.

Розглянемо скалярне твiр стану |Ψ⟩ i власного стану |x0⟩ оператора
координати :

⟨x0|Ψ⟩ .

Використовуючи (8.136), отримаємо

⟨x0|Ψ⟩ =
ˆ ∞

−∞
δ(x− x0)ψ(x)dx.
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За визначенням дельта-функцiї, даному в рiвняннi (8.138), цей iнтеграл
дорiвнює

⟨x0|Ψ⟩ = ψ(x0). (8.146)

Оскiльки це вiрно для будь-якого x0, ми можемо опустити iндекс “0” i на-
писати загальне рiвняння

⟨x|Ψ⟩ = ψ(x). (8.147)

Iншими словами, хвильова функцiя, ψ (x), частинки, що рухається вздовж
осi x є проекцiєю вектора стану |Ψ⟩ на власнi вектори оператора положе-
ння. Ми також називатимемо ψ (x) хвильовою функцiєю в координатному
поданнi.

8.2.2. Iмпульс та його власнi вектори

Координата частки цiлком iнтуїтивно зрозумiла; iмпульс - менш зро-
зумiлий, зокрема, у квантовiй механiцi. Тiльки пiзнiше ми зможемо побачи-
ти зв’язок мiж оператором, який назвемо оператором iмпульсу, i звичним,
класичним поняттям iмпульсу, що визначається як добуток маси частки на
її швидкiсть. Але я запевняю, що ми покажемо наявнiсть такого зв’язку.

На даний момент, обмежимося абстрактною математикою. Оператор
iмпульсу в квантовiй механiцi називається P, i визначається через оператор
диференцiювання як −iD :

−iD = −i d
dx
.

Як ми бачили ранiше в рiвняннi (8.144), нам потрiбен множник −i, щоб
зробити цей оператор ермiтовим.
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Ми могли б просто залишити це визначення оператора iмпульсу, але,
якби ми зробили так, то ми зiткнулися б iз проблемою пiзнiше, коли ми
б спробували знайти зв’язок з визначенням iмпульсу в класичнiй фiзицi.
Проблема полягає у невiдповiдностi розмiрностей. У класичнiй фiзицi, роз-
мiрнiсть iмпульсу є розмiрнiсть маси помножити на розмiрнiсть швидкостi,
тобто маса помножити на довжину i роздiлити на час (кг · м / сiк). Але
оператор диференцiювання D має розмiрнiсть 1/м. Те, що вирiшує пробле-
му з розмiрнiстю, є постiйна Планка ℏ, розмiрнiсть якої кг· м 2/сек. Таким
чином, правильне спiввiдношення мiж P i D виглядає так,

P = −iℏD (8.148)

або, дiю на хвильову функцiю,

Pψ(x) = −iℏdψ(x)
dx

. (8.149)

Тi, хто займаються квантовою фiзикою (квантовi фiзики), часто викори-
стовують одиницi, в яких ℏ рiвно одиницi, i таким чином спрощують запис
рiвнянь. Як не принадно, ми так не робитимемо тут (щоб ви мали можли-
вiсть бiльше стикатися з квантовими величинами, а я, у свою чергу, не
зловживав формулами). Давайте знайдемо власнi вектори та власнi значе-
ння P. Рiвняння на власнi значення абстрактних векторних позначеннях
записується так,

P |Ψ⟩ = p |Ψ⟩ , (8.150)

де символ p є власним значенням P. Рiвняння (8.150) також можна перепи-
сати з використанням хвильової функцiї. Використовуючи спiввiдношення

P = −iℏ d
dx
,
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ми можемо записати рiвняння на власнi значення так,

−iℏdψ(x)
dx

= pψ(x)

або

dψ(x)

dx
=
ip

ℏ
ψ(x).

З цим типом рiвняння ми вже стикалися i ранiше. Рiшення має вигляд
експоненти:

ψp(x) = Ae
ipx
ℏ .

Iндекс p просто нагадує, що ψp (x)) є власним вектором оператора P з вла-
сним значенням p. Ця хвильова функцiя є функцiєю x, але вона позначена
(нижнiм iндексом) власним значенням P.

Константа не визначається рiвнянням на власнi значення. У цьому нi-
чого нового; рiвняння на власнi значення нiколи не дають нам загального
нормування хвильової функцiї. Як правило, ми визначаємо константу, ви-
магаючи, щоб хвильова функцiя була нормована на одиничну ймовiрнiсть
(але можливi iншi типи нормування). Приклад з роздiлу 2.3: власний ве-
ктор х-проекцiї спина:

|r⟩ = 1√
2
|u⟩+ 1√

2
|d⟩ .

Множник 1√
2

вибраний так, щоб повна ймовiрнiсть дорiвнювала 1.
Нормування власнi векторiв P є бiльш тонкою операцiєю, але резуль-

тат все одно простий. Множина лише трохи складнiше, нiж у випадку
спина. Щоб заощадити час, я запишу вiдповiдь i залишу її доказ. Пра-
вильний коефiцiєнт є = 1√

2π
. Таким чином,
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ψp(x) =
1√
2π
e

ipx
ℏ . (8.151)

Цiкавий висновок випливає з рiвнянь (8.147) та (8.151). Скалярне твiр вла-
сного вектора координати |x⟩ i власного вектора iмпульсу |p⟩ має дуже
простий i симетричний вигляд:

⟨x|p⟩ = 1√
2π
e

ipx
ℏ

⟨p|x⟩ = 1√
2π
e

−ipx
ℏ . (8.152)

Друге рiвняння є комплексно пов’язане першому. Цi результати легко пе-
ревiрити, якщо ви згадаєте, що |x⟩ представлена дельта-функцiєю. Я хотiв
би вiдзначити два важливi моменти, перш нiж рухатися далi:

1.Рiвняння (8.151) є власною функцiєю оператора iмпульсу в коорди-
натному поданнi. Iншими словами, вона є функцiя вiд x, а не вiд p,
хоча i є власним станом оператора iмпульсу. Значення p у рiвняннi
(8.151) фiксоване.

2.Ми використовуємо той самий символ ψ для обох власних станiв як
координати так i iмпульсу. Математик може не схвалити використа-
ння одного i того ж символу для двох рiзних функцiй, але фiзики
роблять це весь час. ψ (x) лише загальний символ для будь-якої хви-
льової функцiї, яку ми обговорюємо. Аргумент вказує на уявлення,
в якому записана дана хвильова функцiя, координатне уявлення (x-
подання) в даному випадку.

На цьому етапi вже починає потроху прояснятися те, чому хвильова
функцiя називається хвильовою функцiєю. Ви повиннi були звернути ува-
гу на те, що власнi функцiї (хвильовi функцiї, що представляють власнi
вектори) оператора iмпульсу мають вигляд хвиль - синусоїд та косiнусоїд.
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Тепер ми вже можемо побачити один iз самих фундаментальних аспектiв
квантової механiки, а саме дуалiзм хвиля-частка. Довжина хвилi наступної
функцiї

e
ipx
ℏ

визначається як

λ =
2πℏ
p

тому, що значення функцiї не змiниться, якщо ми додамо 2πℏ/p до змiнної
x:

e
ip(x+2πℏ

p )
ℏ = e

ipx
ℏ e2πi = e

ipx
ℏ .

Давайте зупинимося на хвилину, щоб обговорити важливiсть зв’язку мiж
iмпульсом i довжиною хвилi. Це не просто важливо: у багатьох вiдноше-
ннях цей зв’язок якраз i визначив фiзику двадцятого столiття. Протягом
останнiх ста рокiв фiзики, переважно, займалися вивченням законiв мiкро-
свiту. Це означає, зокрема, з’ясування того, як об’єкти побудованi з дрiбнi-
ших частин. Приклади очевиднi: молекули виготовленi з атомiв; атоми з
електронiв та ядер; ядра з протонiв та нейтронiв. Цi суб’ядернi частинки,
у свою чергу, побудованi з кваркiв та глюонiв. I гра з пошуку все бiльш
дрiбних i прихованих сутностей триває досi.

Всi цi об’єкти надто малi, щоб побачити їх у кращий оптичний мi-
кроскоп, не кажучи вже про неозброєне око. Причина не лише в тому, що
нашi очi є недостатньо чутливими. Бiльш важливим фактом є те, що очi та
оптичнi мiкроскопи чутливiшi до видимої частини спектру, який включає
довжини хвиль, якi щонайменше у кiлька тисяч разiв бiльше, нiж розмiр
атома. Як правило, ви не можете дозволити об’єкти набагато менше, нiж
довжина хвилi, яку ви використовуєте, щоб переглянути цi об’єкти. З цiєї
причини iсторiя фiзики двадцятого столiття була значною мiрою пов’язана
з пошуком менших i менших довжин хвиль свiтла або iнших видiв хвиль.
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У лекцiї 10, ми виявимо, що свiтло певної довжини хвилi складається
з фотонiв, iмпульс якого пов’язаний з довжиною хвилi в точностi таким
самим спiввiдношенням, як було написано вище:

λ =
2πℏ
p
.

Сенс у тому, що у тому, щоб дослiджувати об’єкти менших розмiрiв не-
обхiднi фотони (чи iншi об’єкти) з дедалi бiльшими iмпульсами. Великий
iмпульс неминуче означає велику енергiю. Саме з цiєї причини, вiдкриття
мiкроскопiчних властивостей матерiї потрiбно дедалi потужнiших приско-
рювачiв частинок.

8.3. Перетворення Фур’є та iмпульсне уявлення

Хвильова функцiя ψ (x) вiдiграє важливу роль у визначеннi ймовiрно-
стi знаходження частки у точцi простору з координатою x. Така ймовiр-
нiсть визначається таким чином,

P (x) = ψ∗(x)ψ(x).

Як побачимо, жоден експеримент неспроможна визначити, як становище
i iмпульс частки одночасно. Але якщо ми утримаємося вiд вимiрювання
положення частинки, то iмпульс може бути вимiряний точно. Ситуацiя
абсолютно аналогiчна σx i σz компонентам спина. Будь-яке з цих значень
може бути вимiряне, але не обидва одночасно.

Якою є ймовiрнiсть того, що частка має iмпульс p, якщо ми вирiшимо
вимiряти його? Вiдповiдь це питання є безпосереднiм узагальненням прин-
ципiв, викладених у лекцiї 3. Iмовiрнiсть того, що вимiрювання iмпульсу
дасть значення p визначається так,

P (p) = |⟨P |Ψ⟩|2 . (8.153)
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Об’єкт ⟨P|Ψ⟩ називається хвильовою функцiєю стану |Ψ⟩ в iмпульсному
поданнi. Природно, що така функцiя хвиль є функцiєю iмпульсу p i позна-
чається новим символом:

ψ̃(p) = ⟨P |Ψ⟩ . (8.154)

Тепер ясно, що iснує (принаймнi) два способи для представлення стану
вектора. Один iз способiв це координатне уявлення, а iнший спосiб це iм-
пульсне уявлення. Обидвi хвильовi функцiї – координатна хвильова фун-
кцiя ψ (x) i iмпульсна хвильова функцiя ψ̃ (p) – являють собою той самий
вектор стану, |Ψ⟩. Звiдси випливає, що має бути деяке перетворення мiж
цими двома уявленнями так, що якщо ви знаєте ψ (x), то перетворення вам
дасть ψ̃ (p), i навпаки. Насправдi цi два уявлення є Фур’є перетвореннями
один одного.

8.3.1. Розкладання одиницi

Ми маємо намiр продемонструвати мiць диракiвських бра-кет позна-
чень у спрощеннi складних обчислень. По-перше, давайте згадаємо важли-
ву iдею з попереднiх лекцiй. Припустимо, що ми визначили ортонормова-
ний базис станiв використовуючи власнi вектори деякого ермiтового опе-
ратора (оператора деякої спостережуваної). Позначимо базовi вектори |i⟩.
У лекцiї 7, я пояснив дуже корисний трюк, i тепер ми переконаємося, на-
скiльки вiн корисний. Цей трюк називається розкладання одиницi. Трюк
наведений у рiвняннi (7.113) i полягає в тому, щоб записати одиничний
оператор I (оператор, який дiє на будь-який вектор, i повертає той самий
вектор) у такому виглядi

I =
∑
i

|i⟩ ⟨i| .

Оскiльки оператор iмпульсу i оператор обидва положення є ермiтовим опе-
раторами, то кожна з множин векторiв |x⟩ i ⟨p| визначають вектори допу-
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стимого базису. Замiнюючи пiдсумовування iнтегруванням, ми отримуємо
два рiзнi розкладання одиницi:

I =

ˆ
dx |x⟩ ⟨x| (8.155)

i

I =

ˆ
dp |p⟩ ⟨p| . (8.156)

Давайте припустимо, що ми знаємо хвильову функцiю абстрактного векто-
ра |Ψ⟩ в координатному поданнi. За визначенням, така хвильова функцiя
дорiвнює

ψ(x) = ⟨x|Ψ⟩ . (8.157)

Тепер припустимо, що ми хочемо знати, хвильову функцiю tilde psi (p)
того ж стану, але в iмпульсному уявленнi. Ось кроки, якi вирiшують це
завдання:

•Перше, використовуйте визначення хвильової функцiї в iмпульсному
поданнi:

ψ̃(p) = ⟨p|Ψ⟩ .

•Потiм, вставте одиничний оператор мiж бра-i кет- векторами, у формi
даної (8.155):

ψ̃(p) =

ˆ
dx ⟨p|x⟩ ⟨x|Ψ⟩ .
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•Вираз ⟨x|Ψ⟩ є просто хвильова функцiя ψ(x), а ⟨p|x⟩ визначається
другим рiвнянням (8.152):

⟨p|x⟩ = 1√
2π
e

−ipx
ℏ .

•Збираючи все це разом, отримаємо

ψ̃(p) =
1√
2π

ˆ
dxe

−ipx
ℏ ψ(x). (8.158)

Це рiвняння показує нам точно, як перетворити хвильову функцiю, задану
в координатному уявленнi, в хвильову функцiї в iмпульсному представлен-
нi. Навiщо це може стати в нагодi? Припустимо, ми знаємо координатну
хвильову функцiю для деякої частинки. Проте в експериментi хочемо ви-
мiряти iмпульс частинки. Тому хочемо знати ймовiрнiсть спостереження
iмпульсу p. Для цього нам необхiдно спочатку обчислити ψ̃ (p) за допомо-
гою формули (8.158), а потiм обчислити ймовiрнiсть,

P (p) = ψ̃∗(p)ψ̃(p).

Зворотний шлях такий самий легкий. Припустимо, що ми знаємо ψ̃ (p) i
хочемо вiдновити ψ (x). У цьому випадку ми використовуємо розкладання
одиницi з рiвняння (8.156). Ось кроки для перетворення (звернiть увагу,
що ця процедура виглядають пiдозрiло схожою на ту, що ми розiбрали
ранiше):

•Перше, використовуйте визначення хвильової функцiї в координатно-
му поданнi:

ψ(x) = ⟨x|Ψ⟩

•Потiм, вставте одиничний оператор мiж бра-i кет- векторами, у формi
даної (8.156):

239



Частинки та хвилi

ψ(x) =

ˆ
dp

h
⟨x|p⟩ ⟨p|Ψ⟩ .

•Вираз ⟨p|Ψ⟩ є просто хвильова функцiя ψ̃(p), i ⟨x|p⟩ визначається
першим рiвнянням в (8.152):

⟨x|p⟩ = 1√
2π
e

ipx
ℏ .

•Збираючи все це разом, отримаємо

ψ(x) =
1√
2π

ˆ
dp

h
e

ipx
ℏ ψ̃(p).

Давайте ще раз поглянемо на рiвняння для перетворень з координатного
в iмпульсне уявлення та назад. Звернiть увагу на те, як симетричнi вони.
Єдина асиметрiя i те, що одне рiвняння мiстить e

ipx
ℏ , а iнше мiстить e

−ipx
ℏ :

ψ̃(p) =
1√
2π

ˆ
dxe

−ipx
ℏ ψ(x)

ψ(x) =
1√
2π

ˆ
dp

h
e

ipx
ℏ tildeψ(p). (8.159)

Спiввiдношення мiж координатним та iмпульсним уявленнями, узагальне-
не у формулах (8.159), показує, що вони є взаємним Фур’є перетворенням
один одного. Насправдi це центральнi рiвняння в областi аналiзу Фур’є. Я
хочу, щоб ви звернули увагу, як легко було вивести цi рiвняння, викори-
стовуючи елегантнi позначення Дiрака.

8.4. Комутатори та дужки Пуассона

Ранiше, в лекцiї 4, ми сформулювали два важливi принципи про ко-
мутатори. Перший принцип має вiдношення до зв’язку мiж класичною ме-
ханiкою та квантовою механiкою, а другий - пов’язаний iз невизначенiстю.
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Зараз я закiнчу цю дуже довгу лекцiю, показавши вам, як цi принципи пра-
цюють у випадку з такими, що спостерiгаються як координата X i iмпульс
P.

Почнемо iз зв’язку мiж комутаторами та класичною фiзикою. Як ви
пам’ятаєте, ми виявили, що комутатори мають велику схожiсть iз дужками
Пуассона. Вiдношення мiж ними представлено у явному виглядi у рiвняннi
(4.65). Якщо пiдставити символи операторiв L i M, якi ми використовували
у цiй лекцiї, отримаємо

[L,M] ⇔ iℏ {L,M} , (8.160)

що говорить нам про те, що квантовi рiвняння руху дуже нагадують їх
класичнi еквiваленти. Ця аналогiя наштовхує нас на думку про те, що ми
можемо дiзнатися щось цiкаве, обчислюючи комутатор X i P. На щастя,
це легко зробити.

По-перше, давайте подивимося, як дiє твiр XP на довiльну хвильову
функцiю ψ (x). Враховуючи рiвняння (8.139) та (8.149), ми можемо напи-
сати

Xψ(x) = xψ(x)

Pψ(x) = −iℏdψ(x)
dx

.

Обидва цi висловлювання разом кажуть нам як саме твiр XP дiє на хви-
льову функцiю ψ(x):

XPψ(x) = −iℏxdψ(x)
dx

. (8.161)

Далi давайте зробимо те саме, але з цими операторами, розташованими в
iншому порядку:
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PXψ(x) = −iℏd (xψ(x))
dx

.

Щоб обчислити останнiй вираз, ми просто використовуємо стандартне пра-
вило диференцiювання твору xψ (x). Використовуючи це правило, легко
бачити, що

PXψ(x) = −iℏxdψ(x)
dx

− iℏψ(x). (8.162)

Тепер ми вiднiмемо рiвняння (8.162) iз рiвняння (8.161), щоб знайти, як
комутатор дiє на хвильову функцiю:

[X,P]ψ(x) = XPψ(x)−PXψ(x)

або

[X,P]ψ(x) = iℏψ(x).

Iнакше кажучи, коли комутатор [X,P] дiє на довiльну хвильову функцiю
ψ (x), то все, що вiн робить так це множить ψ (x) на число iℏ. Ми можемо
висловити це так

[X,P] = iℏ. (8.163)

Це саме собою є надзвичайно важливим. Той факт, що X i P не комуту-
ють є ключем до розумiння того, чому вони не є одночасно вимiрними. Але
все стає ще цiкавiшим, коли ми порiвняємо це рiвняння iз спiввiдношенням
(8.160), яке пов’язує комутатори та класичнi дужки Пуассона. Справдi, рiв-
няння (8.163) передбачає, що вiдповiднi класичнi дужки Пуассона повиннi
дорiвнювати
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{x, p} = 1,

що точно так i є (дивись будь-який курс з класичної механiки, наприклад,
Ланлау, Лiфшиц, курс Теоретична фiзика, Том 1). Зрештою, саме це спiв-
вiдношення пояснює, чому квантова концепцiя iмпульсу пов’язана з кла-
сичним поняттям iмпульсу.

Використовуючи загальний принцип невизначеностi з лекцiї 5, ми мо-
жемо розглянути окремий випадок,

[X,P] = iℏ,

i

∆X∆P ≥ ℏ
2
.

Ми зробимо це у наступному роздiлi.
Але спочатку давайте згадаємо другий принцип за участю комутато-

рiв. У лекцiї 4, ми виявили, що двi спостерiгаються L i M не можуть бути
визначенi одночасно, якщо вони не комутують. Якщо вони не комутують,
ви не можете вимiряти L без того, щоб вплинути на вимiр M. Iнакше кажу-
чи, неможливо знайти власнi вектори одночасно двох некоммутирующих
спостерiгаються. Це спричинило загальний принцип невизначеностi.

8.5. Принцип невизначеностi Гайзенберга

А тепер, панi та панове, ось те, що ви всi чекали. Нарештi: принцип
невизначеностi Гейзенберга.

Принцип невизначеностi Гейзенберга є одним iз найвiдомiших резуль-
татiв квантової механiки: вiн не тiльки стверджує, що положення та iм-
пульс частинки не можуть бути вiдомi одночасно, але вiн також оцiнює
точну квантову межу для їхньої взаємної невизначеностi. У цьому мiсцi
я пропоную вам ще раз повернутися до лекцiї, де я пояснив загальний
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принцип невизначеностi. Ми зробили все необхiдне там i тепер ми можемо
пожинати плоди.

Як ми вже бачили, загальний принцип невизначеностi накладає кiль-
кiсне обмеження на одночаснi невизначеностi двох A i B. Ця iдея була
виражена в нерiвностi (5.91):

∆A∆B ≥ 1

2
|⟨Ψ| [A,B] |Ψ⟩| .

Тепер давайте застосуємо цей принцип безпосередньо до операторiв коор-
динати X та iмпульсу P. I тут комутатор просто число, та її очiкуване
значення дорiвнює йому самому. Замiнюючи A i B на X i P, отримаємо

∆X∆P ≥ 1

2
|⟨Ψ| [X,P] |Ψ⟩| .

i, нарештi, замiна комутатора [X,P] його значенням iℏ дає

∆X∆P ≥ 1

2
|iℏ ⟨Ψ|Ψ⟩| .

Але ⟨Ψ|Ψ⟩ дорiвнює 1, тому, остаточно маємо

∆X∆P ≥ 1

2
ℏ.

Жоден експеримент нiколи не може оминути це обмеження. Ви можете
зробити все можливе, щоб одночасно визначити iмпульс i положення ча-
стинки вiдтворюваним способом, але незалежно вiд того, наскiльки ретель-
но ви виконуватимете вимiрювання, невизначенiсть координати помножена
на невизначенiсть iмпульсу нiколи не буде меншою, нiж 1√

2
ℏ.

Як ми бачили в роздiлi 8.2.1, хвильова функцiя для свого стану опе-
ратора координати X сильно сконцентрована при деякiй точцi x0; у цьому
власному станi, ймовiрнiсть також iдеально локалiзована (бiля тiєї ж то-
чки). З iншого боку, можливiсть P (x) для хвильової функцiї свого стану
оператора iмпульсу поступово розподiлена по всiй осi x. Щоб переконатися
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в цьому, вiзьмемо хвильову функцiю з рiвняння (8.151) i помножимо її на
комплексно сполучене:

ψ∗
p(x)ψp(x) =

(
1

√
2e

−ipx
ℏ

)(√
2e

ipx
ℏ

)
=

1

2π
.

Результат абсолютно однорiдний, без жодних пiкiв уздовж всiєї осi x. Оче-
видно, що стан з певним iмпульсом, положення (частки) зовсiм не визна-
чено.

Малюнок 8.2 iлюструє визначення невизначеностi для координат x.
У верхнiй частинi малюнка, ви можете побачити, що невизначенiсть ∆x
є мiрою того, як хвильова функцiя розмазана по вiдношенню до очiку-
ваного значення координати частки ⟨x⟩. Буквою d позначено вiдхилення
точки графiка по вiдношенню до середнього значення ⟨x⟩; це вiдхилення
може бути позитивним чи негативним. Невизначенiсть ∆x визначається
як результат процесу усереднення по всiх можливих d. Ця невизначенiсть
характеризує всю функцiю цiлком. Щоб уникнути небажаного скорочення
вкладiв вiд позитивних та негативних d, за усереднення кожне значення
зведено в квадрат.

У нижнiй половинi малюнка 8.2 показано, як обчислення може бути
спрощено шляхом зсуву початку координат у точку з координатою, що
дорiвнює ⟨x⟩. При цьому чисельне значення ∆x не змiнюється.

245



Частинки та хвилi

Мал. 8.2. Основи визначеностi. Верхнiй малюнок: Середнє значення ⟨x⟩ знаходиться
праворуч вiд початку координат. Вiдхилення d може бути як позитивним, i негатив-
ним. Загальна невизначенiсть ∆x (> 0) визначається як середнє значення d2. Нижнiй
малюнок: Початок вiдлiку зсунуто вправо, ⟨x⟩ = 0, ∆x теж саме, що i на верхньому
малюнку.

246



9. Динамiка частинки

Art and Lenny expected some action at Hilbert’s Place. But all the state-
vectors were absolutely still—frozen, you might say.

Lenny: This is boring, Art. Doesn’t anything ever happen around here?
Hey Hilbert, why is this joint so still?

Hilbert: Oh, don’t worry. Things will pick up as soon as the Hamiltonian
gets here.

Art: The Hamiltonian? He sounds like a real operator.

9.1. Простий приклад

Фундаментальна рiзниця мiж класичною та квантовою фiзикою най-
бiльш яскраво проявляється у вiдповiдях на наступнi два питання.

Перше питання: Що ми розумiємо пiд системою та як ми описуємо
миттєвi стани системи? Як ми вже бачили, класичнi та квантовi вiдповiдi
на це питання дуже рiзнi. Класичне фазове просторово - зокрема, безлiч,
простiр координат i iмпульсiв - замiнюється у квантової теорiї лiнiйним
векторним простором станiв.

Друге велике питання: Як стану змiнюються з часом? Як у класичнiй
механiцi так i в квантовiй механiцi, вiдповiдь однакова: Стан змiнюється
вiдповiдно до мiнус першого закону. Iншими словами, стани змiнюються
так, що iнформацiя та вiдмiнностi нiколи не знищуються. У класичнiй ме-
ханiцi цей принцип призводить до рiвнянь Гамiльтона та теореми Лiувiля.
Ранiше, в лекцiї 4, я пояснив, як у квантовiй механiцi цей закон призво-
дить до принципу унiтарностi, який, у свою чергу, призводить до рiвняння
Шредiнгера.

Лекцiя 8 була все ще про перше питання: Як ми описуємо стан час-
тки? Тепер, у цiй лекцiї ми пiдходимо до другого питання, яке ми могли б
перефразувати: Як частинки рухаються у квантовiй механiцi?

У лекцiї 4, я виклав основнi правила того, як квантовi стани змiнюю-
ться з часом. Iстотним компонентом є гамiльтонiан H, який у класичнiй
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та квантовiй механiцi є повною енергiєю системи. У квантовiй механiцi га-
мiльтонiан контролює еволюцiю в часi системи через рiвняння Шредiнгера,
що залежить вiд часу:

iℏ
∂ |Ψ⟩
∂t

= H |Ψ⟩ . (9.164)

У цiй лекцiї обговорюється все iстотне про власне рiвняння Шредiнгера
- рiвняння, яке Шредiнгер записав для опису квантово-механiчної час-
тки. Таке оригiнальне рiвняння Шредiнгера є окремим випадком рiвняння
(9.164).

Рух звичайних (нерелятивiстських) частинок у класичнiй механiцi ви-
значається гамiльтонiаном, який дорiвнює сумi кiнетичної енергiї та потен-
цiйної енергiї. Ми незабаром прийдемо до квантової версiї такого гамiль-
тонiану, але спочатку давайте подивимося на ще простiший гамiльтонiан.

Почнемо з найпростiшого гамiльтонiана, який можна вигадати. У цьо-
му випадку оператор Гамiльтона H є твором константи та оператора iм-
пульсу P:

H = cP. (9.165)

Цей приклад рiдко використовується, хоча вiн є дуже повчальним. Кон-
станта є фiксованим числом. Чи є cP осмисленим гамiльтонiаном для
частки? Так, i через деякий час ми дiзнаємося, якi частинки вiн описує. На
даний момент, просто зауважимо, що рiвняння (9.165) вiдрiзняється вiд
того, що ми могли б очiкувати для нерелятивiстської частки. Iншими сло-
вами, це не P2/2m. Цей простий приклад варто дослiджувати насамперед,
щоб подивитися, як працює математичний апарат.

Як би ми висловили цей приклад через хвильову функцiю ψ (x) в ко-
ординатному поданнi? Для початку, ми пiдставимо нашi оператори в рiв-
няння Шредiнгера, що залежить вiд часу (9.164):

iℏ
∂ψ(x, t)

∂t
= −ciℏ∂ψ(x, t)

∂x
.
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Звернiть увагу, що ми зараз пишемо ψ як функцiю двох змiнних x i t.
Зменшуючи множники iℏ, отримуємо

∂ψ(x, t)

∂t
= −c∂ψ(x, t)

∂x
, (9.166)

який є досить простим рiвнянням. Насправдi будь-яка функцiя вiд аргу-
менту (x− ct) є рiшенням. Пiд термiном “функцiя вiд аргументу (x− ct)” я
маю на увазi будь-яку функцiю, яка залежить не вiд x i t окремо, а лише
вiд комбiнацiї (x − ct). Щоб побачити, як це працює, просто розглянемо
довiльну функцiю ψ (x− ct) i обчислимо її похiднi. Приватна похiдна x, є

∂ψ(x− ct)

∂x
=
∂ψ(z)

∂z

оскiльки похiдна вiд (x−ct) до x дорiвнює 1. А приватна похiдна t дорiвнює

∂ψ(x− ct)

∂t
= −c∂ψ(z)

∂z
,

де ми позначили аргумент хвильової функцiї z = x−ct. Зрозумiло, що ком-
бiнацiя таких похiдних вiдповiдає рiвнянню (9.166). Тому будь-яка функцiя
вiд (x−ct) вирiшує рiвняння Шредiнгера (з аналiзованим гамiльтонiаном).

Тепер давайте подивимося, як функцiя ψ (x− ct) поводиться. На що
це схоже? Як це змiнюється з часом? Давайте почнемо з часу t = 0. Те,
що ми отримаємо, можна назвати ψ (x), оскiльки це свiдчить про те, як
хвильова функцiя ψ залежить вiд свого аргументу в кожнiй точцi простору
в заданий час t = 0. Звичайно, не всяка функцiя аргументу (x − ct) нам
пiдiйде. Нам потрiбнi тiльки нормованi на одиницю функцiї, оскiльки ми
хочемо, щоб загальна ймовiрнiсть

∞̂

−∞

ψ∗(x)ψ(x)dx
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дорiвнювала 1. Iншими словами, ми хочемо, щоб ψ (x) убувала досить
швидко на нескiнченностi так, щоб iнтеграл не розходився. На рисунку
9.1 схематично показаний приклад допустимої ψ (x). Функцiю ψ (x) з та-
кою поведiнкою має сенс називати хвильовий пакет.

Мал. 9.1. Хвильовий пакет постiйної форми, що рухається з постiйною швидкiстю c.

Тепер, коли ми описали знiмок хвильової функцiї ψ (x) за t = 0, ми
можемо запитати, що станеться, якщо ми дозволимо часу рухатися вперед?
При зростаннi t, хвильовий пакет зберiгає ту саму форму. Кожен вигин
функцiї ψ (x, t) рухається зi швидкiстю c вправо.

У мене була причина для того, щоб позначити константу буквою c,
яка часто використовується для позначення швидкостi свiтла. То це час-
тка є фотона? Нi не зовсiм. Але наш опис цiєї гiпотетичної частки є до-
сить близьким до правильного опису нейтрино, частинки, яка рухається зi
швидкiстю свiтла. (Справжнi нейтрино, ймовiрно, рухаються зi швидкiстю
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трохи менше, нiж швидкiсть свiтла.) Цей гамiльтонiан давав би дуже хо-
роший опис одновимiрного нейтрино за винятком однiєї проблеми: частка,
що описується нашою хвильовою функцiєю, може рухатися тiльки вправо.
Щоб завершити цей опис, ми повиннi додати ще одну можливiсть, а саме
щоб частка могла також перемiщатися влiво!

Наша рухома-право частка має ще одну дивну особливiсть - її енер-
гiя може бути як позитивною так i негативною. Це вiдбувається тому, що
оператор P як вектор може приймати позитивнi або негативнi значення. У
загальному випадку, енергiя частинки з негативним iмпульсом є негатив-
ною, а енергiя частки з позитивним позитивним iмпульсом. Я не говори-
тиму бiльше про це за винятком того, що проблема негативної енергiї для
такого роду частинки була вирiшена Дiраком, який використав її (цю про-
блему), щоб теоретично обґрунтувати iснування античастинок. Для наших
цiлей ми можемо iгнорувати це питання i просто дозволити енергiї нашої
частки бути як позитивною так i негативною.

Оскiльки хвильова функцiя нашої частки рухається без змiни форми
вздовж осi x, то аналогiчно рухається розподiл ймовiрностей. В результатi,
очiкуване значення координати x (хвильового пакета) рухається таким же
чином, що дозволяє сказати, що наша частка рухається вправо зi швидкi-
стю c. В останньому твердженнi i полягає все найважливiше, що квантова
механiка говорить нам про поведiнку нашої частки. Проте є ще одна ва-
жлива рiч, яку необхiдно мати на увазi. Коли ми говоримо, що швидкiсть
c є фiксованою константою, ми не жартуємо. Наша частка може iснувати
лише в станi, коли вона рухається iз цiєю конкретною швидкiстю. Частка
нiколи не може сповiльнитись або прискоритися.

Як це спiввiдноситься з класичним описом такої частки? Використову-
ючи той самий гамiльтонiана, класичний фiзик (тобто фiзик, який користу-
ється законами класичної фiзики) просто записав би рiвняння Гамiльтона.
Для H = cP , рiвняння Гамiльтона є

∂H

∂p
= ẋ

и
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∂H

∂x
= −ṗ.

Виконуючи диференцiювання, отримуємо

∂H

∂p
= ẋ = c

i

∂H

∂x
= −ṗ = 0.

Таким чином, у класичному описi нашої частки iмпульс зберiгається, а ко-
ордината рухається з фiксованою швидкiстю c. У квантово-механiчному
описi весь розподiл ймовiрностей i очiкувана величина координати рухаю-
ться зi швидкiстю c. Iншими словами,

очiкуване значення координати (квантової частки) веде себе вiдповiд-
но до класичних рiвнянь руху.

9.2. Нерелятивiстськi вiльнi частки

Тiльки безмасовi частинки можуть рухатися зi швидкiстю свiтла c, i
я мiг би додати, що вони можуть рухатися лише з цiєю швидкiстю. Всi вi-
домi частинки, крiм фотонiв та гравiтонiв, масивнi i можуть перемiщатися
з швидкiстю менше, нiж c. Коли вони рухаються зi швидкiстю, набага-
то менше швидкостi свiтла, вони називаються нерелятивiстськими i їхнiй
рух регулюється звичайною механiкою ньютонiвської, принаймнi, класи-
чно. Найбiльш раннє застосування квантової механiки стосувалося руху
нерелятивiстських частинок.

Я показав ранiше (у лекцiях 4 i 8), що дужки Пуассона грають ту
ж математичну роль у класичнiй механiцi, як i комутатори у квантовiй
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механiцi. Написанi з використанням цих конструкцiй, класичнi та кванто-
вi рiвняння руху практично iдентичнi за формою. Зокрема, гамiльтонiан
входить однаково як у дужки Пуассона, так i в комутатори. Отже, якщо
ви хочете записати квантово-механiчнi рiвняння руху системи, для якої ви
вже знаєте класичний опис, то цiлком розумним є спробувати використати
класичний гамiльтонiан, переведений в операторну форму.

Для нерелятивiстської вiльної частки природним пробним гамiльтонi-
аном є p2/2m. Коли ми говоримо, що частка вiльна, то насправдi маємо на
увазi, що жоднi сили не дiють на неї, i тому ми можемо iгнорувати потен-
цiйну енергiю. Все, про що ми дбаємо так це про кiнетичну енергiю, яка
визначається як

T =
1

2
mv2.

Як ви пам’ятаєте, iмпульс класичної частки дорiвнює

p = mv.

Гамiльтонiан у цьому випадку це лише кiнетична енергiя, яку ми можемо
виразити через iмпульс p. Це дає нам

H =
1

2
mv2 =

p2

2m

для гамiльтонiана класичної нерелятивiстської вiльної частки На вiдмiну
вiд частинок, що рухаються тiльки вправо, з попереднього прикладу, енер-
гiя даної частинки не залежить вiд напрямку його руху. Це тому, що енергiя
пропорцiйна p2, а не самому p. Таким чином, ми почнемо з частки, енер-
гiя якої дорiвнює p2/2m i отримаємо рiвняння Шредiнгера (оригiнальне
рiвняння, яке отримав Шредiнгер) для вiльної частки.

Наш план полягає в тому, щоб дотримуватися тiєї ж процедури, що ми
використовували в попередньому прикладi, коли виходячи з гамiльтонiана
отримали рiвняння Шредiнгера, що залежить вiд часу. Як завжди, лiва
частина рiвняння є
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iℏ
∂ψ

∂t
.

Ми виводимо праву частину шляхом переписування класичного гамiльто-
нова – кiнетичної енергiї – як оператора. Класична кiнетична енергiя є

p2/2m.

У квантовому випадку ми замiнюємо iмпульс p оператором iмпульсу P:

H = P2/2m.

Що це означає? Як ми вже бачили, оператор P визначається як

P = −iℏ ∂
∂x
.

Квадрат P є просто оператором, який ви отримуєте, дозволяючи P двiчi
дiяти послiдовно. Таким чином,

P2 =

(
−iℏ ∂

∂x

)(
−iℏ ∂

∂x

)
,

або

P2 = −ℏ2
∂2

∂x2
,

i гамiльтонiан стає

H = − ℏ2

2m

∂2

∂x2
.

I, нарештi, якщо ми прирiвняємо лiвi та правi частини рiвняння Шредiн-
гера, що залежить вiд часу, то ми отримаємо
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iℏ
∂ψ

∂t
=

−ℏ2

2m

∂ψ

∂x
. (9.167)

Це традицiйне рiвняння Шредiнгера для звичайної нерелятивiстської вiль-
ної частки. Це особливий вид хвильового рiвняння, але, на вiдмiну попе-
реднього прикладу, хвилi рiзної довжини хвилi (i iмпульсу) рухаються з
рiзними швидкостями. Через це хвильова функцiя не зберiгає свою форму.
На вiдмiну вiд хвильової функцiї попереднього прикладу, дана хвильова
функцiя має тенденцiю розпливатися i розвалюватися. Це схематично по-
казано на рис. 9.2.

Мал. 9.2. Типовий хвильовий пакет для нерелятивiстської вiльної частки. Верхнiй ма-
люнок: Початковий хвильовий пакет є компактним та сильно локалiзованим. Нижнiй
малюнок: З часом хвильовий пакет змiщується вправо та розпливається.
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9.3. Рiвняння Шредiнгера, що не залежить вiд часу

Ми маємо намiр вирiшити залежне вiд часу рiвняння Шредiнгера для
нерелятивiстської вiльної частки, але спочатку нам потрiбно вирiшити вер-
сiю цього рiвняння, що не залежить вiд часу. Не залежить вiд часу рiвняння
є, по сутi, рiвняння на власнi значення для гамiльтонiана,

H |Ψ⟩ = E |Ψ⟩ ,

або записане явно для хвильової функцiї ψ(x):

− ℏ2

2m

∂2ψ(x)

∂x2
= Eψ(x). (9.168)

Дуже легко знайти повний набiр власних векторiв, якi вiдповiдають цьому
рiвнянню. Насправдi власнi вектори iмпульсу вже виконали всю роботу.
Давайте спробуємо функцiю

ψ(x) = e
ipx
ℏ (9.169)

як можливе рiшення. Обчисливши похiдних, ми бачимо, що ця функцiя є
рiшення рiвняння (9.168), якщо ми покладемо

E = p2/2m. (9.170)

Навряд чи є сюрпризом те, що E є власним значенням енергiї в рiвняннi
(9.168).

Вправа 9.1: Виведiть (9.170) шляхом пiдстановки рiвняння
(9.169) до рiвняння (9.168).
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Як ми бачили в роздiлi 4.13, кожне рiшення рiвняння Шредiнгера,
що не залежить вiд часу, дозволяє побудувати i залежне вiд часу рiшення.
Все, що нам потрiбно зробити, це помножити рiшення, що не залежить вiд
часу - в даному випадку e

ipx
ℏ – на множник e

−iEt
ℏ = e−i p2t

2mℏ . Таким чином,
весь набiр рiшень можна записати як

ψ(x, t) = exp
i
(
px− p2t

2m

)
ℏ

.

Будь-яке рiшення є сумою (або iнтегралом вiд) таких рiшень:

ψ(x, t) =

ˆ
ψ̃(p)

exp
i
(
px− p2t

2m

)
ℏ

 dp.

Ви можете почати з будь-якої хвильової функцiї при t = 0, знайти ψ̃(p) за
допомогою перетворення Фур’є, i дозволити їй змiнюватися з часом (вiдпо-
вiдно до вищенаведеного рiвняння). Форма хвильової функцiї змiнювати-
меться, тому що хвилi для рiзних значень iмпульсу p рухаються з рiзними
швидкостями. Але, як ми незабаром побачимо, загальний хвильовий пакет
рухатиметься зi швидкiстю ⟨p/m⟩, такий же, як i класична частка.

Це просте загальне рiшення має важливе значення. Крiм того, це го-
ворить про те, що хвильова функцiя в iмпульсному уявленнi змiнюється з
часом дуже простим способом:

ψ̃(p, t) = ψ̃(p) exp
i
(
px− p2t

2m

)
ℏ

.

Iншими словами, лише фаза змiнюється з часом, тодi як амплiтуда залиша-
ється постiйною. Звiдси безпосередньо випливає, що розподiл ймовiрностi
P (p) не змiнюється взагалi з часом. Це, звичайно, є наслiдком збереження
iмпульсу, але це має мiсце лише тодi, коли немає сил, що дiють на частинку.
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9.4. Швидкiсть та iмпульс

Досi я не пояснив зв’язок мiж оператором P та класичним поняттям
iмпульсу - а саме, маса помножена на швидкiсть, або

v = p/m. (9.171)

Що ми маємо на увазi пiд швидкiстю квантово-механiчної частки? Най-
простiша вiдповiдь полягає в тому, що ми маємо на увазi похiдну за часом
вiд середнього становища ⟨Ψ|X |Ψ⟩:

v =
d ⟨Ψ|X |Ψ⟩

dt

або, конкретнiше, через хвильову функцiю,

v =
d

dt

ˆ
ψ∗(x, t)xψ(x, t).

Чому ⟨Ψ|X |Ψ⟩ змiнюються з часом? Це тому, що хвильова функцiя psi
залежить вiд часу, i насправдi ми знаємо, як саме. Тимчасова залежнiсть
ψ регулюється рiвнянням Шредiнгера, що залежить вiд часу. Ми могли б
використати цей факт, щоб з’ясувати те, як саме ⟨Ψ|X |Ψ⟩ змiнюється з
часом. Я так i вчинив - не лукаво вирахував залежнiсть вiд часу - але на
це знадобилося кiлька сторiнок обчислень. На щастя, абстрактнi методи,
про якi ви дiзналися у попереднiх лекцiях, дозволяють зробити це набагато
простiше; насправдi, ми вже проробили бiльшу частину роботи в лекцiї 4.
Перш нiж ми продовжимо, я рекомендую вам повторити лекцiю 4, особливо
роздiл 4.9, вiд початку до появи рiвняння (4.61). Нагадаємо рiвняння (4.61),

d

dt
⟨L⟩ = i

ℏ
⟨[H,L]⟩ .

Проговоримо це рiвняння: похiдна за часом вiд середнього значення будь-
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якої L обчислюється як добуток iℏ i очiкуваного значення комутатора га-
мiльтонiана з L. Застосовуючи це правило до швидкостi v, ми знаходимо,

v =
i

2mℏ
⟨
[
P2,X

]
⟩ . (9.172)

Нагадаємо, що як оператор L ми взяли оператор координати, а квадрат
iмпульсу походить з гамiльтонiана.

Тепер все, що нам потрiбно зробити, так це обчислити комутатор P2

та X. Декiлька простих крокiв показують, що

[
P2,X

]
= P [P,X] + [ bfP ,X]P. (9.173)

Це спiввiдношення може бути перевiрено шляхом розкладання кожного
комутатора та виконання кiлькох очевидних скорочень.

Вправа 9.2: Доведiть (9.173) шляхом розкладання кожної сто-
рони та порiвнюючи результат почленно.

На останньому кроцi використовуємо стандартне комутацiйне спiввiд-
ношення

[P,X] = −iℏ.

Пiдставляючи це рiвняння (9.173) i потiм пiдставляючи отриманий резуль-
тат рiвняння (9.172), ми бачимо, що

v =
⟨P⟩
m

або у бiльш знайомому виглядi,
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⟨P⟩ = mv. (9.174)

Ми довели явно те, що й мали намiр довести: iмпульс дорiвнює добутку ма-
си на швидкiсть, або, точнiше, середнiй iмпульс дорiвнює масi помноженої
на швидкiсть.

Щоб отримати краще уявлення про те, що це означає, припустимо, що
хвильова функцiя має вигляд пакета, або досить вузького пагорба. Очi-
куване значення координати x буде приблизно у центрi пагорба. Рiвняння
(9.174) говорить нам про те, що центр хвильового пакету рухається згiдно
з класичним правилом p = mv.

9.5. Квантування

Перед тим, як перейти до теми про сили в квантовiй механiцi, я хо-
чу зробити паузу та обговорити те, що ми зробили. Ми розпочали з добре
вiдомої та добре перевiреної класичної системи – вiльної частки – i про-
квантували її. Ми можемо кодифiкувати таку процедуру (квантування)
таким чином:

1.Почнiть iз класичної системи. Тобто, з набору координат x та iмпуль-
сiв p. У нашому прикладi була лише одна координата i один iмпульс,
але процедура легко узагальнюється на довiльне число координат i
iмпульсiв. Координати та iмпульси становлять пари, xi та pi. Класи-
чна система також має гамiльтонiан, який є функцiєю вiд усiх x та
p.

2.Замiнiть класичний фазовий простiр на лiнiйний векторний простiр.
У координатному уявленнi, простiр станiв є хвильової функцiєю ψ (x),
що залежить вiд координат –у випадку, вiд усiх координат.

3.Замiнiть всi xi та pi на оператори Xi та Pi. Кожен Xi, дiючи на
хвильову функцiю, множить її на xi. Кожен Pi дiє за правилом
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Pi → −iℏ ∂

∂xi
.

4.Коли цi замiни зробленi, гамiльтонiан стає оператором, який може
бути використаний або в залежному вiд часу або в незалежному рiв-
няннi Шредiнгера. Яке залежить вiд часу рiвняння говорить нам, як
хвильова функцiя змiнюється з часом. Не залежить вiд часу форма
рiвняння дозволяє визначити власнi вектори i значення гамiльтонiа-
на.

Ця процедура квантування дозволяє перетворити класичнi рiвняння
на квантовi рiвняння. Вона багаторазово використовувалася у рiзних обла-
стях, починаючи вiд руху частинок до квантової електродинамiки, де на-
вiть були спроби (не дуже вдалi) проквантувати теорiю гравiтацiї Ейнштей-
на. Як ми бачили одному простому прикладi, процедура гарантує, що рух
середнiх значень тiсно пов’язанi з класичним рухом.

Усе це порушує питання курки i яйця : що первинне – класична чи
квантова теорiя? Чи має логiчна вiдправна точка фiзики бути класичною
чи квантово-механiчною? Я думаю, вiдповiдь очевидна. Квантова механi-
ка є справжнiм описом природи. Класична механiка, будучи прекрасною
i елегантною, проте є апроксимацiєю. перекладача]. Грубо кажучи, тради-
цiйна механiка справедлива тодi, коли хвильовi функцiї зберiгають свою
форму як пакетiв. Iнодi, нам щастить, i квантова теорiя для деякої систе-
ми може бути вгадана - i це насправдi нi що iнше, як здогад - починаючи зi
звичної класичної системи i квантуючи її. Iнодi це працює. Квантовий рух
електронiв, виведений iз класичної механiки частинок, є показовим при-
кладом. Iнший приклад це квантова електродинамiка, виведена з рiвнянь
Максвелла. Але iнодi не iснує класичної теорiї, щоб використовувати як
вiдправну точку. Спин частинки немає класичного аналога. I квантуван-
ня загальної теорiї вiдносностi значною мiрою не вдалося. Квантова теорiя,
ймовiрно, набагато фундаментальнiша порiвняно з класичною теорiєю, яку,
як правило, слiд розумiти як наближення.

Сказавши, що сказав, я тепер продовжу квантування руху частинок,
але цього разу увiмкнувши вплив сил.
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9.6. Сили

Свiт був би нудним мiсцем, якби всi частки були вiльнi. Сили це те,
що дозволяє частинкам робити будь-якi цiкавi речi, такi як об’єднуватися
в атоми, молекули, шоколаднi батончики та чорнi дiрки. Сила, що дiє на
будь-яку цю частинку, є сумою сил, що дiють на цю частинку з боку всiх
iнших частинок у Всесвiтi. На практицi ми зазвичай припускаємо, що ми
знаємо, що саме роблять решту частинок i, тому, замiнюємо їх (сумарний)
вплив так званим зовнiшнiм полем для частки, яку ми вивчаємо. Потен-
цiйна енергiя у цьому ефективному зовнiшньому полi визначає силу, що дiє
на нашу частинку. Це вiрно як у класичнiй, так i в квантовiй механiцi.

Потенцiйна енергiя позначається як V (x). У класичнiй механiцi вона
пов’язана iз силою таким рiвнянням

F (x) = −∂V
∂x

.

Якщо рух є одномiрним, то приватна похiдна може бути замiнена звичай-
ною похiдною, але я залишу все як є. Якщо ми потiм об’єднаємо це рiвняння
з другим законом Ньютона F = ma, то отримаємо

m
d2x

dt2
= −∂V

∂x
.

У квантовiй механiцi ми чинимо iнакше: Ми записуємо гамiльтонiан i вирi-
шуємо рiвняння Шредiнгера. Включення потенцiйної енергiї до цiєї схеми
є досить очевидним. Потенцiйна енергiя V (x) стає оператором V, який
додається до гамiльтонiану.

Який оператор є V? Вiдповiдь на це питання найпростiше висловити,
якщо мiркувати мовою хвильових функцiй, а не абстрактною мовою бра
i кетiв. Насамперед зауважимо, що потенцiйна енергiя V як функцiя ко-
ординати x може бути представлена у виглядi низки за ступенями x. При
переходi до оператора потенцiйної енергiї V ми в кожному членi зазначено-
го ряду замiнюємо координату x на оператор X. Кожен член отриманого
ряду, дiючи на хвильову функцiю, просто множить її на координату (у
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вiдповiднiй мiрi i з вiдповiдним коефiцiєнтом). Тому, коли оператор V дiє
будь-яку хвильову функцiю ψ (x), вiн просто множить хвильову функцiї
на функцiю V (x):

V |Ψ⟩ → V (x)ψ(x).

Так само, як i в класичнiй механiцi, щойно сили включенi, iмпульс частинки
не зберiгається. Насправдi закони руху Ньютона можна сформулювати в
такому виглядi

dp

dt
= F

або

dp

dt
= −∂V

∂x
. (9.175)

Правила квантування вимагають вiд нас додати оператор V(x) до гамiль-
тонiану,

H =
P2

2m
+V(x), (9.176)

i модифiкувати рiвняння Шредiнгера очевидним чином:

iℏ
∂ψ

∂t
=

−ℏ2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ

Eψ =
−ℏ2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ. (9.177)

Який ефект такої змiни? Додатковий член, безумовно, впливає на те, як
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хвильова функцiя ψ змiнюється з часом. Так, звичайно, i має бути, якщо се-
реднє положення хвильового пакета має наслiдувати класичну траєкторiю.
Для того, щоб перевiрити нашi мiркування, давайте подивимося, чи це так
насправдi. Насамперед, чи залишається справедливим рiвняння (9.174)?
Мабуть, оскiльки зв’язок мiж iмпульсом i швидкiстю залежить вiд прису-
тностi сил.

Оскiльки новий доданок було додано в гамiльтонiан H, то з’явиться
новий член у комутаторi X i H. В принципi, це могло б змiнити вираз для
швидкостi рiвняння (9.172), але, як легко бачити, цього не вiдбувається.
Новий член включає комутатор X з V(x). Але множення на x та множення
на функцiю x є операцiями, якi комутують один з одним. Iншими словами,

[X,V(x)] = 0.

Таким чином, зв’язок мiж швидкiстю та iмпульсом не залежить вiд прису-
тностi сил у квантовiй механiцi, як це має мiсце i в класичнiй механiцi.

Цiкавiше питання: чи можемо ми зрозумiти квантову версiю закону
Ньютона? Як було зазначено вище, цей закон можна записати у виглядi

dp

dt
= F.

Обчислимо похiдну часу вiд середнього значення оператора iмпульсу P.
Знову, хитрiсть полягає в тому, щоб прокомутувати P з гамiльтонiаном:

d

dt
⟨P⟩ = i

2mℏ
〈[
P2,P

]〉
+
i

ℏ
⟨[V,P]⟩ . (9.178)

Перший член дорiвнює нулю, оскiльки оператор комутує з будь-якою фун-
кцiєю себе. Для того, щоб обчислити другий доданок, ми використовува-
тимемо рiвняння, яке ми ще не довели:

[V(x),P] = iℏ
dV (x)

dx
. (9.179)
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Пiдставляючи (9.179) у (9.178), отримаємо

d

dt
⟨P⟩ = −

〈
dV

dx

〉
.

Тепер давайте доведемо формулу (9.179). Нехай комутатор дiє хвильову
функцiю:

[V(x),P]ψ(x) = V (x)

(
−iℏ d

dx

)
ψ(x)−

(
−iℏ d

dx

)
V (x)ψ(x). (9.180)

Це вираз легко спрощується i приводить до формули (9.179). Таким чином,
ми показали, що

d

dt
⟨P⟩ = −

〈
dV

dx

〉
, (9.181)

що є квантовим аналогом рiвняння Ньютона швидкостi змiни iмпульсу.

Вправа 9.3: Показати, що права сторона рiвняння (9.180) може
бути приведена до такого виду як i права сторона рiвняння (9.179).
Пiдказка Спочатку розкладiть другий член, використовуючи формулу
для похiдної вiд твору. Потiм зменшiть члени з протилежними знаками.

9.7. Прямолiнiйний рух та класична межа

Можна подумати, що ми довели, що очiкувана величина оператора
координати X точно слiдує класичнiй траєкторiї. Але те, що ми насправдi
довели, виявляється зовсiм iншим. Це так, оскiльки середнє для функцiї
вiд x вiдрiзняється вiд функцiя середнього для x. Якщо рiвняння (9.181)
прочитати так,
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d

dt
⟨P⟩ = −dV (⟨x⟩)

d ⟨x⟩
[This is wrong]

(i, дозвольте менi пiдкреслити, що рiвняння (9.181) означає зовсiм iнше),
тодi ми б сказали, що середнє положення i iмпульс задовольняють рiвнян-
ням класичної фiзики. Але насправдi класичнi рiвняння є лише наближе-
нням, яке є задовiльним лише тодi, коли ми можемо середнє значення для
похiдної dV/dx замiнити похiдну вiд функцiї, обчисленої для середнього
значення x. Коли така замiна є допустимою? Вона допустима щоразу, коли
V (x) повiльно змiнюється на вiдстанях порядку розмiрiв хвильового паке-
та. Якщо V змiнюється швидко у межах хвильового пакета, то класичне
наближення виявляється не справедливим. Хвильовий пакет, при розсiян-
нi на потенцiалi, що швидко змiнюється, буде роздiлений на безлiч хвиль,
якi не мають нiчого спiльного з початковим хвильовим пакетом. Розподiл
ймовiрностi (для координати або iмпульсу) також буде сильно змiненим.
В цьому випадку у вас не буде iншого вибору, крiм як вирiшити рiвняння
Шредiнгера.

Давайте подивимося на цей момент докладнiше. Математично, ми не
зробили жодних припущень щодо форм наших хвильових пакетiв. Але ми
мовчазно думали про них як про функцiї з гладкою формою та з одним ма-
ксимумом, якi плавно зменшуються до нуля у позитивному та негативному
напрямках. Ця умова, хоч i не була присутньою явно в наших математи-
чних припущеннях, проте є iстотною для того, щоб частка поводилася так,
як ми припускаємо вона повинна поводитися вiдповiдно до класичної фi-
зики.

Щоб проiлюструвати це, давайте розглянемо трохи "дивний"хвильовий
пакет. На малюнку 9.3 показаний бiмодальний хвильовий пакет (має два
максимуми), з центром на початку координат осi x. Тепер розглянемо де-
яку функцiю x, скажiмо F (x), де F є силою. Середнє значення F (x) не
спiвпадає з функцiєю F вiд середнього значення x. Iншими словами,

⟨F (x)⟩ ≠ F (⟨x⟩) .
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Мал. 9.3. Бiмодальна (двогорба) функцiя, центрована за x = 0. Зауважте, що середнє
значення дорiвнює нулю, ⟨x⟩ = 0, але середньоквадратичне значення не дорiвнює нулю,
∆x > 0.

У правiй сторонi стоїть функцiя, обчислена у центрi хвильового пакета.
Це не те саме, що стоїть з лiвого боку i, що вiдповiдає нашим результатам
з попереднього роздiлу - ⟨F (x)⟩ має той же вигляд, що i права частина
рiвняння ( 9.181).

Дозвольте менi навести приклад, у якому цi два вирази можуть бути
надзвичайно рiзними. Припустимо, що F дорiвнює x у квадратi:

F = x2.

I припустимо, що хвильовий пакет виглядає як на рис. 9.3. Чому дорiвнює
очiкуване значення x? Воно одно нулю, як i F (⟨x⟩), оскiльки F (0) = 02 = 0.
З iншого боку, якою є очiкувана величина x2? Вона безумовно бiльша за
нуль. Тому, коли хвильовий пакет вiдрiзняється вiд одиночного пiку, який
здебiльшого характеризується своїм центром, то завжди вiрно, що швид-
кiсть змiни iмпульсу визначається значенням сили, обчисленої при значеннi
математичного очiкування x. Це виявляється правильним тiльки тодi, ко-
ли хвильова функцiя зосереджена в досить вузькому дiапазонi координат
так, що очiкувана величина F (x) така сама, як F (⟨x⟩). Таким чином ми
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трохи схитрили, кажучи, що наше квантове рiвняння руху виглядає кла-
сично. Все залежить вiд хвильового пакета, чи є вiн добре локалiзованим
чи нi.

За iнших рiвних умов, якщо маса частки велика, то хвильова функцiя
має тенденцiю бути дуже добре локалiзованою. Якщо потенцiйна енергiя
V (x) не має рiзких пiкiв, то хорошим наближенням буде використання
F (⟨x⟩) замiсть ⟨F (x)⟩. Якщо V (x) має пiки, то хвильовий пакет має тен-
денцiю розпадатися. Наприклад, припустимо, що ми маємо хороший хви-
льовий пакет, який рухається вправо i наштовхується на точкову систему,
подiбно до атома, з потенцiйною енергiєю подiбною до тiєї, що показана
на рисунку 9.4. Хвильовий пакет розпливатиметься i розбиватиметься на
частини. Однак, коли вiн стикається з дуже гладким потенцiалом, то вiн
пройде крiзь потенцiал так, нiби його рух описувалося б класичними рiв-
няннями. Ми не очiкуємо, що квантова механiка вiдтворить класичну ме-
ханiку за всiх можливих обставин. Але ми сподiваємося, що це станеться в
тих випадках, коли це має статися, а саме, коли частки є важкими, а по-
тенцiали гладкими i нiщо не викликає розсiювання або розпаду хвильової
функцiї.

Мал. 9.4. Пiкоподiбна потенцiйна функцiя. Потенцiйна функцiя з рiзко окресленим пi-
ком прагне розвiяти хвильову функцiю. Чим менше довжина цього пiку в порiвняннi з
розмiром хвильового пакета, тим бiльша ймовiрнiсть, що хвильовий пакет буде розсiя-
ний i тим менш "класичним"буде його поведiнка.
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У яких фiзичних системах з’являються поганi потенцiали, якi розби-
вають хвильову функцiю? Припустимо, потенцiал має особливостi, мають
певний розмiр. Наприклад, це непроникне тiло з безлiччю великих, близь-
ко розташованих шипiв, як у рисунку 9.4. Нехай характерний розмiр таких
пiкiв δx, що значно менше, нiж невизначенiсть положення ∆x хвильового
пакету, що налiтає:

δx < ∆x.

Якщо рiзкi особливостi V (x) мають масштаб, який набагато менше, нiж
розмiр пакету хвилi, що налiтає, той пакет буде розбитий на багато малень-
ких шматочкiв. Всi вони будуть розпорошенi в рiзних напрямках. Грубо
кажучи, коли особливостi потенцiалу менше, нiж довжина хвилi частки,
що налiтає, то хвильова функцiя буде мати тенденцiю розпадатися.

Допустимо, ви берете кулю для боулiнгу i питаєте: “Що в даному ви-
падку є ∆x?” Можна використовувати принцип невизначеностi, щоб розви-
нути iнтуїцiю щодо цього питання. Як правило, ∆p∆x бiльше, нiж ℏ. Але
в багатьох випадках цей витвiр порядку ℏ:

∆p∆x ∼ ℏ.

Що таке ∆p? Це m∆v, що дає нам

m∆v∆x ∼ ℏ.

Перегруповуючи величини, ми можемо записати

∆v∆x ∼ ℏ
m

або

∆x ∼ ℏ
m∆v

.
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Тепер, якщо я поставлю шар для боулiнгу на землi, я дуже добре знаю, що
невизначенiсть його швидкостi не дуже велика. Для все бiльш i бiльш важ-
кого м’яча, можна очiкувати, що невизначенiсть у швидкостi стає дедалi
менше. Але, у будь-якому випадку, права частина має масу m у знаменни-
ку, i незалежно вiд ∆v, зi зменшенням маси невизначенiсть положення кулi
збiльшується. I, зокрема, ця невизначенiсть рано чи пiзно стане бiльшою,
нiж характерний розмiр особливостей потенцiалу.

У квантово-механiчнiй межi, коли m дуже мала i ∆x має тенден-
цiю бути бiльшим, хвильова функцiя буде рухатися пiд дiєю "зазубрено-
го"потенцiалу, який змiнюється швидше, нiж сама хвильова функцiя. Ось
тодi хвильова функцiя розпадається. З iншого боку, коли m стає дуже ве-
ликим, ∆x стає маленьким. Для великої кулi для боулiнгу хвильовий пакет
може бути дуже зосередженим. Коли такий хвильовий пакет рухається че-
рез потенцiал з колючками, то його крихiтна хвильова функцiя виявляє
потенцiал, чиї особливостi не є вже власне рiзкими особливостями, а скорi-
ше являють собою досить плавнi перепади потенцiйної енергiї. Поширення
через широкi гладкi змiни потенцiалу не розбиває функцiю хвильової на
шматки. Великi маси та гладкi потенцiали є характерними для класичної
межi. Частка з малою масою, перемiщаючись через рiзко змiнюється по-
тенцiал, веде себе як iстинно квантово-механiчна система.

А як щодо електронiв? Чи є вони досить масивними, щоб поводити-
ся класично? Вiдповiдь залежить вiд спiввiдношення мiж потенцiалом та
масою. Наприклад, якщо у вас є двi пластини конденсатора, рознесенi на
сантиметр, з плавним електричним полем мiж ними, то електрон буде ру-
хатися через зазор, як хороша, цiлiсна, майже класична частка. З iншого
боку, потенцiал, пов’язаний iз ядром атома, завжди має рiзкi особливостi.
Якщо електронний хвильовий пакет потрапляє на цей потенцiал, вiн буде
розкиданий на всi боки.

Перед тим, як залишити цю тему, я хотiв би згадати про хвильовi паке-
ти з мiнiмальною невизначенiстю. Це хвильовi пакети, де ∆x∆p в точностi
дорiвнює ℏ/2 (на вiдмiну вiд звичайного для переважної кiлькостi випадкiв
знака бiльше). Iншими словами, в цьому випадку добуток невизначеностей
∆x∆p настiльки мало, наскiльки квантова механiка дозволяє. Цi хвильовi
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пакети мають форму кривої Гауса, i вони часто називають гаусовi хвильовi
пакети. Згодом вони розпливаються i стають плоскiшими. Такi хвильовi
пакети негаразд поширенi, але вони iснують. Куля для боулiнгу у станi
спокою є гарним наближенням. У лекцiї 10 ми побачимо, що основний стан
гармонiйного осцилятора описується гаусовим хвильовим пакетом.

9.8. Iнтеграли з траєкторiй

Класична гамiльтонова механiка зосереджена на детальному, крок-за-
кроком, поступовiй змiнi стану системи. Але є й iнший, глобальний, спосiб
сформулювати механiку - Принцип найменшого впливу - у якому основна
увага придiляється всiй iсторiї системи. У разi частинки такий принцип має
справу з траєкторiєю частки повнiстю, вiд деякого початкового часу до де-
якого кiнцевого часу. Обидва пiдходи, зрештою, призводять до одних i тих
же рiвнянь руху, але методи отримання цих рiвнянь, а водночас i акцен-
ти, що розставляються, вiдрiзняються. Гамiльтонова механiка зосереджує-
ться на певному моментi часу i каже нам, як система змiнюється мiж цим
i наступним моментами часу. Можна сказати, що гамiльтонова механiка
"аналiзує"траєкторiю системи. Принцип найменшого впливу використовує
протилежний пiдхiд, заснований на синтезi всiєї траєкторiї цiлком. Можна
собi уявити, що природа перебирає всi можливi траєкторiї (мiж заданими
початковою та кiнцевою точками) i вибирає ту, вздовж якої деяке число,
зване дiєю, виявляється мiнiмальною (фактично екстремальною, але в пе-
реважнiй кiлькостi практичних випадкiв - мiнiмальною).

Квантова механiка також використовує опис гамiльтону, який зосере-
джений на поступових змiнах. Такий опис засновано на використаннi рiв-
няння Шредiнгера, що залежить вiд часу, i такий пiдхiд є дуже загальним.
Наскiльки ми знаємо, вiн може бути використаний для опису всiх фiзичних
систем. Тим не менш, є справедливим поставити питання, що i зробив Рi-
чард Фейнман майже сiмдесят рокiв тому, чи є такий спосiб поглянути на
квантову механiку, що ґрунтується на всiй iсторiї системи. Або iнакше ка-
жучи, чи є формулювання аналогiчне принципу найменшої дiї? Я не буду
докладно пояснювати в цiй лекцiї квантово-механiчний опис, заснований на
фейнманiвських iнтегралах з траєкторiй, але тiльки, щоб пiдiгрiти апетит,
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я натякну на те, як це працює.
По-перше, дозвольте менi дуже коротко нагадати вам про класичний

принцип найменшої дiї. Припустимо, що класична частка стартує в точцi x1
в момент часу t1 i прибуває в точку x2 в момент часу t2 (рис. 9.5). Питання
полягає в наступному: Яка траєкторiя частки?

Вiдповiдно до принципу найменшої дiї, фактична траєкторiя – це така
траєкторiя, яка мiнiмiзує дiю. Дiя, звичайно, технiчний термiн, i це озна-
чає iнтеграл вiд функцiї Лагранжа мiж кiнцевими точками траєкторiї. Для
простих систем, лагранжiани це кiнетична енергiя мiнус потенцiйна енер-
гiя. Таким чином, для частки, яка рухається в одному вимiрi, дiя

A =

ˆ t2

t1

L(x, ẋ)dt (9.182)

або

A =

ˆ t2

t1

(
mẋ2

2
− V (x)

)
dt.

Iдея полягає в тому, щоб спробувати всi можливi траєкторiї, що з’єднують
двi кiнцевi точки i обчислити A для кожної з них. Переможцем є та трає-
кторiя, яка має найменшу дiю.

Тепер перейдемо до квантової механiки. Iдея про чiтко визначену трає-
кторiю мiж двома точками не має сенсу в квантовiй механiцi через принцип
невизначеностi. Тим не менш, ми можемо поставити таке питання: Врахо-
вуючи, що на початку частка знаходиться в точцi (x1, t1), яка ймовiрнiсть
того, що вона буде виявлена в точцi (x2, t2), якщо таке спостереження буде
здiйснено?

Як завжди у квантовiй механiцi, ймовiрнiсть дорiвнює квадрату абсо-
лютної величини комплексної амплiтуди. Глобальна версiя квантової меха-
нiки запитує:

За умови, що частка стартувала з точки x1, t1, чому дорiвнює ам-
плiтуда того, що частка опиниться в точцi x2, t2 ?
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Мал. 9.5. Класична траєкторiя. Показано один з можливих шляхiв, яким частка пере-
ходить з точки 1 (x1, t1) в точку 2 (x2, t2). Для простоти, вiсь швидкостi ẋ, вздовж якої
вiдкладається швидкiсть частинки вздовж осi x, не показана.
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Давайте назвемо таку амплiтуду C(x1, t1;x2, t2), або, простiше, просто
C1,2. Початковий стан частки |Ψ(t1)⟩ = |x1⟩. Протягом iнтервалу мiж t1 i
t2 стан частки еволюцiонує в

|Ψ(t2)⟩ = e−iH(t2−t1) |x1⟩ . (9.183)

Амплiтуда виявити частку в станi |x2⟩ визначається просто як скалярне
твiр |Ψ(t2)⟩ i |x2⟩. Її значення одно,

C1,2 = ⟨x2| e−iH(t2−t1) |x1⟩ . (9.184)

Iншими словами, амплiтуда переходу з x1 в x2 протягом iнтервалу часу t2−
t1 виходить, якщо помiстити оператор e−iH(t2−t1) мiж початковим i кiнцевим
положеннями (мається на увазi вiдповiднi вектор станiв). Для спрощення
формул, давайте замiнимо t2 − t1 на t. Тодi амплiтуда запишеться так,

C1,2 = ⟨x2| e−iHt |x1⟩ . (9.185)

Тепер давайте розiб’ємо iнтервал часу t на два меншi iнтервали розмiром
t/2 кожен (див. малюнок 9.6). Оператор e−iHt можна записати у виглядi
твору двох операторiв:

e−iHt = e−iHt/2e−iHt/2. (9.186)

Вставляючи одиничний оператор у виглядi

I =

ˆ
dx |x⟩ ⟨x| , (9.187)
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Мал. 9.6. Перший крок на шляху квантування траєкторiї. Розбиваємо траєкторiю на
двi рiвнi частини (рiвнi за часом). Частка має тi ж, що й ранiше початкову i кiнцеву
точки, але тепер також її траєкторiя проходить через фiксовану промiжну точку x.
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перепишемо амплiтуду як

C1,2 =

ˆ
dx ⟨x2| e−iHt/2 |x⟩ ⟨x| e−iHt/2 |x1⟩ . (9.188)

Ця форма рiвняння виглядає складнiше, але має дуже цiкаву iнтерпрета-
цiю. Дозвольте менi це сказати. Амплiтуда переходу з x1 до x2 за iнтервал
часу t є iнтегралом за промiжною позицiєю x. Пiдiнтегральним виразом є
амплiтуда переходу вiд x1 до x за iнтервал часу t/2, помножена на амплi-
туду, переходу вiд x до x2 за iнший iнтервал часу t/2.

Малюнок 9.6 iлюструє ту саму iдею у вiзуальному планi. Класично,
щоб перейти вiд x1 до x2, частка повинна пройти через промiжну точку x.
Але в квантовiй механiцi амплiтуда переходу вiд x1 до x2 є iнтегралом по
всiх можливих промiжних точках.

Ми можемо продовжити цю iдею далi i роздiлити часовий iнтервал
на велику кiлькiсть крихiтних iнтервалiв, як показано на рис. 9.7. Я не
виписуватиму складних формул, але iдея повинна бути ясна. Для кожного
крихiтного промiжку часу, скажiмо, розмiром ϵ, ми включаємо фактор

e−iϵH .

Потiм, мiж кожною парою спiвмножникiв, ми вставляємо одиницю так, що
амплiтуда C1,2 стає кратним iнтегралом по всiх промiжних розташуваннях.
Пiдiнтегральний вираз складено з творiв виразiв виду

⟨xi| e−iϵH |xi+1⟩ .

Якщо ми визначимо U(ϵ) як

U(ϵ) = e−iϵH ,

тодi ми можемо записати весь твiр у такому виглядi
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Мал. 9.7. Подальшi кроки отримання iнтеграла по траєкторiї. Зафiксувавши початкову
та кiнцеву точки, розiб’ємо траєкторiю на велику кiлькiсть шматочкiв однакового (за
часом) розмiру.
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⟨x2|UN |x1⟩

або

⟨x2|UUUU . . . |x1⟩ .

У цьому рiвняннi U з’являється N раз, як множник, де N означає число
крокiв довжиною епсiлон. Потiм ми можемо вставити тотожнi оператори
мiж усiма множниками U .

Такий вираз можна назвати амплiтудою даної траєкторiї. Але частка
не перемiщається вздовж певної траєкторiї. Натомiсть, в межi великої кiль-
костi нескiнченно малих iнтервалiв часу, амплiтуда є iнтегралом по всiх
можливих шляхах мiж кiнцевими точками. Елегантний факт, який виявив
Фейнман, полягає в тому, що амплiтуда для кожного шляху простим чи-
ном пов’язана з вiдомим виразом iз класичної механiки - дiєю для цього
шляху. Точний вираз для кожного шляху є

eiA/ℏ,

де A є дiя для iндивiдуального шляху.
Формулювання Фейнмана можна звести до одного рiвняння:

C1,2 =

ˆ
по всiм шляхам

eiA/ℏ. (9.189)

Формулювання, засноване на iнтегралах з траєкторiй, не просто елеган-
тний математичний трюк; вона є дуже сильним iнструментом. Насправдi
її можна використати для того, щоб отримати як рiвняння Шредiнгера,
так i всi комутацiйнi спiввiдношення квантової механiки. Але цей пiдхiд
по-справжньому розкриває всi свої можливостi в контекстi квантової тео-
рiї поля, де вiн є основним iнструментом для формулювання законiв фiзики
елементарних частинок.
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10. Гармонiйний осцилятор

Art: I think I see it, Lenny. The whole picture is slowly coming into focus.
Minus One, General Uncertainty, entangled pairs, the Hamiltonian – even the
degenerates. What’s next?

Lenny: Oscillations, Art. Vibrations. You’re a fiddler – play us a last tune
tonight. Something with good vibes.

З усiх iнгредiєнтiв, якi входять у побудову квантового опису свiту, два
видiляються як особливо фундаментальнi. Спин або кубит, звичайно ж є
одним з них. У класичнiй логiцi, все може бути побудовано з так-нi пи-
тань. Аналогiчно, у квантовiй механiцi, кожне логiчне питання зводиться
до питання про кубiти. Ми витратили багато часу у попереднiх лекцiях на
вивчення кубитiв. У цiй лекцiї ми дiзнаємося про другу базову складову
квантової механiки - про гармонiйний осцилятор.

Гармонiчний осцилятор не є конкретним об’єктом, як атом водню або
кварк. Це справдi математична конструкцiя для розумiння величезної кiль-
костi явищ. Концепцiя гармонiйного осцилятора також iснує у класичнiй
фiзицi, але вона справдi виходить на перший план лише у квантовiй теорiї.

Одним iз прикладiв гармонiйного осцилятора є частка, що рухається
пiд дiєю лiнiйної сили, що вiдновлює; наприклад, вантаж, що широко вико-
ристовується, на кiнцi пружини. Iдеалiзована пружина задовольняє закону
Гука: сила, що дiє на змiщену масу, пропорцiйна вiдстанi, на яку була змi-
щена ця маса. Ми називаємо силу, що повертає сила, тому що вона тягне
масу назад у бiк положення рiвноваги.

Iншим прикладом є ванька-встанька. Що характеризує цi системи, так
це потенцiйна енергiя, яка виглядає як парабола:

V (x) =
k

2
x2. (10.190)

Постiйна k називається коефiцiєнт пружностi пружини. Якщо згадати,
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що сила, що дiє на об’єкт, дорiвнює мiнус градiєнту V , то ми знайдемо, що
сила, що дiє на об’єкт є

F = −kx. (10.191)

Негативний знак говорить нам, що сила дiє протилежно до перемiщення i
тягне масу назад до початку координат.

Чому гармонiйнi осцилятори настiльки поширенi у фiзицi? Причиною
тому є той факт, що майже будь-яка гладка функцiя виглядає як парабо-
ла, близько свого мiнiмуму. Дiйсно, багато видiв систем характеризуються
енергiєю, яка може бути апроксимована квадратичною функцiєю певної
змiнної, яка представляє змiщення вiд рiвноваги. Будучи обуренi, цi систе-
ми коливатимуться бiля точки рiвноваги. Ось деякi iншi приклади:

•Атом, що знаходиться в кристалiчнiй решiтцi. Якщо атом трохи змi-
щений зi свого положення рiвноваги, то сусiднi атоми штовхають його
назад. При цьому сила, що повертає, приблизно лiнiйна по змiщен-
ню. Цей рух є тривимiрним i справдi складається з трьох незалежних
коливань.

•Електричний струм у ланцюгу низького опору часто осцилює з хара-
ктерною частотою. Математика ланцюгiв iдентична математицi мас,
прикрiплених до пружин.

•Хвилi. Якщо поверхня ставка не спокiйна, то нею поширюються хви-
лi. Якщо хтось дивиться у певне мiсце, то вiн бачитиме коливання
поверхнi, коли хвиля проходить повз. Цей рух може бути описаний
як простий гармонiйний рух. Те саме стосується звукових хвиль.

•Електромагнiтнi хвилi. Так само, як i будь-яка iнша хвиля, свiтлова
хвиля або радiохвиля осцилює, коли вона проходить повз вас. Та сама
математика, що визначає коливається частинку також застосовна до
опису електромагнiтних хвиль.

280



Гармонiйний осцилятор

Цей список можна продовжувати i продовжувати, але математика для
них однакова. Просто, щоб мати на увазi конкретний приклад, давайте
представимо осцилятор у виглядi вантажу висить на пружинi. Зрозумiло,
нам навряд чи потрiбна квантова механiка, щоб описати звичайний ван-
таж i пружину, так що давайте представимо дуже крихiтну версiю цiєї ж
системи, а потiм проквантуємо її.

10.1. Класичний опис

Давайте використовувати y для позначення висоти, на якiй важить
вантаж. Виберемо початок вiдлiку, так що вантаж у рiвновазi знаходиться
за y = 0, тобто, коли вантаж висить у станi спокою. Для вивчення цiєї
системи класично ми можемо використовувати метод Лагранжа, про який
можна прочитати в будь-якому пiдручнику з класичної механiки. Кiнети-
чна та потенцiйна енергiї є 1√

2
mẏ2 i 1√

2
ky2, вiдповiдно.

Як ви пам’ятаєте, лагранжiан це кiнетична енергiя мiнус потенцiйна
енергiя:

L =
1

2
mẏ2 − 1

2
ky2.

По-перше, ми приведемо лагранжiан до певного стандартного виду шляхом
замiни y на iншу змiнну, яку ми називатимемо x. Ця нова координата не
честь щось зовсiм нове. Вона, як i ранiше, представляє зсув маси. При
переходi вiд y до x ми просто робимо зручну змiну одиниць вимiру. Давайте
визначимо нову змiнну

x =
√
my.

Виражений через координату x лагранжiан записується так

L =
1

2
ẋ2 − 1

2
ω2x2. (10.192)
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Постiйна ω визначається як ω =
√

k
m є не що iнше, як частота осцилятора.

З такою замiною змiнних, ми можемо використовувати ту саму форму
(рiвняння) для опису будь-якого осцилятора. Представленi в такiй формi
осцилятори вiдрiзняються один вiд одного тiльки за їх частотою.

Тепер, давайте використовувати рiвняння Лагранжа, щоб знайти рiв-
няння руху. Для одномiрної системи iснує тiльки одне рiвняння Лагранжа,
а саме:

∂L

∂x
=

d

dt

∂L

∂ẋ
. (10.193)

Пiдставляючи вираз (10.192), отримаємо

∂L

∂ẋ
= ẋ. (10.194)

Величина, визначена в цьому рiвняннi, називається канонiчним iмпульсом,
пов’язаним з координатою x. Диференцiювання за часом дає

d

dt

∂L

∂ẋ
= ẍ (10.195)

i тепер маємо праву частину рiвняння (10.193). Лiва частина того ж рiвня-
ння виглядає так,

∂L

∂x
= −ω2x. (10.196)

Прирiвнюючи лiву та праву частини ((10.196) та (10.195)) рiвняння Ла-
гранжа, отримаємо
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−ω2x = ẍ. (10.197)

Це рiвняння, звичайно ж, еквiвалентне рiвнянню Ньютона F = ma. Чому
з’являється мiнус? Тому що сила є сила, що вiдновлює, - її напрямок про-
тилежне зсуву. На даний момент ви вже бачили цей тип рiвняння досить
багато разiв, щоб знати, що рiшення мiстить синуси та косинуси. Загальне
рiшення,

x = A cos (ωt) +B sin (ωt) . (10.198)

показує, що ω дiйсно є частотою осцилятора. Коли ми диференцiйуємо
двiчi, ми отримуємо множник ω2.

Вправа 10.1: Знайдiть другу похiдну вiд x в (10.198) i потiм
покажiть, що вона задовольняє рiвнянню (10.197).

10.2. Квантово-механiчний опис

Тепер давайте повернемося до нашої мiкроскопiчної версiї вантаж-на-
пружинi системи - скажiмо, з розмiром не бiльше, нiж у молекули. На
перший погляд це здається смiшним. Як можна зробити пружину такою
маленькою? Але насправдi природа надає всiлякi види мiкроскопiчних пру-
жин. Багато молекул складаються з двох атомiв - наприклад, з важкого
i легкого атома. Деякi сили утримують молекулу у рiвновазi, коли атоми
розташованi певну вiдстань друг вiд друга. Коли легкий атом змiщується,
вiн притягуватиметься назад у положення рiвноваги. Молекула є мiнiатюр-
ним варiантом грузик-на-пружине системи, причому настiльки малою, що
ми повиннi використовувати квантову механiку, щоб описати її.
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Маючи пiд руками класичний лагранжiан, спробуємо побудувати квантово-
механiчний опис нашої системи. Перше, що нам потрiбне, це простiр ста-
нiв. Як ми вже бачили, стан частинки, що рухається вздовж прямої, є
хвильовою функцiєю ψ (x). Є багато можливих станiв системи, i кожен
iз них представлений своєю хвильовою функцiєю. Функцiя ψ (x) визнача-
ється таким чином, що добуток ψ∗ (x)ψ (x) задає щiльнiсть ймовiрностi
(iмовiрнiсть на одиницю довжини ) того, що частка буде виявлена в точцi
x:

ψ∗(x)ψ(x) = P (x).

У цьому рiвняннi P (x) є щiльнiстю ймовiрностi. Тепер у нас є свого роду
кiнематика - опис того, що є станом системи.

Чи може ψ (x) бути довiльною функцiєю? Крiм вимоги, що вона повин-
на бути безперервною i диференцiйованою, єдина додаткова умова полягає
в тому, що повна ймовiрнiсть знаходження частинки в будь-якiй точцi про-
стору має бути рiвним одиницi (це є вимога нормованостi):

∞̂

−∞

ψ∗(x)ψ(x)dx = 1. (10.199)

Це не є настiльки сильним обмеженням. Чому б не дорiвнював даний iн-
теграл, ми завжди можемо помножити хвильову функцiю на постiйний
множник, такий, щоб значення iнтеграла дорiвнювало б одиницi - якщо,
звичайно, iнтеграл не дорiвнює нулю або нескiнченностi. Оскiльки твiр
ψ∗(x)ψ(x) явно позитивний, ми не повиннi турбуватися про нуль, але не-
скiнченнiсть зовсiм iнша справа. Є багато функцiй, для яких iнтеграл в
рiвняннi (10.199) розходиться. Умови для розумної хвильової функцiї, та-
ким чином, включають вимогу, щоб ψ (x) спадала до нуля (при великих x)
досить швидко так, щоси iнтеграл сходився. Функцiї, якi задовольняють
цiй умовi, називаються нормованi.

Є два питання, якi ми могли б поставити про наш гармонiйний осци-
лятор:
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•Як змiнюється вектор стану з часом? Щоб вiдповiсти на це питання,
нам потрiбно знати гамiльтонiан.

•Якi можливi енергiї осцилятора? Вони також визначаються гамiль-
тонiаном.

Таким чином, щоб знати щось корисне нам потрiбен гамiльтонiан. На
щастя, ми можемо вивести його з лагранжiана, i я нагадаю вам незаба-
ром, як саме це робиться. Але спочатку нагадаю, що канонiчно сполуче-
ний iмпульс x визначається як ∂L/∂ẋ. У поєднаннi з рiвнянням (10.194),
отримуємо

p =
∂L

∂ẋ
= ẋ.

Використовуючи безпосереднє визначення класичної механiки, ми бачимо,
що гамiльтонiан для гармонiйного осцилятора дорiвнює

H = pẋ− L,

де p є iмпульс канонiчно пов’язаний до x, а L є лагранжiан. Ми могли
б працювати безпосередньо з цим визначенням, але натомiсть ми скори-
стаємося бiльш коротким шляхом. Ми знаємо, що лагранжiан дорiвнює
кiнетичнiй енергiї мiнус потенцiйна енергiя, а гамiльтонiан є сумою кiне-
тичної та потенцiйної енергiй - тобто гамiльтонiан є повна енергiя. Таким
чином, гамiльтонiан осцилятора можна записати як

H =
1

2
ẋ2 +

1

2
ω2x2.

Досi все йде як слiд, але ми ще не закiнчили. Гамiльтонiан має бути ви-
ражений через канонiчний iмпульс, а чи не через швидкiсть. Виразити
гамiльтонiан через канонiчний iмпульс досить просто, бо

p =
∂L

∂ẋ
= ẋ,
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що дозволяє нам записати так,

H =
1

2
p2 +

1

2
ω2x2. (10.200)

Це класичний гамiльтонiан. Тепер ми можемо перетворити його на квантово-
механiчне рiвняння. Для цього ми iнтерпретуємо x i p як вiдповiднi опе-
ратори, що визначаються їхньою дiєю на функцiю хвилi ψ (x). Як i ранi-
ше, ми використовуватимемо жирнi символи, X i P, щоб вiдрiзнити нашi
квантовi оператори вiд їх класичних аналогiв, x i p. З попереднiх лекцiй
ми знаємо, як саме дiють цi оператори. X примножує хвильову функцiю
на координату x:

X |ψ(x)⟩ ⇒ xψ(x).

А оператор iмпульсу P має такий самий вигляд, як i для будь-якого одно-
вимiрного завдання:

P |ψ(x)⟩ ⇒ −iℏ d
dx
ψ(x).

Тепер ми можемо визначити, як саме гамiльтонiан гармонiйного осцилято-
ра дiє на хвильову функцiю: Це цiлком аналогiчно тому, що ми проробили
в лекцiї 9. Iншими словами,

H |ψ(x)⟩ ⇒ 1

2

(
−iℏ ∂

∂x

[
−iℏ∂ψ(x)

∂x

])
+

1

2
ω2x2ψ(x),

або

H |ψ(x)⟩ ⇒ −ℏ2

2

∂2ψ(x)

∂x2
+

1

2
ω2x2ψ(x). (10.201)

286



Гармонiйний осцилятор

Ми використовуємо приватнi похiднi, оскiльки у випадку хвильова функцiя
ψ залежить також вiд iншої змiнної, саме вiд часу. Час не є оператором i
не має такого ж статусу як x, але вектор стану змiнюється з часом, i тому
ми розглядаємо час як параметр. Приватна похiдна вказує на те, що ми
описуємо систему "в певний момент часу".

10.3. Рiвняння Шредiнгера

Рiвняння (10.201) показує, як гамiльтонiан дiє на ψ. Зараз, давайте
попросимо його трохи попрацювати. Як ми вже говорили в попередньому
роздiлi, одне з його завдань - це сказати вам, як вектор стану змiнюється
з часом. Для цього запишемо залежне вiд часу рiвняння Шрейдiнгера:

i
∂ψ

∂t
=

1

ℏ
Hψ.

Використовуючи (10.201), отримаємо

i
∂ψ

∂t
= −ℏ

2

∂2ψ

∂x2
+

1

2ℏ
ω2x2ψ. (10.202)

Це рiвняння говорить, що якщо ви знаєте ψ (як дiйсну, так i уявну її части-
ни) в якийсь конкретний момент часу, то ви можете передбачити, що буде
в майбутньому. Рiвняння є комплексним - воно мiстить уявну одиницю i
як множник. Це означає, що навiть якщо ψ спочатку, тобто при t = 0, була
речовиннозначна, то найближчим часом вона придбає уявну частину. Тому
будь-яке рiшення ψ, у випадку, має бути комплексної функцiєю x i t.

Ви можете вирiшити це рiвняння кiлькома способами. Наприклад, йо-
го можна вирiшити чисельно на комп’ютерi. Почнiть iз вiдомого значення
ψ (x) i злегка оновлюйте її обчислюючи похiдну. Як тiльки ви знайдете
похiдну, зможете обчислити як ψ (x) змiни при малому прирощеннi часу.
Потiм додати це збiльшення у вихiдному значеннi ψ (x) i продовжуйте ро-
бити це знову i знову. Виявляється, що ψ (x) буде робити деякi цiкавi речi -
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вона змiнюватиметься якимось чином. Фактично, за певних обставин вона
утворює хвильовий пакет, чий рух дуже нагадує рух (класичного) гармо-
нiйного осцилятора.

10.4. Рiвнi енергiї

Iнша рiч, яку ви можете зробити з гамiльтонiаном, так це обчислити
рiвнi енергiї осцилятора. Для цього необхiдно знайти власнi вектори та вла-
снi значення. Як ми дiзналися в лекцiї 4, коли ви знаєте, цi власнi вектори
та власнi значення, ви можете з’ясувати залежнiсть вiд часу без того, щоб
вирiшувати будь-якi там диференцiальнi рiвняння. Це можливо тому, що
ви знаєте, залежнiсть вiд часу кожного власного вектора гамiльтонiана.
Подивiться рецепт шредiнгерiвського кету, який ми дали в роздiлi 4.13.

А тепер, давайте зосередимося на пошуку власних векторiв гамiльто-
нiана, використовуючи рiвняння Шредiнгера, що не залежить вiд часу:

H |ψE⟩ = E |ψE⟩ .

Iндекс E вказує на те, що ψE є власним вектором для конкретного зна-
чення енергiї E. Це рiвняння визначає двi речi: хвильовi функцiї ψE (x)
та енергетичнi рiвнi E. Для того, щоб все виглядало мене абстрактним,
давайте пiдставимо H з (10.201):

−ℏ2

2

∂2ψE(x)

∂x2
+

1

2
ω2x2ψE(x) = EψE(x). (10.203)

Для того, щоб вирiшити дане рiвняння, ми повиннi:

•Визначити значення E, за яких дане рiвняння має рiшення.

•Визначити власнi вектори та можливi власнi значення енергiї.

Це трохи важче, нiж ви могли б подумати. Складнiсть у тому, що
дане рiвняння має рiшення за будь-яких значень енергiї E (i навiть при
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комплексних значеннях), але бiльшiсть таких рiшень абсурднi з фiзичного
погляду. Якщо ми просто почнемо з якогось моменту часу i чисельно вирi-
шуватимемо рiвняння Шредiнгера, роблячи невеликi поступовi кроки, то
майже завжди знайдемо, що ψ (x) зростає до нескiнченностi або “вибухає”
коли x зростає. Iншими словами, ми зможемо знайти рiшення рiвняння,
але дуже рiдко нам буде траплятися нормоване рiшення.

Насправдi, для бiльшостi значень E, у тому числi для всiх компле-
ксних чисел, рiшення рiвняння (10.203) експоненцiйно зростають при x,
що прагне ∞, до −∞ або до обом. Цей тип рiшення немає жодного фiзи-
чного сенсу; вiн каже нам, що є переважна ймовiрнiсть того, що координата
осцилятора нескiнченно далека. Очевидно, що ми хочемо накласти деяку
умову, яка дозволяє позбавитися таких рiшень. Тож давайте накладемо
таку умову:

Фiзичнi рiшення рiвняння Шредiнгера повиннi бути нормованими.
Це дуже потужний стримуючий фактор. Насправдi, для багатьох зна-

чень E, немає нормованих рiшень. Але для деяких спецiальних значень E
такi рiшення дiйсно iснують, i ми їх знайдемо.

10.5. Основний стан

Який найнижчий рiвень енергiї для гармонiйного осцилятора? У кла-
сичнiй фiзицi енергiя нiколи не може бути негативною, оскiльки гамiль-
тонiан має член x2 i член p2; щоб звести до мiнiмуму енергiю, ми просто
покладемо p i x рiвними нулю. Але в квантовiй механiцi, прирiвняти нулю
одночасно i iмпульс i координату, це аж надто. Принцип невизначеностi не
дозволить це зробити. Найкраще, що ви можете зробити, це знайти ком-
промiсний стан, в якому x i p змiнюються в невеликих межах. Оскiльки ви
повиннi йти на компромiс, найменша можлива енергiя не дорiвнюватиме
нулю оскiльки нi p2, нi x2 не дорiвнюватимуть нулю. Оскiльки оператори
X2 i P2 можуть мати лише позитивнi власнi значення, гармонiйний осци-
лятор не має негативних рiвнiв енергiї i, фактично, вiн не має також стану
з нульовою енергiєю.

Якщо всi енергетичнi рiвнi системи мають бути позитивними, то має
бути мiнiмальна допустима енергiя та вiдповiдна хвильова функцiя. Цей
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найнижчий рiвень енергiї називається основним станом i позначається че-
рез ψ0 (x). Майте на увазi, що iндекс 0 не означає, що енергiя дорiвнює
нулю; це означає, що це найнижча допустима енергiя.

Iснує дуже корисна математична теорема, яка допомагає визначити
основний стан. Ми не будемо доводити її тут, а просто наведемо її форму-
лювання:

Для будь-якого потенцiалу хвильова функцiя основного стану не має
нулiв i є єдиним власним станом оператора енергiї, який не має вузлiв.

Так що все, що нам потрiбно зробити, щоб знайти основний стан нашо-
го гармонiйного осцилятора, так це знайти таке рiшення для деякого зна-
чення E, яке не має вузлiв. Не має жодного значення, як ми це зробимо,
ми можемо використовувати математичнi трюки, будувати припущення,
або просто запитати професора. Давайте використати останнiй метод. (Я
гратиму роль професора.) Ось функцiя, яка пiдходить:

ψ(x) = e−
ω
2ℏx

2

. (10.204)

Ця функцiя схематично показана на мал. 10.1. Як ви можете бачити, вона
сконцентрована поблизу початку координат, як ми очiкували. Ця функцiя
дуже швидко спадає до нуля при вiддаленнi вiд початку координат, тому
iнтеграл вiд густини ймовiрностi кiнцевий. I, головне, вона не має вузлiв.
Так що вона має всi шанси бути нашим основним станом.

Давайте подивимося, чи зможемо ми з’ясувати, що гамiльтонiан ро-
бить iз цiєю функцiєю. Перший член гамiльтонiана (лiва частина рiвнян-
ня (10.203)) пропонує нам застосувати оператор

−ℏ2

2

∂2

∂x2

до функцiї ψ(x). Давайте обчислимо те, що вийде, виконуючи одне дифе-
ренцiювання за iншим. Отже, перший крок:

∂ψ(x)

∂x
= − ω

2ℏ
(2x) e−

ω
2ℏx

2

,
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Мал. 10.1. Хвильова функцiя - основний стан гармонiйного осцилятора.

що можна спростити як

∂ψ(x)

∂x
= −ω

ℏ
xe−

ω
2ℏx

2

Коли ми беремо другу похiдну, буде два члени через правила диференцiю-
вання твору:

∂2ψ(x)

∂x2
= −ω

ℏ
e−

ω
2ℏx

2

+
ω

ℏ
x2e−

ω
2ℏx

2

.

Давайте пiдставимо цей результат назад у рiвняння (10.203) i в той же час
замiнимо ψ (x) у правiй частинi на нашу гiпотезу, e−

ω
2ℏx

2:

ℏ
2
ωe−

ω
2ℏx

2 − 1

2
ω2x2e−

ω
2ℏx

2

+
1

2
ω2x2e− fracω2ℏx2

= Ee−
ω
2ℏx

2

.

Пiсля знищення членiв пропорцiйних x2e−
ω
2ℏx

2, ми виявляємо той чудовий
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факт, що рiшення рiвняння Шредiнгера просто звелося до вирiшення на-
ступного дуже простого рiвняння

ℏ
2
ωe−

ω
2ℏx

2

= Ee−
ω
2ℏx

2

.

Як ви можете бачити, єдиний спосiб, яким ми можемо вирiшити це рiвнян-
ня, так це покласти енергiю E рiвною ωℏ

2 . Iншими словами, ми знайшли не
лише хвильову функцiю, а й вiдповiдне значення енергiї основного стану.
Позначаючи енергiю основного стану E0, ми можемо написати

E0 =
ωℏ
2
. (10.205)

Хвильова функцiя основного стану, як виявилося, є нiчим iншим як фун-
кцiєю Гауса, яку дав нам професор:

ψ0(x) = e−
ω
2ℏx

2

.

Розумний парубок, цей професор.

10.6. Оператори народження та знищення

У цьому курсi ми стикалися з двома способами мислення про кван-
тову механiку. Їхнi витоки йдуть до Гейзенберга i Шредiнгера. Гейзенберг
любив алгебру матриць, i (якби вiн знав, як їх назвати) лiнiйнi оператори.
Шредiнгер, навпаки, мислив у категорiях хвильових функцiй та хвильо-
вих рiвнянь; рiвняння Шредiнгера є найвiдомiшим прикладом. Звичайно,
цi два способи мислення не суперечать один одному; функцiї утворюють
векторний простiр та його похiднi є операторами.

До цього часу у нашому дослiдженнi гармонiйного осцилятора ми фо-
кусувалися на функцiях та диференцiальних рiвнянь. Але потужнiший iн-
струмент у багатьох випадках, зокрема, для гармонiйного осцилятора -
це метод операторiв. Це зводить всi дослiдження хвильових функцiй та

292



Гармонiйний осцилятор

хвильових рiвнянь до дуже невеликого числа трюкiв алгебри, якi майже
завжди пов’язанi з комутацiйними спiввiдношеннями. Насправдi, щоразу,
коли ви бачите пару операторiв, моя порада, знайдiть їхнiй комутатор.
Якщо комутатор є новим оператором, який ви не бачили ранiше, знайдiть
його комутатор з оригiнальною парою. Ось коли найцiкавiше трапляється.

Очевидно, що ця порада може призвести до нескiнченного ланцюга
нудних обчислень. Але iнодi вам може пощастити i ви знайдете безлiч опе-
раторiв, якi замкнутi щодо операцiї комутування (тобто, комутатор будь-
яких двох елементiв множини є також елементом цiєї ж множини). Щоразу,
коли це станеться - ви у справi; як ми побачимо далi, операторний метод
мають величезну силу.

Тепер давайте застосуємо цей пiдхiд до нашого гармонiйного осциля-
тора. Почнемо з гамiльтонiана вираженого через оператори P i X:

H =
P2 + ω2X2

2
. (10.206)

Для того, щоб знайти iншi рiвнi енергiї (енергiю основного стану ми вже
знайшли), ми будемо використовувати деякi прийоми. Iдея полягає в тому,
щоб вмiло використовувати властивостi X i P (зокрема, їхнє комутацiй-
не спiввiдношення [X,P] = iℏ) i побудувати два нових оператори, званих
оператором народження та знищення. Коли оператор народження дiє на
власний вектор гамiльтонiану (на власну функцiю гамiльтонiана), то вiн
створює новий власний вектор, який вiдповiдає наступному порядку бiльш
високому рiвню енергiї. Оператор знищення робить усе навпаки: вiн ство-
рює власний вектор, енергiя якого на рiвень нижче, нiж енергiя власного
вектора, який вiн подействовал. Так що, власне кажучи, те, що вони ство-
рюють i знищують це енергiя. Цi оператори також називаються оператори,
що пiднiмає i опускає. Але пам’ятайте: оператори дiють на вектори стану,
а чи не на системи. Щоб подивитися, як працюють цi оператори, давайте
перепишемо гамiльтонiан у наступному виглядi

H =
1

2

(
P2 + ω2X2

)
. (10.207)
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Це форма як класичного так i квантово-механiчного Гамiльтонiана, тому
з тим самим успiхом ми могли б використовувати великi лiтери p i x (i
отримали б класичний гамiльтонiан). Тим не менш, ми використовуємо
жирнi великi лiтери P i X, тому що ми плануємо зосередитись на квантово-
механiчному гамiльтонiанi.

Давайте почнемо робити манiпуляцiї, правильнi у разi класичної фi-
зики, але якi вимагатимуть деякої модифiкацiї у разi квантової механiки.
У дужках у наведеному вище виразi, ми маємо суму квадратiв. Формула
розкладання на множники

a2 + b2 = (a+ ib) (a− ib) ,

каже, що, схоже, ми можемо переписати гамiльтонiан у такому виглядi,

H “=”
1

2
(P+ iωX) (P− iωX) . (10.208)

i це майже правильно. Чому майже? Тому, що квантово-механiчнi опера-
тори P i X не комутують один з одним, i ми маємо бути обережними щодо
порядку розташування. Давайте перемножимо дужки i подивимося чи вiд-
рiзнятиметься результат вiд вихiдного гамiльтонiану в рiвняннi (10.207).
Зберiгаючи порядок множникiв, ми можемо розкласти наведене вище ви-
раз наступним чином:

1

2
(P+ iωX) (P− iωX) =

1

2

(
P2 + iωXP− iωPX− i2ω2X2

)
=

1

2

(
P2 + iω (XP−PX)− i2ω2X2

)
=

1

2

(
P2 + iω (XP−PX) + ω2X2

)
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=
1

2

(
P2 + ω2X2

) 1
2
+ iω (XP−PX) .

Звернiть увагу на праву крайню дужку в останньому рядку. Ми вже ба-
чили подiбний вираз - це комутатор X i P. Насправдi ми вже знаємо його
значення:

(XP−PX) = [X,P] = iℏ.

Таким чином, вираз для факторизованого (розкладеного на множники)
гамiльтонiана стає таким,

1

2

(
P2 + ω2X2

)
+

1

2
iωiℏ

або

1

2

(
P2 + ω2X2

)
− 1

2
ωℏ.

Iншими словами, факторизований гамiльтонiан у вираз (10.208) виявляє-
ться меншим, нiж оригiнальний (правильний) гамiльтонiан (10.207) на ве-
личину ωℏ

2 . Таким чином, щоб отримати правильний вираз для гамiльто-
нiана, ми повиннi додати ωℏ

2 к (10.208). В результатi отримаємо (вже з
правильним знаком одно):

H =
1

2
(P+ iωX) (P− iωX) +

ωℏ
2
.

Переписування гамiльтонiана рiзними способами може здатися просто мар-
ною вправою, але, повiрте менi, це не так. Насамперед, останнiй член є
лише константою, яка додає чисельне значення ωℏ

2 до кожного власного
значення енергiї. Ми можемо iгнорувати її на якийсь час. Пiзнiше пiсля
того, як ми вирiшимо решту завдання, ми повернемо її назад. Суть про-
блеми полягає у вираженнi (P+ iωX) (P− iωX). Виявляється, що цi два
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множники, (P+ iωX) i (P− iωX), мають деякi дуже чудовi властивостi.
Фактично, вони i є тими операторами, що пiдвищують i знижують (або
операторами народження i знищення), про якi я говорив вам ранiше. На
даний момент це тiльки iмена, але, в мiру того, як ми просуватимемося
далi, ми побачимо, що iмена були добре пiдiбранi. Очевиднi визначення є

a− = (P− iωX)

для понижуючого оператора, та

a+ = (P+ iωX)

для оператора, що пiдвищує. Але шляхи iсторiї несповiднi. Iсторично скла-
лося так, що оператори, що пiдвищують i знижують, були визначенi з до-
датковим множником перед ними. Ось офiцiйнi визначення:

a− =
i√
2ωℏ

(P− iωX) , (10.209)

a+ =
−i√
2ωℏ

(P+ iωX) , (10.210)

Використовуємо цi визначення i запишемо гамiльтонiан у такому виглядi,

H = ωℏ
(
a+a− + 1/2

)
. (10.211)

Тiльки двi властивостi операторiв a+ i a− нам знадобляться. По-перше,
вони є ермiтово-сполученими один з одним. Це просто випливає з їхнiх
визначень. Iнша властивiсть це те, що справдi наповнює їх змiстом. Кому-
татор a+ i a− є просто одиниця:[

a−, a+
]
= 1.
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Це легко довести. Спочатку ми використовуємо визначення цих операторiв
та записуємо [

a−, a+
]
=

1

2ωℏ
[(P− iωX) , (P+ iωX)] .

Наступним кроком є використання комутацiйних спiввiдношень [X,X] = 0,
[P,P] = 0 , i [X,P] = iℏ. Використовуючи їх у наведеному вище рiвняннi,
ви швидко виявите, що [a−, a+] = 1.

Ми можемо зробити гамiльтонiан у рiвняннi (10.211) ще простiше шля-
хом введення нового оператора,

N = a+a−,

званого оператором числа. Ще раз, це просто назва, але, як ми побачимо,
це дуже вiдповiдна назва. Виражений через оператор N гамiльтонiан стає
таким,

H = ωℏ (N+ 1/2) . (10.212)

Досi все, що ми зробили, це визначили деякi символи, a+, a− i N, якi
спрощують вигляд гамiльтонiана; хоч i не ясно, чи наблизилися ми хоч
на йоту до визначення власних значень енергiї. Для того, щоб рухатися
далi, давайте згадаємо мою попередню пораду: щоразу, коли ви бачите два
оператори, комутують їх. Ми вже знаємо, один комутатор:

[
a−, a+

]
= 1. (10.213)

Далi, давайте знайдемо комутатори оператора, що пiдвищує i знижує, з
оператором N. Ми обчислимо цi комутатори, як кажуть, ”в лоб”, не мудрую
лукаво. Ось необхiднi кроки:
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[
a−,N

]
= a−N−Na− = a−a+a− − a+a−a−.

Тепер ми скомбiнуємо доданки таким чином,[
a−,N

]
=
(
a−a+ − a+a−

)
a−.

Це виглядає досить складним, поки ми не помiчаємо, що вираз у дужках
всього лише комутатор [a−, a+], який дорiвнює одиницi. Використовуючи
цей факт для спрощення, ми отримуємо[

a−,N
]
= a−.

Ми можемо зробити те саме з a+ i N. Результат майже такий самий, за
винятком знака. Тут весь перелiк комутаторiв зiбрано в одному мiсцi:

[
a−, a+

]
= 1[

a−,N
]

= a−[
a+,N

]
= −a+. (10.214)

Це те, що ви могли б назвати алгеброю комутаторiв: безлiч операторiв,
яке є замкненим щодо операцiї комутування. Алгебра комутаторiв має чу-
довi властивостi, якi роблять її одним iз улюблених iнструментiв фiзикiв-
теоретикiв. Давайте переконаємося у цьому одному з найбiльш вiдомих
прикладiв, з прикладу гармонiйного осцилятора. Ми використовуємо ал-
гебру операторiв для знаходження власних значень та власних векторiв
оператора N. Як тiльки ми знайдемо їх, ми зможемо негайно визначити
власнi значення гамiльтонiану H з рiвняння (10.212). Прийом полягає у
використаннi методу iндукцiї: ми починаємо, припускаючи, що ми маємо
власне значення i власний вектор N. Назвемо їх n i |n⟩ вiдповiдно. За ви-
значенням,
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N |n⟩ = n |n⟩ .

Тепер давайте розглянемо новий вектор, який отримується шляхом впливу
оператором a+ на вектор |n⟩. Доведемо, що результат буде iнший власний
вектор оператора N з iншим власним значенням. Знову ж таки, ми вико-
наємо всi необхiднi обчислення лише шляхом безпосереднього застосува-
ння комутацiйних спiввiдношень. Ми почнемо з того, що запишемо вираз
N (a+ |n⟩) у дещо складнiшiй формi,

N
(
a+ |n⟩

)
=
[
a+N−

(
a+N−Na+

)]
|n⟩ .

Ми просто додали i вiдiбрали a+N. Але звернiть увагу, що вираз у кру-
глих дужках є останнiм. комутаторiв у рiвняннi (10.214). З урахуванням
значення цього комутатора ми отримуємо

N
(
a+ |n⟩

)
= a+ (N+ 1) |n⟩ .

Останнiй крок полягає у використаннi того факту, що вектор |n⟩ є власним
вектором оператора N iз власним значенням n. Це означає, що ми можемо
замiнити (N+ 1) на (n+ 1):

N
(
a+ |n⟩

)
= (n+ 1)

(
a+ |n⟩

)
. (10.215)

Як завжди, коли ми рухаємося на автопiлотi, ми повиннi тримати очi вiд-
критими, щоб не пропустити цiкавi результати. Рiвняння (10.215) якраз
цiкаво. Воно говорить про те, що a+ |n⟩ є новим власним вектором опера-
тора N з власним значенням (n + 1). Iншими словами, якщо дано один
власний вектор |n⟩, то ми можемо знайти ще один власний вектор, для
якого значення збiльшується на 1. Все це може бути узагальнено таким
рiвнянням,
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a+ |n⟩ = |n+ 1⟩ . (10.216)

Очевидно, що ми можемо зробити це знову i знову i знайдемо власнi ве-
ктор |n+ 2⟩, |n+ 3⟩, i так далi. Примiтно, що й iснує власне значення n,
мусить бути нескiнченна послiдовнiсть власних значень з нього, вiдмiнних
цiлi числа. Iм’я оператора "пiдвищує здається, добре пiдiбрано.

Як щодо знижуючого оператора? Не дивно, що ми бачимо, що a− |n⟩
дає власний вектор iз власним значенням на одиницю нижче:

a− |n⟩ = |n− 1⟩ . (10.217)

Це говорить про те, що має бути нескiнченна послiдовнiсть власних значень
нижче за n, але так не може бути. Ми вже знаємо, що основний стан має
позитивну енергiю, i оскiльки H = ωℏ (N+ 1/2), то низхiдна послiдовнiсть
повинна закiнчитися. Але це може статися тiльки в тому випадку, якщо дiя
понижуючого оператора a− на основний стан |0⟩ дає нуль замiсть чергового
вектора стану ще з меншою енергiєю. (Не слiд плутати |0⟩ з нульовим
вектором). Формально, це може бути виражене як

a− |0⟩ = 0. (10.218)

Будучи найнижчим енергетичним станом, |0⟩ є основним станом i його
енергiя є E0 = ωℏ/2. Цей вектор є власним вектором N з власним значен-
ням 0. Часто вищенаведений результат виражають таким чином: Основний
стан знищується оператором, що знижує a−.

Отже, ви бачите, що абстрактнi об’єкти a+, a−, i N виявилися дуже
корисними. Вони дозволили нам знайти весь спектр енергетичних рiвнiв
квантового гармонiйного осцилятора. I, при цьому, нам не потрiбно ви-
рiшувати жодного складного рiвняння. Цей спектр складається з таких
значень енергiї,
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En = ωℏ (n+ 1/2)

= ωℏ (1/2, 3/2, 5/2, . . . ) . (10.219)

Це квантування рiвнiв енергiї гармонiйного осцилятора було одним iз пер-
ших результатiв квантової механiки i, безперечно, найважливiшим. Атом
водню є чудовим прикладом (застосування) квантової механiки, але це,
зрештою, лише атом водню. Гармонiйний осцилятор виникає скрiзь, вiд
коливань кристалiчних ґрат до електромагнiтних хвиль. Цей список мо-
жна продовжити. Навiть макроскопiчнi осцилятори, подiбно до дитини на
гойдалках, мають квантованi рiвнi енергiї, але наявнiсть постiйної Планка
в рiвняннi (10.219) призводить до того, що вiдстань мiж рiвнями настiльки
малi, що їх неможливо виявити.

Нескiнченний спектр позитивних рiвнiв енергiї для гармонiйного осци-
лятора iнодi називають вежею, а iнодi називають сходами. Це схематично
показано на рис. 10.2.

10.7. Назад до хвильових функцiй

Ця вправа наочно продемонструвала чудову силу алгебри операторiв.
Метод операторiв справдi чудовий. Але, з iншого боку, це дуже абстрактно.
Чи допоможе це нам у знаходженнi хвильових функцiй, якi є конкретнi-
шими та якi легше вiзуалiзувати? Звiсно так.

Почнемо iз основного стану. Ми бачили в рiвняннi (10.218), що основ-
ний стан є єдиним станом, який знищується оператором a−. Тепер, давайте
перепишемо формулу (10.218) через оператори координати та iмпульсу та
хвильову функцiю основного стану ψ0(x):

i√
2ωℏ

(P− iωX)ψ0(x) = 0,

або, подiливши на постiйний множник, отримаємо
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Мал. 10.2. Сходи енергетичних рiвнiв гармонiйного осцилятора. Енергетичнi рiвнi еквi-
дистантнi (рiзниця енергiй двох послiдовних рiвнiв однакова для спектра). a+ i a−

збiльшує та знижує енергiю рiвня, вiдповiдно. N має нижню межу, що дорiвнює ну-
лю (основний стан), але не має верхньої межi.
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(P− iωX)ψ0(x) = 0.

Якщо ми тепер замiнити P на −iℏ d
dx , ми отримаємо диференцiальне рiвнян-

ня першого порядку, яке вирiшити набагато простiше нiж рiвняння другого
порядку, рiвняння Шредiнгера :

dψ0

dx
= −ωx

ℏ
ψ0(x).

Це просте диференцiальне рiвняння, яке можна легко вирiшити. Або ви
можете просто перевiрити, що хвильова функцiя основного стану

e−
ω
2ℏx

2

з рiвняння (10.204) є розв’язком цього рiвняння. Обчислення хвильових
функцiй збуджених (не основних) станiв ще простiше – не потрiбно вирi-
шувати жодних рiвнянь. Давайте йти вгору сходами до n = +1. Ми можемо
зробити це шляхом застосування оператора a+ до основного стану. Давайте
назвемо хвильову функцiю нового стану ψ1(x).

Щоб уникнути багаторазового переписування константи −i/
√
2ωℏ, ми

просто вiдкинемо її з нашого визначення a+. Це впливає лише на чисельний
коефiцiєнт. Отримане рiвняння дорiвнює,

ψ1(x) = (P+ iωX)ψ0(x)

або

ψ1(x) =

(
−iℏ ∂

∂x
+ iωx

)
e−

ω
2ℏx

2

.

Виносячи за дужки i, отримаємо

ψ1(x) = i

(
−ℏ

∂

∂x
+ ωx

)
e−

ω
2 hbarx

2

.
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Найважча частина роботи полягає в обчисленнi не складної похiдної вiд
функцiї e−

ω
2ℏx

2. Ось результат:

ψ1(x) = 2iωxe−
ω
2ℏx

2

,

або

ψ1(x) = 2iωxψ0(x).

Єдиною iстотною вiдмiннiстю мiж ψ0(x) i ψ1(x) є наявнiсть множника x
у ψ1(x). I ця вiдмiннiсть має ефект: Цей множник призводить до того,
що хвильова функцiї першого збудженого стану має нуль, або вузол, за
x = 0. Аналогiчнi змiни вiдбуваються i з хвильовими функцiями вищих
рiвнiв енергетичних сходiв: кожне подальше збуджене стан має додатковий
вузол. Ми можемо простежити це з прикладу обчислення хвильової функцiї
другого збудженого стану, тобто n = 2. Все, що нам потрiбно зробити, це
застосувати знову a+:

ψ2(x) = i

(
−ℏ

∂

∂x
+ ωx

)(
xe−

ω
2ℏx

2
)
.

Можна вiдразу побачити, що множник ωx перетвориться на ωx2. Тим ча-
сом, похiдна − ∂

∂x дасть два доданки, в силу правила диференцiювання тво-
ру. Один iз цих доданкiв виникне вiд експоненти (з додатковим множником
ωx). Iнше доданок виникне вiд диференцiювання x. Зрозумiло, що зрештою
ми матимемо квадратичний багаточлен. Пiсля взяття похiдних отримаємо
хвильову функцiю,

ψ2(x) =
(
−ℏ+ 2ωx2

)
e−

ω
2ℏx

2

.

I так далi, вгору сходами. Ми можемо помiтити ще одну особливiсть: ко-
жна власна функцiя є багаточленом вiд x, помножений на e−

ω
2ℏx

2. Оскiльки
експоненцiйна функцiя прагне до нуля швидше, нiж зростає будь-який з
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багаточленiв, кожна власна функцiя асимптотично наближається до ну-
ля, коли x прагне до плюс або мiнус нескiнченностi. Крiм того, оскiльки
ступiнь кожного полiнома на одиницю бiльший, нiж ступiнь попередньо-
го, кожна наступна власна функцiя має бiльше нулiв, нiж попередня. Це
також пояснює, чому власнi функцiї є по черзi симетричними або антиси-
метричними (по x). Зокрема, власнi функцiї з полiномами парного ступеня
є симетричними, у той час як тi, що з полiномами непарного ступеня є ан-
тисиметричними. Багаточлени у цiй послiдовностi дуже добре вiдомi. Вони
називаються полiномами Ермiта. Хвильова функцiя основного стану e−

ω
2ℏx

2,
яка входить спiвмножником у всi хвильовi функцiї збуджених станiв, є си-
метричною по x.

На рисунку 10.3 наведено власнi хвильовi функцiї для кiлькох рiзних
рiвнiв енергiї. Кожна наступна власна функцiя осцилює швидше, нiж попе-
редня. Це вiдповiдає збiльшенню iмпульсу. Чим швидше хвильова функцiя
осцилює, тим бiльший iмпульс системи. На бiльш високих рiвнях енергiї
хвильова функцiя також стає бiльш розмитою. З фiзичної точки зору це
означає, що маса перемiщається далi вiд точки рiвноваги i рухається швид-
ше.

Цi власнi функцiї дають ще один важливий урок. Незважаючи на те,
що вони прагнуть нуля асимптотично (досить швидко), вони нiколи не
досягають нуля. Це означає, що є невелика, але кiнцева ймовiрнiсть знахо-
дження частки "поза шаром який визначається його потенцiйною енергiєю
(кордон цього, в даному випадку одномiрного, "кулi визначається умовою
рiвностi потенцiйної та кiнетичної енергiї осцилятора). Це, вiдоме як кван-
тове тунелювання, зовсiм невiдоме у класичнiй фiзицi.

10.8. Важливiсть квантування

Ми пiднялися на високу гору у цих лекцiях, але це не остання гора.
Дивлячись iз нинiшньої точки, ми можемо отримати уявлення про величе-
зний ландшафт квантової теорiї поля. Це матерiал для iншої книги. Або
може бути для трьох. Проте ми можемо трохи озирнутися навколо, з того
мiсця, де ми знаходимося.

Розглянемо приклад електромагнiтного випромiнювання у порожнинi,
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Мал. 10.3. Власнi хвильовi функцiї гармонiйного осцилятора. Амплiтуди показанi злi-
ва, а ймовiрностi - праворуч. Хвильовi функцiї, вiдповiднi бiльшої енергiї, осцилируют
швидше i розмитi.

306



Гармонiйний осцилятор

як показано на рисунку 10.4. У цьому контекстi, порожнина являє собою
область простору обмежена парою дзеркал, що iдеально вiдображають, якi
утримують випромiнювання бiгаючим нескiнченно взад i вперед. Подумай-
те про порожнину як про довгу металеву трубку, по якiй випромiнювання
може рухатися вперед в обох напрямках.

Мал. 10.4. Електромагнiтне випромiнювання у порожнинi.

Iснує багато довжин хвиль, якi можуть помiститися у порожнину. Роз-
глянемо хвилi довжиною λ. Як i будь-якi хвилi, цi хвилi коливаються, що
дуже схоже на коливання грузика на кiнцi пружини. Але важливо не за-
плутатися тут: осцилятори не маси, прикрiпленi до пружин. Що насправ-
дi коливається, то це електричнi та магнiтнi поля. Для кожної довжини
хвилi iснує такий математичний гармонiчний осцилятор, який описує ам-
плiтуду або напруженiсть поля. Багато гармонiйних осциляторiв колива-
ються одночасно. На щастя, однак, всi вони коливаються незалежно один
вiд одного, тому ми можемо зосередити нашу увагу на хвилях однiєї певної
довжини хвилi i iгнорувати все iнше.

Iснує тiльки одне важливе число, пов’язане з гармонiчним осцилято-
ром, зокрема, його частота. Ви, напевно, вже знаєте, як розрахувати ча-
стоту хвилi довжиною λ:

ω =
2πc

λ
.

У класичнiй фiзицi, звичайно ж, частота лише частота. Але в квантовiй ме-
ханiцi частота визначає квант енергiї осцилятора. Iншими словами, енергiя,
що мiститься у хвилях довжиною λ, має бути

(n+ 1/2) ℏω.
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Складане (1/2)ℏω не важливо для наших теперiшнiх цiлей. Воно назива-
ється енергiєю нульових коливань, i ми його iгнорувати (слiд сказати, що
у квантової теорiї поля цей член грає величезну роль). Якщо ми зробимо
так, то енергiя хвиль довжини λ стає

2πℏc
λ

n,

де n може бути будь-яким цiлим числом вiд нуля та бiльше. Iншими сло-
вами, енергiя електромагнiтної хвилi квантується у неподiльних одиницях

2πℏc
λ

.

Для класичного фiзика це дуже дивно. Незалежно вiд того, що ви робите,
енергiя завжди приходить i йде неподiльнi одиницi (квантами).

Ви вже знаєте, що цi одиницi називаються фотони. Насправдi фотон це
просто iнша назва для дискретної одиницi енергiї квантового гармонiйного
осцилятора. Але ми також можемо описати тi самi факти по-iншому. Буду-
чи неподiльнi, фотони можна розглядати як елементарнi частинки. Хвиля
збуджена до її n-го квантового стану може розглядатися як сукупнiсть n
фотонiв.

Що таке енергiя одного фотону? Це легко. Це просто енергiя, яка по-
трiбна, щоб додати ще одну одиницю, а саме:

E(λ) =
2πℏc
λ

.

Тут ми можемо побачити щось, що визначало фiзику протягом бiльше ста
рокiв: чим коротша довжина хвилi фотона, тим вища його енергiя. З чого
це фiзики так прагнуть отримати короткохвильовi фотони, враховуючи,
що для цього потрiбно так багато енергiї? Це для того, щоб краще бачити.
Як уже говорилося в лекцiї 1, щоб дозволити об’єкт заданого розмiру,
ви повиннi використовувати хвилi з довжиною хвилi такого ж розмiру або
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меншого. Щоб побачити людську фiгуру, довжина хвилi кiлька дюймiв до-
сить хороша. Щоб побачити крихiтнi порошинки, вам може знадобитися
видиме свiтло набагато меншої довжини хвилi. Для дозволу частини про-
тона, довжина хвилi повинна бути меншою, нiж 10−15 метрiв, а вiдповiднi
фотони мають бути дуже енергiйними. Зрештою, все це перегукується з
гармонiйним осцилятором.
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Матрицi Паулi

σz

(
1 0
0 −1

)
σx

(
0 1
1 0

)
σy

(
0 −i
i 0

)

Дiя спинових операторiв

|u⟩ =
(
1
0

)
⇐⇒ σz |u⟩ = |u⟩

σx |u⟩ = |d⟩

σy |u⟩ = i |d⟩

|d⟩ =
(
0
1

)
⇐⇒ σz |d⟩ = − |d⟩

σx |d⟩ = |u⟩

σy |d⟩ = −i |u⟩
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|r⟩ =

(
1√
2
1√
2

)
⇐⇒ σz |r⟩ = |l⟩

σx |r⟩ = |r⟩

σy |r⟩ = −i |l⟩

|l⟩ =

(
1√
2

−1√
2

)
⇐⇒ σz |l⟩ = |r⟩

σx |l⟩ = − |l⟩

σy |l⟩ = i |r⟩

|i⟩ =

(
1√
2
i√
2

)
⇐⇒ σz |i⟩ = |o⟩

σx |i⟩ = i |o⟩

σy |i⟩ = |i⟩
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|o⟩ =

(
1√
2

−i√
2

)
⇐⇒ σz |o⟩ = |i⟩

σx |o⟩ = −i |i⟩

σy |o⟩ = − |o⟩

Змiна базису

|r⟩ = 1√
2
|u⟩+ 1√

2
|d⟩

|l⟩ = 1√
2
|u⟩ − 1√

2
|d⟩

|i⟩ = 1√
2
|u⟩+ i√

2
|d⟩

|o⟩ = 1√
2
|u⟩ − i√

2
|d⟩

Компонента спина у довiльному напрямку n̂

Векторнi позначення

σn = σ⃗ · n̂

У виглядi компонент

σn = σxnx + σyny + σznz
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Бiльш конкретно

σn = nx

(
0 1
1 0

)
+ ny

(
0 −i
i 0

)
+ nz

(
1 0
0 −1

)

Зiбране в одну матрицю

σn =

(
nz (nx − iny)

(nx + iny) −nz

)

Таблицi множення операторiв спина

Декiлька слiв про позначення: У таблицi 3 нижче символ i викори-
стовуються у двох рiзних значеннях. Всерединi позначення кет векторiв,
таких як |io⟩, вiн є частиною позначення вектора стану - io означає “in-out”
(“всередину-назовнi”). Але коли i розташований поза символом кет вектора,
як, наприклад, i |oo⟩, вiн позначає уявну одиницю.

Табл. 0.1. Базис вгору-вниз
2−спiн власнi вектори

|uu⟩ |ud⟩ |du⟩ |dd⟩
σz |uu⟩ |ud⟩ -|du⟩ -|dd⟩
σx |du⟩ |dd⟩ |uu⟩ |ud⟩
σy i|du⟩ i|dd⟩ -i|uu⟩ -i|ud⟩
τz |uu⟩ -|ud⟩ |du⟩ -|dd⟩
τx |ud⟩ |uu⟩ |dd⟩ |du⟩
τy i|ud⟩ -i|uu⟩ i|dd⟩ -i|du⟩

313



Додаток

|i⟩ =

(
1√
2
i√
2

)
⇐⇒ σz |i⟩ = |o⟩

σx |i⟩ = i |o⟩

σy |i⟩ = |i⟩

|o⟩ =

(
1√
2

−i√
2

)
⇐⇒ σz |o⟩ = |i⟩

σx |o⟩ = −i |i⟩

σy |o⟩ = − |o⟩

Змiна базису

|r⟩ = 1√
2
|u⟩+ 1√

2
|d⟩

|l⟩ = 1√
2
|u⟩ − 1√

2
|d⟩

|i⟩ = 1√
2
|u⟩+ i√

2
|d⟩

|o⟩ = 1√
2
|u⟩ − i√

2
|d⟩
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Компонента спина у довiльному напрямку n̂

Векторнi позначення

σn = σ⃗ · n̂
У виглядi компонент

σn = σxnx + σyny + σznz

Бiльш конкретно

σn = nx

(
0 1
1 0

)
+ ny

(
0 −i
i 0

)
+ nz

(
1 0
0 −1

)
Зiбране в одну матрицю

σn =

(
nz (nx − iny)

(nx + iny) −nz

)

Таблицi множення операторiв спина

Декiлька слiв про позначення: У таблицi 3 нижче символ i викори-
стовуються у двох рiзних значеннях. Всерединi позначення кет векторiв,
таких як |io⟩, вiн є частиною позначення вектора стану - io означає “in-out”
(“всередину-назовнi”). Але коли i розташований поза символом кет вектора,
як, наприклад, i |oo⟩, вiн позначає уявну одиницю.
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Табл. 0.2. Базис вгору-вниз
2−спiн власнi вектори

|uu⟩ |ud⟩ |du⟩ |dd⟩
σz |uu⟩ |ud⟩ -|du⟩ -|dd⟩
σx |du⟩ |dd⟩ |uu⟩ |ud⟩
σy i|du⟩ i|dd⟩ -i|uu⟩ -i|ud⟩
τz |uu⟩ -|ud⟩ |du⟩ -|dd⟩
τx |ud⟩ |uu⟩ |dd⟩ |du⟩
τy i|ud⟩ -i|uu⟩ i|dd⟩ -i|du⟩

Табл. 0.3. Базис вправо-влiво
2−спiн власнi вектори
|rr⟩ |rl⟩ |lr⟩ |ll⟩

σz |lr⟩ |ll⟩ |rr⟩ |rl⟩
σx |rr⟩ |rl⟩ -|lr⟩ -|ll⟩
σy -i|lr⟩ -i|ll⟩ i|rr⟩ i|rl⟩
τz |rl⟩ |rr⟩ |ll⟩ |lr⟩
τx |rr⟩ -|rl⟩ |lr⟩ -|ll⟩
τy -i|rl⟩ i|rr⟩ -i|ll⟩ i|lr⟩

Табл. 0.4. Базис вперед-назад
2−спiн власнi вектори
|ii⟩ |io⟩ |oi⟩ |oo⟩

σz |oi⟩ |oo⟩ |ii⟩ |io⟩
σx i|oi⟩ i|oo⟩ -|ii⟩ -|io⟩
σy |ii⟩ |io⟩ -|oi⟩ -|oo⟩
τz |io⟩ |ii⟩ |oo⟩ |oi⟩
τx i|oi⟩ -i|ii⟩ i|oo⟩ -i|oi⟩
τy |ii⟩ -|io⟩ |oi⟩ -|oo⟩
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