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7.1. Визначення, властивості, геометричний зміст визначеного 

інтеграла. Методи обчислення 

Формула Ньютона-Лейбниця: 

       aFbF
a

b
xFdxxf

b

a

 , 

Приклади 

1. Обчислити інтеграл 

     
















2

2

21
2

2

2
2

2

3 cossincos1coscoscos dxxxdxxxdxxx  

=  Скористаємося парністю підінтегральної функції = 

      



2

0

21
2

0

21
coscos2cossin2 xdxdxxx  

=2    
 

3

4

23

cos
2coscos

2

0

232

0

21





x

xdx . 

2. Обчислити інтеграл, якщо 0 , 

 

 










1

1
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1

1

2
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I . 

 Розв'язання 


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
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
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
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1
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
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

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
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
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
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
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





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

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

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









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1
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2
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1
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Метод заміни змінної у визначеному інтегралі 
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Формула:         




 dtttfdxxf
b

a

. 

Приклади 

1.  

a

dxxaI

0

22  

Розв'язання. Нехай tax sin . Визначимо нові межі інтегрування для 

змінної t. Нехай 0x , тобто беремо х рівним нижній межі інтегрування у 

заданому інтегралі. Тоді за t можна взяти будь-який розв'язок рівняння 

0sin ta , наприклад 0t . Для знаходження верхньої межі для змінної t 

замість х підставляємо верхню межу інтегрування, що дорівнює а, і 

розв'язуємо рівняння taa sin , звідки 1sin t , zn,nt 


 2
2

, тобто 

рівняння має нескінченну множину розв'язків. При цьому, взявши 

розв'язок 
2


t , який відповідає 0n , ми отримаємо, що при змінюапнні t 

від 0 до 
2


 змінна х буде монотонно змінюватися від 0 до а. У такий спосіб 

маємо 

.
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2
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
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2. 



2

0

21
ln

x dxeI . 

Розв'язання. Функція xe21  є неперервною і монотонною на 

проміжку [–ln2,0]. Нехай xet 21 . Знаходимо межі інтегрування для 

змінної t. Якщо x=0, маємо t=0; якщо x= – ln2, знаходимо 

2

3
e1e1t 4ln2ln2   . Вочевидь, що функція, обернена до t, має 
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вигляд 
 

2

1ln 2t
x


  і буде неперервною та диференційовною на проміжку 

2

3
0  t . Тоді 







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 

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 

1
2

3

1
2
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2

1

2

3

1

1
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1

1
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1
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0

2

2

t

t
tdt

t
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   32ln
2

3
32ln

2

1

2

3 2
 . 

3. Обчислимо інтеграл 





2

0
cos2 x

dx
I . Покажемо, що невиконання 

умов теореми при застосуванні метода підстановки призводять до 

помилок. Припустимо, ми хочемо використовувати наступну підстановку: 

2
tg

x
t  . Знаходимо нижню межу інтегрування 00tg t , а потім верхню 

межу 0tg t . Тоді 

 
  






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
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


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

0

0

0

0
2

2

2
2

0
3

2

1

1
21

2
t

dt

t

t
t

dt
I , 

що неможливо, тому що підінтегральна функція 0
cos2

1


 x
. Пояснюється 

це тим, що функція 
2

tg
x

 в точці x  20,  має розрив і, отже, не має 

неперервної похідної. Підстановка 
2

tg
x

t   не може бути використана на 

проміжку  20, . Наведений інтеграл може бути обчислений у такий 

спосіб: 
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











































0

2

2

0
2

2

0

1

2
sin

1

2
sin

2
sin21

2
cos22

0
cos2

t

t

dt

t

dt

t
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x

dx
 

3

2

23

4

3

2
ctg

arctg
3

4

2
ctg

2

1

2

3
2

ctg

2

0

0
2

















t

t

t
d

. 

Формула інтегрування по частинам  
b

a

b

a

vdu
a

b
uvudv , 

де  xu  та  xv  – неперервно диференційовні на  b,a  функції. 

Приклади 

1.  


3

0
1

arcsin dx
x

x
I . 

Розв'язання. Нехай 
x

x
u




1
arcsin , тоді  
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







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







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1

1
1

1

x
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x

x

x

x
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 

vxdxdv
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


,,
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. 

 
   

 












  3

3
12

3
arcsin3

12

1

1
arcsin

3

0

2

23

0

3

0 x

xdx

xx

xdx

x

x
xI  

 
 

   
 








  3arctg3arctg

11

1 3

0

3

0

3

0

2

3

0

2

2

xx
x

xd
xd

x

x
 

3
3

4
  . 

2. Обчислимо інтеграл 

2

0

sinn
nI xdx



  . 

Розв'язання. Нехай xu n 1sin  , тоді   xdxxndu n cossin1 2 , 

dv=sinxdx, v= – cosx. Маємо 
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       









2

0

2

2

0

22
2

0
sin1sin1sin1sincos xdxndxxxnxxI nnn

n  

      nnn InInIn 111 2   . 

Таким чином, 2

1



 nn I

n

n
I . Отримане рекурентне співвідношення 

дозволяє для будь-якого натурального n одержати значення інтеграла. При 

парному n: 

  
 

 
  22

12

2222

133212
02









!!k

!!k
I

...kk

...kk
I k , де 

2

2

0

0


 



dxI . 

При n=2k+1 знаходимо 

 
  

 
  !!k

!!k
I

...kk

...kk
I k
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2

133212

2222
112







 , де 1sin

2

0

1  


xdxI . 

Крім того, 




2

0

2

0

sincos xdxxdx nn  (що очевидно з геометричних 

міркувань і можна перевірити заміною xt 



2

). 

Таким чином, 

 
 
 

  непарне.  якщо

або1 якщо

парне.  якщо

або якщо

,
!!12

!!2

,
!!2

!!12
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2

0

2

0

























 


n

,2mn

n

2m,n

m

m

m

m

dxxdxx nn  

Наприклад, 

32

5

2246

135

2!!6

!!5
sin

2

0

6
6












 



xdxI . 

 


