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Дистанційне навчання. Вища математика. 
Період: 17 березня 2020 -- 2 квітня 2020 

 
Вивчити: Лінійний інтеграл у векторному полі.  Циркуляція.  
Обчислення циркуляції за теоремою Стокса.  
Виконати контрольні завдання (дивись у кінці файла) за 
темою «Елементи теорії поля».  
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Елементи теорії поля  
 

Кажуть, що в просторі задане поле деякої величини, якщо в кожній 
точці простору (або його частини) визначене значення цієї величини.  

Поле може бути скалярним або векторним, наприклад, поля 
температур, тисків, щільностей є скалярними, а поле швидкостей - 
векторним.  

Якщо досліджувана величина за своїм змістом задана у площині, то 
відповідне поле називається плоским (або плоскопаралельним).  
Прикладом такого поля є скалярне поле температур у тонкій пластинці, 
товщиною якої при дослідженні можна знехтувати, або векторне поле 
швикостей пластинки, що обертається навколо осі, перпендикулярної її 
площині.  

 
Скалярне поле.  Основні характеристики 

 
Кажуть, що в просторі (або його частині) задане скалярне поле 

( , , )x y zϕ , якщо кожній точці ( , , )M x y z  поставлено у відповідність деяке 
дійсне число ϕ(М).  

Основними геометричними характеристиками скалярного поля є 
поверхні рівня (у просторі) та лінії рівня (на площині), тобто такі поверхні 
або лінії, у всіх точках яких поле приймає одне і те ж значення.  

Рівняння поверхні (лінії) рівня має вигляд:   
ϕ(x,y,z)=const (ϕ(x,y)=const). 

 

Приклад.  Знайти лінії рівня скалярного поля  ( )
x
yyx

2
ln, =ϕ .  

Розвязання.  Рівняння ліній рівня:  C
x
y
=

2
ln .  Після перетворень 

одержуємо рівняння сімейства в канонічному виді: xey C22=  ⇒ kxy =   
( 02 2 >= Cek ).  

Очевидно, що лініями рівня є однопараметрична сім′я тих прямих, 
які проходять через початок координат, крім самої точки (0,0), та прямих, 
нахилених під гострим кутом до осі ОХ (при будь-якому С).  

 
14.1.  Похідна за напрямком та градієнт скалярного поля   

 
Нехай 



  - деякий векторе; ϕ (x,y,z) - скалярне поле; М0 і М - точки на 
прямій з напрямним вектором 



.  Позначимо ( ) ( )0M M∆ϕ = ϕ − ϕ , 

0MM∆ =




 .  
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Похідною 
∂

∂ϕ  скалярного поля ϕ(x,y,z) у точці М0 за напрямком 


 

називається вираз  ( )0M∂ϕ
∂

=

( )0

0
lim

M M
∆ →

→

∆ϕ
∆









.  

Теорема. Якщо функція ϕ(x,y,z) диференційовна в точці М0, то її 
похідна за будь-яким напрямком 



 існує і визначається з такого виразу:   

γ
∂
ϕ∂

+β
∂
ϕ∂

+α
∂
ϕ∂

=
∂
∂ϕ coscoscos

zyx

, 

де  αcos , βcos , γcos  - напрямні косинуси вектора 


.  
 

14.3. Основні властивості похідної за напрямком: 
 
1) Похідною за напрямком є швидкість зміни поля в цьому 

напрямку.  Якщо в даній точці 0>
∂
∂ϕ


 ( 0<
∂
∂ϕ


), то поле в цьому напрямку 

зростає (спадає). Рівність нулю похідних в усіх напрямках є ознакою 
стаціонарності поля.  

2) Похідна за будь-якою дотичною до поверхні рівня, що 
проходить крізь дану точку, дорівнює нулю.  

 
Градієнтом ϕgrad  (або ϕ∇



) скалярного поля ϕ(x,y,z) у точці 
М(x,y,z) називається вектор, проекції якого в декартовій системі 
координат визначаються частковими похідними функції ϕ:  

ϕgrad = k
z

j
y

i
x





∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂  . 

 
Основні правила обчислення градієнта: 
1)  ( ) ψ∇±ϕ∇=ψ±ϕ∇



;    
2)  ( ) ψ∇ϕ+ϕ∇ψ=ψ⋅ϕ∇



;  

3)  2ψ
ψ∇ϕ−ϕ∇ψ

=






ψ
ϕ

∇




;     

4)  ( ) ( ) ϕ∇ϕ′=ϕ∇ ϕ


FF . 
 
Приклад 1.  Нехай поле описується скалярною функцією )(rF   

радіуса-вектора точки М,  де zkyjxir






++= , 222 zyxrr ++==
 .  
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Визначимо F∇


, якщо  )(rF  = r : ( ) k
z
rj

y
ri

x
rr






∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇  = k
r
zj

r
yi

r
x 



++  

= r
r
1 . Маємо співвідношення, яке зручно використовувати при розв'язанні 

задач:  

( )
r
rr




=∇ ; 

аналогічними перетвореннями одержуємо два інших важливих 
співвідношення:  

( ) ara 



=∇ , , де  consta =
 ; ( ) ( )

r
rrFrF




⋅′=∇ .  

Приклад 2.  Знайти градієнт скалярного поля ( )
3

2,
r
ra 

=ϕ  ( tonsca =
 ).  

Розвязання. У даному випадку поле описується відношенням двох 
скалярних функцій від r .  Використовуючи наведені вище властивості та 
співвідношення, одержимо:  

( ) ( ) ( )
6

3223

3

2 ,,,
r

rrarar
r
ra ∇⋅−∇⋅

=∇=ϕ∇










= 

= ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5

22

6

223 3,,23,,,2
r

rraarar
r

rrrararar 









⋅−⋅
=

∇⋅−∇⋅  . 

 
14.4.  Зв'язок між похідною за напрямком,  
градієнтом та нормаллю до поверхні рівня 

 
 З визначення градієнта та наведеної 

вище теореми і рис.14.1, очевидно, що  
 

 ( ) ϕ∇=ϕ∇=
∂
∂ϕ 









npo,  = θ⋅ϕ∇ cos


, 

де 












=o , а θ  - кут між вектором градієнта 

і напрямком 


.   

Найбільше значення 
∂

∂ϕ  має, якщо 

θcos =1, тобто в тому випадку, коли напрямок 


 збігається з напрямком  
градієнта.  Звідси фізичний зміст градієнта: градієнт у будь-якій точці 
скалярного поля спрямований у напрямку найбільшого зростання поля і за 

x 

∂ϕ /∂l 

θ 

y 

М l 

 z 

Рис. 14.1 

∇ϕ 
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абсолютним значенням дорівнює швидкості зростання  поля у цій точці  
ϕ∇=


maxV . 
Напрямок градієнта ϕ∇



 скалярного поля ϕ(x,y,z) у точці М(x,y,z) 
збігається з напрямком нормалі до поверхні рівня поля, що проходить 
через цю точку.  

При розв'язанні задач на геометричні та механічні застосування 
градієнта використовують наведені властивості градієнта та наслідки з 
них:   

1) для будь-якої поверхні  F(x,y,z) = 0 вектор нормалі в заданій точці 

М(x,y,z) має вигляд: ( )
( )zyxgradF

zyxgradF
F
Fn

,,
,,0 ±=

∇

∇
±=




 ;  

2) найбільша крутість підйому поверхні ( )yxz ,ϕ=  у заданій точці - 
це тангенс кута нахилу градієнта поля ( )yx,ϕ  до площини XOY у заданій 
точці, тобто: gradztg =α . 

Приклад 3. Записати вектор нормалі до поверхні  
94

2
22 yxz +=  в 

точці А(-2;-3;1).  
Розв′язання. Запишемо задане рівняння поверхні у вигляді  F(x,y,z) 

= 0. Нормаль визначається за формулою  ( )
( )

A
A zyxgradF

zyxgradFn
,,
,,0 ±=

 .   

У нашому випадку   ( )
94

2,,
22 yxzzyxF −−= =0 .  

Тоді      kjyixF





2
9

2
2

+−−=∇ , ( ) kjiF





2
3
2

++=Α∇ ,     
3
7

=∇F


, 

( )kjin
A





 623
7
10 ++= . 

Приклад 4.  В якому напрямку повинна рухатися точка М(x,y,z), щоб 

при переході через точку А(−1,2,-2) поле 2 2 2
10

1x y z
ϕ =

+ + +
 зростало з 

найбільшою швидкістю?  Яка швидкість у цьому напрямку?  
Розв′язання.  Напрямок найбільшого зростання поля – напрямок 

градієнта, тобто 
ϕ∇
ϕ∇

= 





0
max ; швидкість у цьому напрямку  ϕ∇=



maxV . 

Тоді   

( )
( )22 2 2

10 2 2 2
1

i x j y k z
x y z

∇ϕ = − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅
+ + +




 

;  
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( )kji






22
5
1

+−ϕ =∇ Α ;         
5
3

5
441
=

++
=ϕ∇

Α



; 

5
3

max =V ;  ( )kji








22
3
10

max +−= . 

Приклад 5.  Знайти найбільшу крутість підіймання поверхні yxz =  в 
точці М(2;2;4).  

Розв′язання. Найбільша крутість підіймання визначається за 
формулою ztg ∇=α



max , 

де xxjxyiz yy ln1 ⋅⋅+⋅⋅=∇ − 


;   jiz




⋅+=∇
Μ

2ln44 . 

Тоді 2
max 4 1 ln 2 4,87tg z

Μ
α = ∇ = + ≈



, звідки  4278max ′≈α
o

.  

Приклад 6.  Обчислити похідну скалярного поля 
94

2
2

2 zyx
++=ϕ  в 

точці ( )2; 3;3A  у напрямку радіус-вектора цієї точки.   

Розв′язання. 
9
22

2
zkyjxi ⋅+⋅+⋅=ϕ∇






,   

( )
3
232 ⋅+⋅+=Αϕ∇ kji






, 

( )
( ) ( )1 2 3 3

4
o r A

r i j k
r A

= = + +




 





. 

Тоді  ( )( ), oA r∂ϕ
= ∇ϕ

∂







 = ( )kjikji








332
3
232

4
1

++





 ++  =

2
5  .  

Приклад 7.  Обчислити похідну скалярного поля  ( )xzyzxy ++=ϕ ln  

в точці А(0,1,1), що належить колу 






=
=
=

1
sin
cos

z
ty
tx
 в напрямку цього кола (рух 

проти годинникової стрілки). Встановити характер зміни поля в цьому 
напрямку.   

Розв′язання. 1)  Знаходимо градієнт поля в точці А:   

( ) ( ) ( )( )xykzxjzyi
xzyzxy

+++++
++

=ϕ∇



 1 ,   ( ) kji






++=Αϕ∇ 2 . 

2) Визначаємо значення параметра t, що відповідає точці А(0,1,1):   

21sin1
0cos0 π

=⇒




=⇒=
=⇒=

A
AA

AA t
ty
tx

. 

3) Знаходимо одиничний вектор у напрямку кола, що визначається як 
вектор τ

  дотичної до заданої кривої. Крива задана параметричними 
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рівняннями ( )txx = , ( )tyy = , ( )tzz = , тому ( ) ( ) ( ){ }tztytx ′′′=τ ;;
 .  У нашому 

випадку одиничний вектор у напрямку τ  в точці  t має вигляд:  

( ) ( ) ( )1,0,0
1

o oA A
−

τ = =




 . 

4) Знаходимо скалярний додаток ( )A∇ϕ


 і ( )o A


 :  

( ) ( ) 22 −=−⋅++=
∂
∂ϕ ikji

A









. 

Оскільки 0<
∂
∂ϕ

A
, то поле в заданому напрямку спадає.  

Приклад 8.  Знайти похідну функції 
x
yz

2
=  у будь-якій точці еліпса 

12 22 =+ yx  ( 0≠x ) у напрямку дотичної та нормалі до цього еліпса.   

Розв′язання. 1)  Знайдемо вектор z∇


: j
x
yi

x
yz




22

2
+−=∇ .  

2) Знайдемо одиничні вектори дотичної oτ
  і нормалі on .  Для неявно 

заданої функції ( ) 0, =yxF ,  z = const  маємо формули:   
{ }

22

;

yx

xyo

FF

FF

′+′

′′−
=τ

 ,   
{ }

22

;

yx

yxo

FF

FF
n

′+′

′′
=

 . 

У нашому випадку: ( ) 012, 22 =−+= yxyxF ;  xFx 4=′ ; yFy 2=′ ;   
{ }

224
2;

yx
xyo

+

−
=τ

 ;  { }
224

;2

yx

yxno

+
=

 . 

3) Остаточно маємо:  

( ) =
+

⋅⋅+⋅−⋅







⋅+⋅−=

∂
∂

τ=
222

2

4
122

yx
xjyi

x
yj

x
yiz

o











 

( ) 22
2222

22

22

2

3

4
4

4
4

4
yx

x
y

yxx
xyy

yx

y
x
y

+=
+

+
=

+

+
= . 

У верхній напівплощині, де  y > 0 та ,0>
∂
∂

τ= o

z








 поле зростає у 

напрямку дотичної, у нижній - спадає.  Похідна у напрямку нормалі має 
вигляд:  
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( )
2 2

2

2 2 2 2 2

2 2
2 12 0

4 4on

y y
z y y x xi j i x j y

xx x y x y=

− + ∂
= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = =  ∂ + + 







   



. 
Таким чином, у будь-якій точці еліпса ( 0≠x ) у напрямку нормалі 

поле залишається стаціонарним.   
 

14.5.  Векторне поле 
 

Кажуть, що в просторі (або його частині) задане векторне поле, 
якщо кожній точці M(x, y, z) поставлений у відповідність вектор 
( ) ( ) ( ) ( ){ }zyxRzyxQzyxPa ,,;,,;,,=Μ
 .  

Прикладом векторного поля може бути поле швидкостей твердого 
тіла, що обертається навколо нерухомої осі з кутовою швидкістю ω .  
Кожній точці М твердого тіла можна поставити у відповідність вектор 
швидкості [ ]rV 



,ω= , де kzjyixr






++= .  
На площині (або деякій частині площини) також може бути задане 

векторне поле, якщо кожній точці М(х,у) поставити у відповідність 
плоский вектор ( ) ( ){ }yxQyxPa ,;,=

 .  
Надалі вважатимемо, що функції ( )zyxP ,, , ( )zyxQ ,, , ( )zyxR ,,  

неперервно диференційовні.  Ця вимога звичайно виконується в реальних 
фізичних задачах.  

Геометричними характеристиками векторного поля є векторні 
(силові) лінії.  

Векторною (силовою) лінією поля називається крива ( )trr 

= , у 
кожній точці якої дотичний вектор rd  є колінеарним  вектору поля a (М).  

Очевидно, що векторними лініями поля швидкостей твердого тіла, 
яке  обертається навколо осі, є кола, по яких рухаються точки при такому 
обертанні: дотичний вектор до кола є колінеарним вектору швидкості 
точки.   

З самого визначення векторної лінії випливає, що λ∃  (l =const), таке, 
що ∀М(x,y,z) виконується рівність ( )Μλ= ard  , звідки маємо 
співвідношення:   

( ) ( ) ( )zyxR
dz

zyxQ
dy

zyxP
dx

,,,,,,
== , 

що є системою двох диференціальних рівнянь для визначення 
векторних ліній поля.   

Приклад 9. Знайти векторні лінії поля 
( ) ( ) ( )kxyjzxiyza







−+−+−= . 
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Розв′язання.  

1) Складаємо рівняння векторних ліній 
xy

dz
zx

dy
yz

dx
−

=
−

=
−

. 

2) Застосовуючи метод інтегровних комбінацій (при цьому 

використовуємо основну властивість пропорцій: ===
3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

 

332211

332211

bbb
aaa

λ+λ+λ

λ+λ+λ
 ), маємо:  

( ) ( ) ( ) ⇒
−

=
−+−+−

++
xy

dz
xyzxyz

dzdydx  ( )
xy

dzzyxd
−

=
++

0
. 

Одержимо перший загальний інтеграл системи диференціальних рівнянь:  
1Czyx =++ . 

3) Другий інтеграл одержимо аналогічно:  

( ) ( ) ( ) ( )⇒−
=

−+−+−
++

xyz
zdz

xyzzxyyzx
zdzydyxdx ( )

xy
dzzyxd
−

=
++

0
21 222

, 

звідки одержимо: 2
222 Czyx =++ .  

4) Отже, векторні лінії в нашому випадку -  кола, що утворюються 
як переріз сфер 2

222 Czyx =++  з площинами 1Czyx =++ .  
Якщо знайти обидва інтеграли за допомогою інтегровних комбінацій 

неможливо, то при знаходженні другого інтеграла використовують 
перший.  Покажемо це на прикладі.  

Приклад 10.  Знайти векторні лінії поля  a iy jx k= − + +
 

 

.  
Розв′язання.  

1)  Рівняння векторних ліній мають вигляд:   
1
dz

x
dy

y
dx

==
−

. 

2) Застосуємо метод інтегровних комбінацій для одержання першого 

інтеграла системи:   0dx dy xdx ydy
y x
= ⇒ + =

−
. 

Звідки виходить:       2
1

22 Cyx =+ . 
3) Для визначення другого інтеграла використовуємо знайдений 

перший інтеграл, запишемо отриману залежність у параметричному 

вигляді: 




=
=

tCy
tCx

sin
cos

1

1 .  Тоді друге рівняння приймає вигляд 
1cos

cos

1

1 dz
tC

tdtC
= , 

звідки одержимо: 2Ctz += . 
4) Отже, отримане двопараметричне сімейство гвинтових ліній: 

tCx cos1= , tCy sin1= , 2Ctz +=  -  описує векторні лінії заданого поля.  
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Основними локальними характеристиками векторного поля 
},,{ RQPa =

  є дивергенція та ротор поля.  
Дивергенцією векторного поля a  в точці М називається число 

z
MR

y
MQ

x
MPMadiv

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=
)()()()( .  

Дивергенція векторного поля є скалярною характеристикою поля: 
при допущеннях відносно  P, Q, R кожній точці М можна поставити у 
відповідність число ( )diva M .  

Якщо вважати, що a   поле швидкостей рухомої рідини, то ( )diva M  
є потужність джерела, яке знаходиться у точці М (за умови, що ( )diva M  > 
0) або потужність стоку ( ( )diva M  < 0).  

Поле a , що не має джерел і стоків ( ( )diva M  = 0,  ∀М), називається 
соленоїдальним.  

Кожному векторному полю a  відповідає скалярне поле ( )diva M , що 
характеризує розподіл джерел та стоків поля a .  

Ротором векторного поля a  називається вектор   









∂
∂

−
∂

∂
+








∂
∂

−
∂

∂
+








∂
∂

−
∂

∂
=Μ

y
MP

x
MQk

x
MR

z
MPj

z
MQ

y
MRiarot )()()()()()()(





 . 

Ротор поля  є векторною характеристикою поля, оскільки кожній 
точці М поля a  можна поставити у відповідність вектор ( )rota M .   

Фізичний зміст arot  ілюструє приклад: якщо a  – поле швидкостей 
тіла, що обертається навколо осі з кутовою швидкістю ω , то ω=

 2arot .  
Кожному векторному полю a  відповідає інше векторне поле – arot , 

що характеризує обертання поля a  в кожній точці.  
Якщо )(Μarot  = 0 ∀М, то таке поле a  називається безвихровим.  

Безвихрове поле в однозв¢язній області є потенціальним (тобто градієнтом 
деякого скалярного поля) і, навпаки,  будь-яке потенціальне поле є 
безвихровим.  

Кожне векторне поле a  може бути подане як сума безвихрового та 
соленоїдального.  

Операції обчислення дивергенції та ротора можуть бути спрощені, 
якщо скористатися оператором:  

z
k

y
j

x
i

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇





, 

який був введений Гамільтоном і називається оператором Гамільтона 
або оператором “набла”: 

),( aadiv 





∇= , ],[ aarot 





∇= . 
 За допомогою цього оператора легко одержати основні властивості 

дивергенції і ротора:  
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( ) brotarotbababarot



















+=∇+∇=+∇=+ ],[],[],[)( ; 
),()( auaudivaudiv 





∇+= ; 
],[],[]],[,[],[ brotaarotbbabarot













−=∇= . 
Приклад 11.  Обчислити дивергенцію та ротор векторного поля 

},,{ xyzxyza −−−=
 .  

Розв′язання.1) adiv  0)()()( ≡−
∂
∂+−

∂
∂+−

∂
∂= xy

z
zx

y
yz

x
M∀  ⇒   

⇒ дане поле є соленоїдальним.  

2)              

xyzxyz
zyx

kji

arot

−−−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=















∂
−∂

−
∂
−∂

=
z

zx
y

xyi )()(

+  

+ 







∂
−∂−

∂
−∂

x
xy

z
yzj )()(

 + 







∂
−∂

−
∂
−∂

y
yz

x
zxk )()(

 = )(2 kji




++  . 

 
14.4. Течія векторного поля крізь поверхню.  Визначення.  

 Способи обчислення  
 

Нехай a  – векторне поле, задане в деякій області, S – обрана сторона 
двосторонньої поверхні, що знаходиться у цій області, 0n  – орт нормалі до 
обраної сторони поверхні S.  

Течією ( )SΠ  векторного поля a  крізь поверхню S називається 
поверхневий інтеграл  ( )∫∫=Π

S
dsnaS 0,)(  .  

Якщо a - поле швидкостей рідини, що рухається, то течія поля a  
крізь поверхню S дорівнює кількості рідини, що протікає крізь цю 
поверхню в одиницю часу.  

Оскільки течія векторного поля визначається як поверхневий 
інтеграл, то він має усі властивості таких інтегралів.  При обчисленні течій 
найчастіше використовують властивість адитивності: якщо  S = ⇒∪ 21 SS  

)()()( 21 SSS Π+Π=Π .  
Якщо S – зовнішня сторона замкненої поверхні, то при обчисленні 

течії зручніше використовувати формулу Гаусса-Остроградського, що 
дозволяє перейти від поверхневого інтеграла по поверхні S до потрійного 
інтеграла по об′єму V, обмеженого цією поверхнею: 

( ) dvadivdsna
VS
∫∫∫∫∫ =

 0, . 
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 Основна складність при обчисленні течії полягає у виборі способу 
зведення поверхневого інтеграла до подвійного.  Зручно дотримуватися 
наступної схеми.  

1. Рівняння  поверхні  F(x,y,z) = 0  однозначно розв'язати відносно 
якоїсь змінної.  Якщо це можливо, то аналізована поверхня взаємно 
однозначно проектується на відповідну координатну площину.  
Наприклад, з рівняння  0463 22 =−− zyx  можна однозначно визначити 

22

3
42 zyx += .  Еліптичний параболоїд, що розглядається, взаємно 

однозначно проектується на площину YOZ.   
2. Поверхневий інтеграл, що виражає течію, зводиться в цьому 

випадку до подвійного інтеграла по області, яка зображує проекцію 
поверхні S на відповідну координатну площину.  

2.1. При проектуванні поверхні S на площину  X = 0:  

( ) ( )
( )

0
0

,

,
,

cos
YOZS D x y z

a n
a n ds dydz

=χ

Π = =
α∫∫ ∫∫

 

  . 

2.2. При проектуванні поверхні S на площину  Y = 0:   

( ) ( )
( )

0
0

,

,
,

cos
XOZS D y x z

a n
a n ds dxdz

=ψ

Π = =
β∫∫ ∫∫

 

  . 

2.3. При проектуванні поверхні S на площину  Z = 0:   

( ) ( )
( )

0
0

,

,
,

cos
XOYS D z x y

a n
a n ds dxdy

=ϕ

Π = =
γ∫∫ ∫∫

 

  . 

3. При визначенні орта 0n  нормалі до поверхні необхідно 
враховувати сторону поверхні, крізь яку слід обчислити течію.  Нормаль 
спрямована до вибраної сторони поверхні так, що якщо дивитися з її кінця, 
то додатний обхід будь-якого замкненого контура, що лежить на 
фіксованій стороні, відбувається проти годинникової стрілки, тобто за 
правилом "правого гвинта".  

Вектор { }γβα= cos,cos,cos0n , що відповідає заданій стороні  

поверхні ( ) 0,, =zyxF , може збігатись з одним з двох векторів 
F
F

∇
∇

± 



.  Для 

того щоб вибрати знак, достатньо хоча б в одній точці вибраної поверхні 
визначити (наприклад, з геометричних міркувань) знак напрямного 
косинуса і порівняти його зі знаком відповідної часткової похідної функції 
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( )zyxF ,,  у цій точці.  Наприклад, якщо знаки αcos  і xF ′  збігаються, то 
слід вибрати "+", у противному разі вибирають "–".   

При розв¢язанні наступної задачі будемо дотримуватися наведеної 
схеми.   

Приклад 12.  Обчислити течію векторного поля { }yxza ;;−=
  крізь 

нижній бік трикутника, отриманого при перетині 
площини 6263 =−+ zyx  з координатними 
площинами (рис. 14.2).  

Розв′язання. Рівняння площини однозначно 
розв`язується відносно будь-якої з трьох змінних, 
тобто існує взаємно однозначна відповідність між 
точками поверхні і точками їх проекції на будь-яку 
координатну площину.  

1) Розв`яжемо дане рівняння, наприклад, 
відносно координати у:  

( )623
6
1

−−−= zxy . 

2) Спроектуємо поверхню на площину  Y = 0 (рис. 14.3), а 
поверхневий інтеграл, що виражає течію, запишемо як подвійний 

інтеграл 
( )

( )

0

,

,

cos
XOZD y x z

a n
dxdz

=ψ

Π =
β∫∫

 

 

та обчислимо його. Оскільки нормаль 
до вибраної сторони поверхні утворює 
тупий кут з віссю 0Z, то 0cos <γ . 
Якщо функцію ( )zyxF ,,  подати як  

     ( ) 6263,, −−+= zyxzyxF ,  
то kjiF






263 −+=∇ .  Тоді знаки 

γcos  і 02 <−=′zF  збігаються і 
F
Fn

∇
∇

+= 



0 ,  

74369 =++=∇F


, ( )kjin




 263
7
10 −+= . 

Звідки випливає: 
7
6cos 0 ==β yn ;  ( ) ( )yxzna 263

6
1

cos
, 0

−−=
β



.  

Область інтегрування – це  частина площини XOZ, обмежена 
прямими:  

Z 
          1   2    3    4   X 
 0 

-1             1
32
=

−
+

zx   

-3 

 
Рис. 14.3  

DXOZ 

Z 

0 
1 

-3 

X 

Рис.14.2
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





=−−
=
=

0623
0
0

:
zx

x
z

DXOZ ; 

( ) ( )1 3 2 6
6

1 3 6 2
6

XOZ

y x z
D

z x y dxdz−
= − −

Π = − −∫∫ =

( )

2 0

30 2
2

1 7 235 2
6 3 6

x

dx z x dz

−

 = − − = − 
 ∫ ∫  . 

Приклад 13.  Знайти течію векторного поля { }222 ,, zyxa =
  крізь 

верхню частину поверхні параболоїда  1222 =++ zyx , розташовану в 
другому октанті  (рис. 14.4).  

Розв′язання.  
1. Рівняння поверхні однозначно 

розв¢язується відносно координати  z: 

( )221
2
1 yxz −−= . 

2. Виконаємо проектування 
поверхні  S на площину  Z = 0 (рис.14.5).  
Поверхневий інтеграл обчислимо через 
подвійний за проекцією XOYD :    

( )
( )

0

,

,

cos
XOYD z x y

a n
dxdy

=ϕ

Π =
γ∫∫

 

;    

( ) 012,, 22 =−++= zyxzyxF ;     
kjyixF





222 ++=∇ ;   

 12 22 ++=∇ yxF


.   
Нормаль до верхньої сторони 

параболоїда утворює гострий кут з віссю 0Z, 
отже, 0cos >γ .  

Таким чином, 02 >=′zF  та 

F
Fn

∇
∇

+= 



0 =
122 ++

++

yx
kjyix




; 

1

1cos
22 ++

=γ
yx

;  

DXOY 

0 Y 

X Рис.14.5 
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Z 
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Рис. 14.4 



1 

( )
1

,
22

233
0

++

++
=

yx

zyxna  ; 

( )
( )

( )22233

1
2
1

0
1

4
1

cos
,

22

yxyxna

yxz

−−++=
γ

−−=



. 

Стає очевидною необхідність переходу до полярної системи 
координат:  

( ) ( )
1 23 3 3 2

0
2

1cos sin 1
4

d d
π

π

 
Π = ϕ ρ ϕ + ϕ + − ρ ρ ρ 

 ∫ ∫ = 

( ) ( )
1325

3 3

2 0

11cos sin
5 8 3

d
π

π

 
− ρ ρ

ϕ ϕ + ϕ − 
  
 

∫  =  

=

2
,0

2
π

=ψ=ψ

π
−ϕ=ψ

BH

=
2 2

3 3

0 0

1 ( sin cos )
5

d d

π π

− ψ ψ + ψ ψ∫ ∫ +

2

1
24

d
π

π

ϕ∫ = 

1 2 2 1
5 3 3 24 2 48

π π − + + = 
 

 . 

Користуючись наведеною вище схемою, розглянемо ще один 
випадок, що часто зустрічається при обчисленні течій.   

1. Візьмемо рівняння заданої поверхні  F(x,y,z) = 0.  
Переконаємося в тому, що його можна однозначно розв'язати відносно 
кожної змінної.  Цей факт говорить про можливість взаємно однозначного 
проектування поверхні на кожну координатну площину.   

2. У формулі для обчислення течії запишемо скалярний добуток у 
розгорнутому вигляді:  

( cos cos cos )
S

P Q R dSΠ = α + β + γ∫∫ = ( , )( , , )

YOZ

x y z
D

P x y z dydz=χ± ∫∫ ±  

( , )( , , )

XOZ

y x z
D

Q x y z dxdz=ψ± ∫∫ ( , )( , , )

XOY

z x y
D

R x y z dxdy=ϕ± ∫∫ . 

Знак перед кожним інтегралом-доданком вибирається таким, який 
знак у відповідного напрямного косинуса нормалі до поверхні S.  

Наведемо друге розв¢язання задачі приклада  12 (рис. 14.6 - 14.8). 
Розвязання ІІ. 
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1. Рівняння площини однозначно розв'яжемо відносно кожної 
змінної, яка входить до нього, тобто маємо:  

S:  3x+6y- 2z- 6 = 0 ⇒ 1
312
=

−
++

zyx ,  






 −=

7
2;

7
6;

7
30n , 

0cos,0cos,0cos <γ>β>α ;  { }yxza ,,−=
 . 

2. Запишемо в розгорнутому вигляді формулу для обчислення течій, 
з  огляду на знаки напрямних косинусів нормалі:   

YOZD

zdydzΠ = + ∫∫  

XOZD

xdxdz+ −∫∫  

XOYD

ydxdy− ∫∫  = 

=

10 3

3 0

z

zdz dy

+

−
∫ ∫  

( )

2 0

30 2
2

x

xdx dz

−

−∫ ∫  
2(1 )1

0 0

y

ydy dx
−

−∫ ∫  = 

=
0 2

3
3
zz dz

−

 
+  

 
∫  ( )

2
2

0

3 2
2

x x dx+ −∫  ( )
1

2

0

2 y y dy− −∫  =
6
23

−  . 

Обчислення потоку крізь замкнену поверхню зручніше проводити за 
теоремою Остроградського-Гауса:   

( ) ∫∫∫∫∫ ==Π
VS

dvadivdsna  0, . 

Іноді незамкнену поверхню доповнюють іншими поверхнями до 
замкненої. Потім обчислюють течію за теоремою Остроградського-Гауса і 

з результату віднімають течії крізь додаткові поверхні.  Розв¢яжемо цим 
способом ще раз приклад 12.   

Розвязання ІІІ.  З рис. 14.2 видно, що разом з координатними 
площинами площина  3x + 6y - 2z - 6 = 0  утворює замкнену поверхню.  
Застосуємо теорему Остроградського-Гаусса (межі в інтегралах поставлені 
відповідно до рис.14.6-14.8):  

DXOZ 

DXOY 

DYOZ 

 1    2     Y  1    2     3     4   Y 
Z 

 
0 
-1 
 
 
-3 

Z 
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-1 
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  0 

1
3
=

−
+

zy

 

1
2
=+

xy

 

1
32
=

−
+

zx  
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





===

=
−

++

.0;0;0

1
312:

zyx

zyx
S ; { } 0,,, =−= adivyxza  ; 

( )0,
S

a n dsΠ = ∫∫    =
V

div a dv∫∫∫   ( )YOZXOZXOY ∆∆∆ Π+Π+Π− ;  

( )
0

,

XOY

XOY Z
D

a k dxdy∆ =
Π = ∫∫



 = 
2(1 )1

0 0

y

ydy dx
−

∫ ∫ = ( )
1

2

0

2 y y dy−∫ = 
3
1 ; 

 ( ) 0
,

XOZ

XOZ y
D

a j dxdz∆ =
Π = − ∫∫



 = 

( )

2 0

30 2
2

x

xdx dz

−

∫ ∫ = ( )
2

2

0

3 2
2

x x dx−∫ = 2; 

 ( ) 0
,

YOZ

YOZ x
D

a i dydz∆ =
Π = ∫∫



 = 

10 3

3 0

z

zdz dy

+

−

− ∫ ∫ = 
2
3 .  

Остаточно маємо: 
6
23

2
32

3
10 −=






 ++−=Π .  

При роботі з поверхнями, які не мають взаємно однозначних 
проекцій на координатні площини, ці поверхні розбивають на частини, що 
задовольняють вимоги взаємно однозначного проектування, а потім 
обчислюють течію, використовуючи властивість адитивності поверхневих 
інтегралів.   

Приклад 14. Обчислити течію вектора kzjyixa






++=  крізь 
зовнішню сторону бічної поверхні кругового циліндра 222 Ryx =+ , 
обмежену площинами 0=z  і Hz =  ( )0>H .  

Розв′язання. Течія ( )
. .

0,

бок цS

a n dsΠ = ∫∫   .  Розглянемо результати 

проектування бічної поверхні заданого циліндра на координатні площини 
(рис. 14.9-14.11): 

1) :YOZD










=
=
±=

=

Hz
z

Ry
x

0

0

;       2) :XOZD










=
=
±=

=

Hz
z

Rx
y

0

0

;        3) :XOYD




=+

=
222

0

Ryx

z
. 
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Проекції YOZD  та XOZD  -  однотипні: кожній точці проекції 

відповідають дві точки на бічній поверхні циліндра, тобто немає взаємно 
однозначної відповідності точок поверхні точкам проекцій. Проекцією 

XOYD  бічної поверхні циліндра на площину XOY буде коло, тобто кожній 
точці кола відповідає нескінченна множина точок проектованої поверхні.   

Висновок: при обчисленні потоку потрібно розрізати бічну поверхню 
на дві частини, кожна з яких має взаємно однозначну відповідність зі 
своєю проекцією на площині, наприклад, на площині YOZ.  

 Течія – величина адитивна, тобто  П = П1 + П2, де П1 – течія крізь 
частину 1S  циліндра, що  лежить у напівпросторі 0≥y , а П2 - течія крізь 
частину 2S  цього ж  циліндра, що лежить у напівпросторі 0<y .  

У даному випадку  П1 = П2, тоді:  П = 2П1, R
jyixno


 +
= , 

( ) ( ) Rrnpnrna on
oo ===





,, , оскільки зовнішня нормаль до бічної поверхні 

циліндра є паралельною площині XOY: П=2П1= ( ) =∫∫
.

,

бокS

dsnr 02


 

=∫∫
.бокS

dsR2 HRRHR 222 π=π⋅ . 

Зауваження. Ця задача може бути розв’язана іншим способом:  







= 0,,

R
y

R
xno ,    ( ) ( )00 ,, nrna 

= =
R
y

R
x 22

+  0nr R⇒ = ; 

П = =∫∫
.бокS

n dsr 0 =∫∫
.бокS

dsR  = HRHRR 222 π=⋅π⋅  . 

Приклад 15. Обчислити течію вектора kxjziya






++=  крізь частину 
бічної поверхні циліндра 222 Ryx =+ , відтяту площинами 0=z  та xz =  
( )0≥z  (рис. 14.12).  
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 Розв′язання.  ( )∫∫=Π
.

0,
бокS

dsna  , 

 де ( )
( )222

222

Ryx
Ryxno

−+∇
−+∇

±= 



 =
22 yx

jyix
+

+
±



.  

 Нормаль до вибраної бічної поверхні 
утворює гострий кут з віссю 0Х і 0cos >α  , 
отже, у формулі для 0n  обираємо знак "+":  

0n =
R

jyix


+
+  = ( )kjyix

R





⋅+⋅+⋅ 01  . 

Тоді     ( )ona ,  = ( ) ( )
R

jyixkxjziy 1
⋅+⋅++






 = ( )zyxy
R

+
1  = ( )zxy

R
+

1 ;  

 ( )∫∫ +=Π
.

1

бокS

dszxy
R

. 

Взаємно однозначну відповідність буде досягнуто у випадку 
проектування циліндричної поверхні на 
координатну площину YOZ (рис. 14.13):  

:YOZD








≥
=

=+

0

222

z
xz

Ryx
 ⇒ :YOZD









≥
=

=+

0
0

222

z
x

Ryz
,  

( )1
cos

YOZ x zD

y x z
dydz

R
=

+
Π =

α∫∫  =
0

cos

≥

=α

x
R
x

 

= ( )

YOZ
x zD

y x z
dydz

x =

+
∫∫  = 2

YOZD

ydydz∫∫  = 

2 2

2 20

2
R R z

R z

dz ydy
−

− −

∫ ∫  = 0. 

Приклад 16.  Знайти течію векторного поля kzjyixa




 333 ++=  крізь 

зовнішню сторону повної поверхні конуса 






≤≤

=+

Hz

z
H
Ryx

0

2
2

2
22

.  

Розв′язання.  
1 спосіб.  Обчислимо течію безпосередньо за визначенням, тобто як 
поверхневий інтеграл:  

( ) ( ) ( ) 21
000

осн.к.бок.к.полн.к.

,,, Π+Π=+==Π ∫∫∫∫∫∫
SSS

dsnadsnadsna  ; 

-R          0      R     y 

R 
 z 

Рис. 14.13 

DYOZ 

x=0 

 n  0 
 x 

 z 

 y Рис. 14.12. 



1 

( )
2 2

0

1
,

cos
XOY HD z x y

R

a n
dxdy

= +
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γ∫∫
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;   
gradF
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


−+= kz

H
RjyixgradF
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2
222 








++= z

H
RyxgradF ; 

on  - зовнішня нормаль до бічної поверхні конуса  та  0cos <γ ;  
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.
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оснS

a k dsΠ = ∫∫


  = 

.

3

осн
z H

S

z ds
=∫∫  = 23RHπ  ; 

П = П1 + П2  = ( ) 22222 43
10
1 HHRHRHR ⋅π+−⋅π  = ( )222 2

10
3 HRHR +π⋅ .  

2 спосіб. Обчислимо течію з використанням теореми 
Остроградського-Гаусса:  
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( ) ∫∫∫∫∫ ==Π
VS

dvadivdsna 
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0,  

kzjyixa




 333 ++= ,  ( )2223 zyxadiv ++=
 . 

Перейдемо до полярних координат, тоді:  
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14.5. Лінійний інтеграл у векторному полі.  Циркуляція 

 
Нехай L - орієнтована крива, 0τ

 ={ }γβα cos,cos,cos  – одиничний 
вектор дотичної до кривої.  

Лінійним інтегралом векторного поля 
a= ( ) ( ) ( ){ }zyxRzyxQzyxP ,,,,,,,,  уздовж орієнтованої кривої L називають 
криволінійний інтеграл першого роду по довжині дуги L:  

( )0,
L

a dlΑ = τ∫    = ( )cos cos cos
L

P Q R dlα + β + γ∫  =
L

Pdx Qdy Rdz+ +∫  . 

Якщо a  - поле сил, то лінійний інтеграл А дорівнює роботі, створеній 
полем по переміщенню матеріальної частинки вздовж лінії L.  
Приклад 17.  Обчислити лінійний інтеграл поля радіуса-вектора r  вздовж 
одного витка гвинтової лінії: tRx cos= , tRy sin= , htz = , орієнтованої в 
напрямку зростання параметра t .  
Розв′язання. Оскільки kzjyixra







++== , то 
L

xdx ydy zdzΑ = + +∫ .  Крива 

параметризована вже в умові, залишається лише відзначити, що одному 
витку відповідає [ ]π∈ 2,0t , тоді:  
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( )
2

0

cos sin sin cosR t R t R t R t ht h dt
π

Α = − ⋅ + ⋅ + ⋅∫  = 222 hπ . 

Лінійний інтеграл вздовж замкненого контура називається 
циркуляцією:   

( )∫ τ=
L

dlaC 0,
 . 

Циркуляція векторного поля може бути обчислена:  
1) безпосередньо (як лінійний інтеграл по замкненому контуру); 
2) з використанням теореми Стокса, яка стверджує, що циркуляція 

дорівнює течії ротора поля крізь будь-яку поверхню S , натягнену на  
контур L  (орієнтація  поверхні S  та  контура L  узгоджені):  

( )∫ τ=
L

dlaC 0,
  = ( )0,

S

rot a n ds∫∫    . 

Схему розв¢язання задачі покажемо на прикладі.  
Приклад 18.  Для поля kyiza







−=  знайти циркуляцію по контуру 
L: 422 =+ yx  , 52 =+ zx   безпосередньо і за теоремою Стокса.  

Розв′язання.  
1 спосіб:   безпосереднє обчислення.  
1) Рівняння контура, по якому обчислюється циркуляція, подаємо в 

параметричному вигляді.  Проекція контура на площину XOY – це коло 
422 =+ yx  , звідки  tx cos2= ; ty sin2= .  Оскільки контур лежить у 

площині  52 =+ zx , то  ( )tz cos25
2
1

−= .  

2) Визначаємо межі зміни параметра, що відповідають додатному 
обходу.  У цьому випадку  [ ]π∈ 2,0t .  

3) Обчислюємо інтеграл:   

∫ τ=
L

daC  = ( )( )
2

0

1 5 2cos 2sin 2sin sin
2

t t t t dt
π
 − − − 
 ∫ = 

= ( )
2

2

0

5sin 2sin cos 2sint t t t dt
π

− + −∫  = π− 2  . 

Розвязання. 
2 спосіб:   обчислення з використанням теореми Стокса.  
1) Обираємо поверхню, натягнену на контур, що розглядається.  У 

даному випадку контур плоский, тому як така поверхня може бути обрана 
частина площини  52 =+ zx , обмежена контуром (верхня її сторона, 
оскільки обхід на контурі додатний).  



1 

2) Обчислюємо:  arot  : 

yz
zyx

kji

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

0





 = ji


−− .  

3) Визначаємо напрямні косинуси зовнішньої нормалі до поверхні. У 
даному випадку рівняння поверхні: ( ) 052,, =−+= zxzyxF ; тоді 

5
2010 kjin




 +⋅+⋅
=  = ki





5
2

5
1

+ ,    
5

2cos =γ . 

4) Визначаємо циркуляцію за теоремою Стокса:   

( )0,
S

C rot a n ds= ∫∫ 
  = 

( )0

( , )

,

cos
XOYD z f x y

rot a n
dxdy

=
γ∫∫
 

; 

( )( )5 1 2
2 5

XOYD

C i k i j dxdy= − + +∫∫


  

 = 1
2

XOYD

dxdy− ∫∫  = π−=⋅π− 22
2
1 2 . 

 
 Приклад 19.  Обчислити циркуляцію векторного поля 

kxzjyzixya






++=  уздовж лінії L  перетину циліндра і площини (рис. 

14.14):  




=++
=+

1
1:

22

zyx
yxL . 

Розв′язання.  
1 спосіб:  безпосереднє обчислення.  

∫=
L

rdaC   = ∫ ++
L

xzdzyzdyxydx . 

Лінія L  - еліпс, що проектується на 
площину XOY в коло 122 =+ yx .  Цей еліпс у 
параметричному вигляді:   







−−=
=
=

ttz
ty
tx

L
sincos1

sin
cos

: , π≤≤ 20 t . 

 
Звідки ( )dtttdztdtdytdtdx cossin,cos,sin −==−= , і підінтегральний 
вираз приймає вигляд:   

xzdzyzdyxydx ++ = ( ) ( ) +−−+− ttttttt cossincos1sinsinsin(cos  
+ ( )( ) dtttttt )cossinsincos1cos −−−  = 

= dttttttttt )coscoscossincossin2cossin3( 3222 +−−+− . 

y 
1 

1 

1 

x 

L 

z 

Рис. 14.14 



1 

Таким чином    ( )∫
π

−=
2

0

23 tdttC cossin + ∫
π2

0

2sin tdt - ∫
π2

0

2cossin tdtt  - 

– ( )∫
π

+
2

0
2

21 dttcos + ( )∫
π

−
2

0

2 cossin1 tdtt = 

= 
π









−+−−+−−

2

0

33
3

3
sinsin2sin

4
1

2
1

3
cos2cos

2
1sin ttttttt  = -π. 

Розвязання. 
2 спосіб:  обчислення за теоремою Стокса: 

( )∫ τ=
L

dlaC 0,
  = ( )∫∫

S

dsnarot 0,
 , 

де S  - це будь-яка поверхня, натягнена на контур L .   
Природно як поверхню L  у даному випадку використовувати площину 

1=++ zyx , що має нормаль 






=

3
1;

3
1;

3
1on :  

( )0,
S

C rot a n ds= ∫∫ 
  = 

( )0

1

,

cos
XOYD z x y

rot a n
dxdy

= − −
γ∫∫
 

   (див. рис. 14.15);  

arot  : 

i j k

x y z
xy yz xz

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂



 

 = ( ) ( )xkzjyi −+−−




 = 

= ( )kxjziy




++−  ; ( ) ( )zyxnarot o ++−=
3

1,
 ; 

 
3

1cos =γ ;  ( )
yxz

narot

−−=γ 1

0

cos
,


= -1. 

Отже, 

XOYD

C dxdy= − = −π∫∫ .  

 

 y 
1 

Рис. 14.15 
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z=0 
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Контрольні завдання   

Завдання 1.  Знайти поверхні (лінії) рівня скалярного поля.   

14.1.1. yx 22 +=ϕ .  14.1.2. 
22

arcsin
yx

z

+
=ϕ . 

14.1.3. x2yx 22 −+=ϕ .  14.1.4. ( ) 22,2ln yxrr +=−=ϕ . 

14.1.5. 
z

yx +
=ϕ

2
.  14.1.6. 22222 , zyxrrR ++=−=ϕ . 

14.1.7. ( ) ,,, kzjyixrzra






++=ω−=ϕ  a - сталий вектор.  

14.1.8. 142 22 ++=ϕ yx .   14.1.9. 222 yxz −−=ϕ . 

14.1.10. ( )222 2zyxtg −+=ϕ . 14.1.11. 22 yxz −−=ϕ . 

14.1.12. 
z

yx 42 −
=ϕ .   14.1.13. 

z
yx 42 −

=ϕ . 

14.1.14. 
22 yz

zarctq
+

=ϕ .  14.1.15. ( )3ln −=ϕ r . 

14.1.16. yyx 442 22 −+=ϕ .  14.1.17. 2224 yxz −−=ϕ . 

14.1.18. ( )222 2zyxctq −+=ϕ . 14.1.19. 22 22 yxz −−=ϕ . 

14.1.20. 222 44 yxz −−=ϕ  .  14.1.21. ( )222 zyxarctg ++=ϕ  . 

14.1.22. ( )r−=ϕ 5ln ,  222 zyxr ++= . 

14.1.23. ( )3−=ϕ rarctq ,   222 zyxr ++= . 

14.1.24. xzx 222 −+=ϕ .  14.1.25. xyxz 2222 +++=ϕ .  

14.1.26. 
22

1
yx +

=ϕ .   14.1.27. xyx +=ϕ 2 . 

14.1.28. 222 yyx ++=ϕ .  14.1.29. ( ) 22,1ln yzrr +=−=ϕ . 

14.1.30. 
z

yx 22 +
=ϕ  . 



 

Завдання 2.  Знайти градієнт скалярного поля, якщо kzjyixr






++= , 
222 zyxrr ++==

 , a  і b


 - сталі вектори.  
14.2.1. ( )34 ,rar 

⋅=ϕ .    14.2.2. ( ) ( )rarf ,2 ⋅=ϕ . 

14.2.3. ( )
3
,

r
ra 

=ϕ .     14.2.4. ( )],[, rbr 





=ϕ . 

14.2.5. ( )],[, rba 





=ϕ .    14.2.6. ( )rar ,⋅=ϕ . 

14.2.7. [ ]2,ra =ϕ .     14.2.8. [ ] [ ]( )rbra 



 ,,,=ϕ . 

14.2.9. ( ) ( )32 ,, rbra 





⋅=ϕ .   14.2.10. ( )
4

,
r
ra o

=ϕ . 

14.2.11. ( )2,, rba 





=ϕ .    14.2.12. [ ]23 ,rar 

=ϕ . 

14.2.13. ( )33 ,rar 

⋅=ϕ .    14.2.14. ( )],[, brr




=ϕ . 

14.2.15. [ ] [ ]( )brra


 ,,,=ϕ .   14.2.16. ( )
3

,
r
ra o

=ϕ . 

14.2.17. ( )32 ,rar 

⋅=ϕ .    14.2.18. ( )rar ,3 ⋅=ϕ . 

14.2.19. ( )
2

,
r
ra o

=ϕ .    14.2.20. ( )arr ,2 ⋅=ϕ . 

14.2.21. ( )rrb 



,],[=ϕ .    14.2.22. [ ]23 ,rar 

⋅=ϕ . 

14.2.23. ( )bar


 ,,=ϕ .    14.2.24. [ ]2,ar =ϕ . 

14.2.25. [ ] [ ]( )brar


 ,,,=ϕ .    14.2.26. ( )3,rar 

⋅=ϕ . 

14.2.27. ( ) ( )rarf 

,⋅=ϕ .    14.2.28. ( )
2
,

r
ra 

=ϕ . 

14.2.29. ( )arb 



],,[=ϕ .    14.2.30. [ ]( )],[,, rbar 





=ϕ . 



 

Завдання 3.  Знайти вектори нормалей до поверхні 0),,( =zyxF  у 
точці А ),,( 000 zyx . 

14.3.1.  01246222 =−+−++− zyzyx ,   A(2,8,0). 
14.3.2.  0322 =−− zyx ,   A(-3,0,3).    
14.3.3.  023 222 =+−+ yzyx ,   A(0,-3,1).   
14.3.4.  02222 =−−+ xzyx ,   A(xo,yo,zo) - точка, у якій нормаль до 

поверхні колінеарна OY.  
14.3.5.  022 =+−− zyx ,   A(1,2,5). 

14.3.6.  0
8916

222
=−+

zyx ,   A(4,3,4). 

14.3.7.  04222 =−++ zzyx ,   A(2cosα,2sinα,2). 
14.3.8.  83 3 =− zxyz ,   A(0,2,-2). 

14.3.9.  2
2

2
yxz −= ,   A(2,-1,1). 

14.3.10.  122 +−+++= yxxyyxz ,   A(2,-2,9). 
14.3.11.  xyyxz 333 −+= ,   A(1,1,-1). 

14.3.12.  1
9164

222
=++

zyx ,   у  т. 0 0 0( , , )A x y z , у якій нормаль утворить 

рівні кути з осями координат.  
14.3.13.  122 222 =+− zyx ,   A(1,-1,1). 
14.3.14.  122 222 =−+ zyx ,   A(-1,1,-1). 
14.3.15.  164 222 =+− zyx ,   A(-2,1,-1). 
14.3.16.  04 222 =−+ zyx ,   A(2,-2,- 2  ). 
14.3.17.  4222 =+− zyx ,   A(1,1,-2). 
14.3.18.  0422 =−++ zyx ,   A(-1,-1,2). 
14.3.19.  222 zyx =− ,   A(-2,1,− 3  ). 
14.3.20.  44 222 =−+ zyx ,   A(-2,-2,4). 
14.3.21.  04469 222 =+−+−+ zzxyx ,   A(3,-1,2). 
14.3.22.  010222 =−−+ zyx ,   A(2,2,-1). 
14.3.23.  044 222 =−−+ zyx ,   A(0,-1,0). 
14.3.24.  9422 =−+ zyx ,   A(2,-1,-1). 
14.3.25.  0222 =−− zyx ,   A(-3,2,- 5  ). 
14.3.26.  01246222 =+−+−− zyzyx ,   A(2,8,0). 



 

14.3.27.  0322 =−− zyx ,   A(-3,0,3).    
14.3.28.  023 222 =−−+ yzyx ,   A(0,3,1).   
14.3.29.  022 =−+ zyx ,   A(-1,2,5). 

14.3.30.  0
8316

222

=+−
zyx ,   A(4,3,4). 

Завдання 4.  Знайти похідну скалярного поля ϕ(x,y,z) у заданому 
напрямку.  

14.4.1.  xyz=ϕ  у напрямку 
→
AB , де А(1,-1,1), В(2,3,1).  

14.4.2.  ( ) 23222 zyx ++=ϕ  у точці А(1,1,1) у напрямку kj








−= 2 .   
14.4.3.  )(xyarctg=ϕ  у точці А(1,1) у напрямку бісектриси першого 

координатного кута.  
14.4.4.  ( )yx ee +=ϕ ln  на початку координат за напрямком променя, 

що утворює кут π/6 з віссю ОХ.  
14.4.5.  ( )xzyzxy ++=ϕ ln  у точці А(0,1,1), що належить колу 







=
=
=

1z
tsiny
tcosx
, у напрямку цього кола.  

14.4.6.  
y
xarctg=ϕ  у точці А ( )3,1 − , що належить колу xyx 422 =+  

у напрямку цього кола.  
14.4.7.  22 yx +=ϕ  у точці А(-1,1) кола 222 =+ yx  у напрямку цього 

кола.  
14.4.8.  yzxz 22 +=ϕ  у точці А(1,0,2), що належить 

колу




=
=++−+

6
012222

z
yxyx , у напрямку цього кола.  

14.4.9.  )2ln( 2 yx +=ϕ  у точці А(4,-4) параболи xy 42 =  у напрямку 
цієї кривої. 

14.4.10.  yxy 22 +=ϕ  у точці А(0,-2) еліпса 1
4

2
2 =+

yx  у напрямку 

цієї кривої.  

14.4.11.  2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
x

++=ϕ  у точці 0 0 0( , , )A x y z  у напрямку радіуса-

вектора цієї точки.  
14.4.12.  )34ln( 22 yxyx ++=ϕ  у точці А(2,0) у напрямку вектора, 

колінеарного бісектрисі I-го координатного кута.  



 

14.4.13.  
x
zxz −=ϕ 3  у точці А(-1,2,3) у напрямку kji









2+−= .  

14.4.14.  24 zxy −+=ϕ  у точці А(-1,-1,0) у напрямку 
kji








+−= 22 .  

14.4.15.  223 4 zyx ++=ϕ  у точці А(-2,2,-3) у напрямку 
ki








43 +−= .  
14.4.16.  xarctgyzy +−=ϕ 2  у точці А(1,4,-5) у напрямку 

ji






34 −= .  
14.4.17.  ( )222 ln2 yzx +−=ϕ  у точці А(2,-1,1) у напрямку 

{ }0;1;0 −=


.  
14.4.18.  ( ) 242cos yzyx +−=ϕ  у точці А(π/2. π/4. 1) у напрямку 

{ }2;1;2 −=


.  
14.4.19.  ( )zxarctgy −+=ϕ 2  у точці А(0,-2,-1) у напрямку 

{ }3;6;2 −−=


.  

14.4.20.  322 zyxxy −+=ϕ  у точці А(-1,1,-2) у напрямку 
kji








848 −−= .  
14.4.21.  ( )1ln22 ++=ϕ zzyx  у точці А(4,-3,0) у напрямку ki









+= 2 .  

14.4.22.  
x
zyz +=ϕ  у точці А(-1,3,4) у напрямку ki









−= .  

14.4.23.  xzyzxy ++=ϕ  у точці А(-1,-1,-1) у напрямку 
kji








++= .  
14.4.24.  xzyx −+−=ϕ 23  у точці А(1,-3,5) у напрямку  

ki








2+−= .  
14.4.25.  )2(52 zyarcctgx +−=ϕ  у точці А(1,1,0) у напрямку 

kji








22 −+= .  

14.4.26.  yxyx 2322 +−+=ϕ  у напрямку 
→
AB , де А(0,0,0), B(3,4,0).  

14.4.27.  22 2 zxyzzx +−=ϕ  у точці А(3,1,1) у напрямку 
kji








++= 2 .  
14.4.28.  xyz=ϕ  у точці А(5,1,- 8) у напрямку, що йде від цієї точки  
до точки B(9,4,4).  
14.4.29.  24 zxy −+=ϕ  у точці А(1,1,1) у напрямку 

kji








−+−= 22 .  



 

14.4.30.  222 575 xyzzxyyzx +−=ϕ  у точці А(1,1,1) у напрямку 
kji








848 +−= .  
Завдання 5.  Знайти значення і напрямок найбільшої швидкості 

зміни поля у точці А та визначити, у яких точках поле стаціонарне (завд. 
14.5.1 - 14.5.9).  

14.5.1.  ( )2xyz=ϕ , A(1,-1, 3).  

14.5.2.  xyzzyx 2222 −++=ϕ , A(1,-1, 2).  

14.5.3.  
x
z

z
y

y
x

++=ϕ ,   A(-1, 1,-1). 

14.5.4.  ( )222ln zyx +−=ϕ , A(1, 1, 1). 

14.5.5.  ( )yyxe x 33 +−=ϕ , A(0, 2). 
14.5.6.  xzyzxy ++=ϕ ,   A(1, 1, 1). 

14.5.7.  222 xzzyyx ++=ϕ ,   A(1, 0, 0). 

14.5.8.  
1

10
222 +++

=ϕ
zyx

,   A(-1, 2,-2). 

14.5.9.  xyxyx 63 223 +++=ϕ , A(4,-12). 
Знайти найбільшу крутизну підіймання поверхні 0),,( =ϕ zyx  у точці 

A (завд. 14.5.10 - 14.5.12). 

14.5.10.  ( ) 049
3
1 22 =−−− zyx ,   A(-2, 1, 1/3).  

14.5.11.  ( ) 04ln 22 =−+ zyx ,   A(0, 5, 2ln10).  

14.5.12.  0=−
+

z
y

yx
,   A(2, 1, 3).  

  Знайти кут нахилу градієнта поля ϕ до поверхні z = 0 у точці А 
(завд. 14.5.13 - 14.5.30).  

14.5.13.  ( ) xyzyx 3ln 22 −+=ϕ ,  A(1,-1, 0). 

14.5.14.  29 zxy −−=ϕ ,  M(-1,-1, 2). 

14.5.15.  ( ) 2
3222 zyx ++=ϕ ,  A(1,-2, 2).  

14.5.16.  yz
x
yarctg +=ϕ ,  M(-1,-1, 2). 

14.5.17.  zyx 422 ++=ϕ ,  A(-3,-4, 2). 

14.5.18.  yzx ++=ϕ 216 ,  A(-3,-4, -9). 



 

14.5.19.  ( ) zxy ++=ϕ 21ln ,  A(1,-2, 4). 
14.5.20.  122 222 =+− zyx ,  M(-1, 2,-2). 

14.5.21.  zxxy 32 2−=ϕ ,  A(2, 4, 2). 
14.5.22.  ( ) xyzx 35ln2 2 ++=ϕ ,  A(-1, 2, 3). 

14.5.23.  ( ) 2221ln yzx +−+=ϕ ,  A(-1, 0, 2). 

14.5.24.  yzx 422 −+=ϕ ,  A(-2, 3, 0). 
14.5.25.  ( ) xyzx 35ln2 2 −+=ϕ ,  А(-1,2,3).  
14.5.26.  ( )2xyz=ϕ ,  A(1,-1, 3).  
14.5.27.  xyzzyx 2222 −++=ϕ ,  A(1,-1, 2).  

14.5.28.  
x
z

z
y

y
x

++=ϕ ,  A(-1, 1,-1). 

14.5.29.  ( )222ln zyx +−=ϕ ,  A(1, 1, 1). 
14.5.30.  ( )yyxe x 33 +−=ϕ ,  A(0, 2). 
Завдання 6.  Знайти векторні (силові) лінії наведених полів. 
14.6.1.  izxja



 5+−= .     
14.6.2.  ( )kyxjyixa







+++= . 

14.6.3.  kzyxzjyixa











 ++−++= 222 .  

4.6.4.  ( )kyxjxiya




 2222 +++−= . 
14.6.5.  3r

ra




= . 

14.6.6.  ( ) ( ) ( ) kyxzjzxyizyxa






⋅++⋅+−⋅−= 222222 . 
14.6.7.  [ ]ra  ,ω= ,  де ω - сталий вектор.  
14.6.8.  ( ) kyjziyza







++−= 2 . 
14.6.9.  ( ) ( ) ( )kxyjzxiyza







−+−+−= . 
14.6.10.  kzjyixa





 232 +−= . 
14.6.11.  ( ) kzjyixa







223 +++= . 

14.6.12.  ( ) ( ) kzjyxiyxa






+++−= . 
14.6.13.  ( ) kzjyizya







+++= . 
14.6.14.  ( )kzxjxiza





 2222 +++−= . 
14.6.15.  kzjyixa





 22 −+= . 
14.6.16.  ( ) kzjyixa





 531 +−+−= . 



 

14.6.17.  ( ) ( ) kzjyxiyxa






−−++= . 
14.6.18.  kzjyixa







−+= 47 . 
14.6.19.  jyixa





−= 5 . 
14.6.20.  kziya





 75 +−= . 
14.6.21.  kyjxa





 42 +−= . 
14.6.22.  kzjya





 119 −= . 
14.6.23.  kyxia





 7−= . 
14.6.24.  kzjya







32 −= . 
14.6.25.  kyiza





 25 += . 
14.6.26.  ( ) iyxjxiya





⋅−+−= . 
14.6.27.  kyejyiea xx







++= 2 . 
14.6.28.  kyzjxixya







+−= 2 . 
14.6.29.  ( ) kyzjzxixya







+−+= 2 . 
14.6.30.  kxjyzixza







++=  . 
Завдання 7.  Обчислити течію вектора a  крізь зазначену поверхню 

S.  
14.7.1.  kzjyixa





 222 ++= , де S - частина сфери 1222 =++ zyx , що 
лежить у другому октанті (нормаль утворює гострий кут з віссю OZ ).  

14.7.2.  kzjyixra






++== , де S - бічна поверхня конуса 222 zyx =+ , 
z = -4 (нормаль утворює гострий кут з віссю OZ).  

14.7.3.  kzjyixa






++= , де S -  зовнішня сторона бічної поверхні 
прямого кругового конуса з основою в площині XOY і вершиною на осі OZ 
(r =2. h=1). 

14.7.4.  kxyjxziyza






++= ,  де S - зовнішня сторона бічної поверхні 
піраміди з вершинами в точках А(2, 0, 0), В(0,1,0), D(0, 0, 2)  та основою 
ОАВ.  

14.7.5.  kyzjxzixya






++= , де S - площадка, що вирізується на 
площині  x+y+z=2 площинами x=0. y=0. x+y=1 (нормаль утворює гострий 
кут з віссю OZ). 

14.7.6.  kzjyixa




 222 ++= ,  де S – верхня частина поверхні 
222 2 bbzyx =++ , розміщеної в другому октанті ( 0>b  ).  

14.7.7.  kjzixya




 85 2 +−= , де S – коло, що вирізується на площині 
x+y=3 сферою 9222 =++ zyx  (нормаль утворює тупий кут з віссю OУ). 



 

14.7.8.  kxzjxixa






++= 2 , де S – частина зовнішньої сторони 
параболоїда  22 zxy += , що лежить у першому октанті й обмежена 
площиною y=1.  

14.7.9.  kyzjzyixa




 )()( −+++= , де S – верхня сторона частини 
сферичної поверхні  9222 =++ zyx , розташованої у першому октанті.  

14.7.10.  kzxjyzizxa




 )()()( 22 ++−+−= , де S – зовнішня сторона 
частини циліндричної поверхні 222 Ryx =+ , обмеженої площинами z=0,  
z=8.  

14.7.11.  kzjyixa






−−= 3 , де S - зовнішня сторона параболоїда 
22 yx + =9-z, розташованого у першому октанті.  
14.7.12.  kzjyixa







++= , де S - верхня сторона кола, що вирізується 

конусом 22 yxz +=  на площині z=3.  
14.7.13.  222 zkyjxia







−−−= , де S – верхня сторона частини 
сферичної поверхні 9222 =++ zyx , розташованої у третьому октанті.  

14.7.14.  kzjyzixya




 2+−= , де S - частина площини 1243 =−+ zyx , 
відтятої координатним кутом (нормаль утворює гострий кут з віссю OZ).  

14.7.15.  kxzjxia




 833 2 −+= , де S - верхня сторона частини конуса 
222 )4(94 −=+ zyx , що лежить над площиною XOY.  

14.7.16.  kxzjzxixa




 )()(2 −+−+= , де S – верхня сторона частини 
параболоїда 224 yxz +=− , яка розташована у другому октанті.  

14.7.17.  kyzjxyixza






++= , де S – частина зовнішньої сторони 
параболоїда 22 zyx += , що лежить у першому октанті й обмежена 
площиною х=1.  

14.7.18.  kzjyixa




 1242 −+−= , де S – частина площини 
01262 =−+− zyx , що відтята координатними площинами (нормаль 

утворює гострий кут з віссю OZ).  
14.7.19.  kzjyixa





 )68(3)25( +−++= , де S – нижня сторона кола: 





=
+=

4
4 22

z
yxz .  

14.7.20.  kzjzixa




 )52()43()21( 2 −+−++= , де S – верхня сторона 
частини поверхні 9622 =−+ zyx , розташованої у третьому октанті.  



 

14.7.21.  kxzjzyiyxa




 )()()( 222222 +++++= , де S – частина 
площини 4=++ zyx , відтята координатними площинами (нормаль 
утворює гострий кут з віссю OZ).  

14.7.22.  kzjxzyixza




 )2()42()23( 2 −+−+−= , де S – зовнішня 
сторона частини поверхні конуса з першого октанта 222)4( yxz +=− ,  

[ ]4,0∈z .  
14.7.23.  kzjyixa





 1242 −+−= , де S – частина площини 
01262 =−+− yx , відтята координатними площинами (нормаль утворює 

гострий кут з віссю OZ).  
14.7.24.  kyzjxyizxa





 )2()2()2( +++++= , де S – зовнішня сторона 
частини сфери 4222 =++ zyx , розташованої у другому октанті.  

14.7.25.  kzyjyxixza




 )()2()3( −+−+−= , де S - частина площини 
632 −=++− zyx , відтята координатним кутом (нормаль утворює гострий 

кут з віссю OZ).  
14.7.26.  ( ) ( ) ( ) kyxjxzizxa







⋅++⋅−+⋅−= 5432 , де S – верхня 
сторона трикутника з вершинами А(1,0,0), В(0,1,0), С(0,0,1).  

14.7.27.  kxzjxixa






++= 2 , де S – частина зовнішньої сторони 
параболоїда обертання yzx =+ 22 , що лежить у першому октанті і 
обмежений площиною [ ]1,0,0 ∈= yy .  

14.7.28.  kzjxia






52 +−= , де S – верхня сторона трикутника АВС, 
отримана при перетинанні площини 0632 =−++ zyx  з координатними 
площинами.  

14.7.29.  jia




94 −= , де S – зовнішня сторона поверхні параболоїда 
обертання 22 zxy += , обмежена площиною 4=y , що лежить у другому 
октанті.  

14.7.30. ( ) ( ) ( ) kzxjyzizxa






⋅++⋅−+⋅−= 22 , де S – частина 
циліндричної поверхні 222 Ryx =+ , обмежена площинами bzz == ,0  
(нормаль утворює гострий кут з віссю OZ ).  

Завдання 8.  Обчислити течію вектора a  крізь замкнену поверхню S  
(безпосередньо та за теоремою Остроградського-Гаусса).  

14.8.1.  kzjyixa




 333 ++= ,   S: 2222 Rzyx =++ . 

14.8.2.  kzjyixa






+−= 2 ,   S: 




≤≤
=++

10
9222

z
zyx . 

14.8.3.  kxzjyzixya






++= ,   S: 




≥≥≥
=++

0,0,0
1222

zyx
zyx . 



 

14.8.4.  kyjzixa






+−= 23 ,   S: 




≥≥≥
=++

0,0,0
2
zyx

zyx
. 

14.8.5.  kzyjxyizxa




 )()()( +++++= ,   S: 




=
=++

zx
Rzyx 2222

. 

14.8.6.  kyjxiyza






−−= ,   S: 




==
=−+

0,1
1222

zz
zyx . 

14.8.7.  kzjyixa




 2)21(2 +−+= ,   S: 




=≥
=++

0,0
12 22

zy
zyx . 

14.8.8.  kzjyixa






+++= )21( ,   S: 




≥=
=++

0,4
16222

zz
zyx . 

14.8.9.  kyjxzixa






++= ,   S: 




≥=
=++

0,0
422

zz
zyx . 

14.8.10.  kyzjyizya




 2)( 222 +−+= ,   S: 




≥=
=+

0,1

222

yy
yzx . 

14.8.11.  kzixa




 )1(2 −−= ,   S: 




==
=+
1,0
422

zz
yx . 

14.8.12.  kzjyixa






−−= 2 ,   S: 




=
=++

0
122

z
zyx . 

14.8.13.  kejyixa x 



−+= 23 ,   S: 




=
=++

0
322

z
zyx . 

14.8.14.  kzjixa x 



 )1(22 +−−= ,   S: 




=
+=+

8
422

z
zyx . 

14.8.15.  kzjyixa






+−= 23 ,   S: 




==
=+
1,0
922

zz
yx . 

14.8.16.  kyjzixa






−+= 25 , S: 




≥≥≥
=++

0,0,0
3

zyx
zyx

. 

14.8.17.  kyjzxixa






++= 22 , S: 




=
=++

0
922

z
zyx . 

14.8.18.  kxzjyzixya






++= , S: 




≤≤≤
=++

0,0,0
1222

zyx
zyx . 

14.8.19.  ( ) ( ) ( )kzyjxyizxa




 222 +++++= ,   S: 




==
=+

0,
422

zzx
yx . 



 

14.8.20.  ( ) kzjyixa




 232 +−+= ,   S: 




=
=+

3

222

z
zyx . 

14.8.21.  kyjzixa






+−= 25 ,   S: 




≥≥≥
=++

0,0,0
3

zyx
zyx

. 

14.8.22.  kzjyixa




 333 222 ++= ,   S: 9222 =++ zyx . 

14.8.23.  kyzjyizya




 3)( 222 −++= ,   S: 




=
=+

1

222

x
xzy . 

14.8.24.  kxzjyzixya






+−= , S: 




≤≤≤
=++

0,0,0
4222

zyx
zyx . 

14.8.25.  kyzjyiya






++= 2 ,   S: 




≥=≥
=+

0,1,0
222

yzx
zyx . 

14.8.26.  kzjyixa






−+= 2   S: 4222 =++ zyx . 

14.8.27.   ( )kzjyixa






−++= 1 ,   S: 




≤≤
=+

Hz
zyx

0

222

. 

14.8.28.  kzjyixa




 333 ++= ,   S: 






≤≤

=+

Hz

z
H
Ryx

0

2
2

2
22

. 

14.8.29.  ( )kzjyixa






−++= 1 ,   S: 




≤≤
=+

Hz
zyx

0

222

. 

14.8.30.  kzjyixa






⋅−−+= )12(222 ,   S: 




=
−=+

0
2122

z
zyx . 

Завдання 9. Обчислити лінійний інтеграл векторного поля a  вздовж 
означеної лінії L.  

14.9.1. ( ) ( ) jcyiyca




−+−= 2 . L – перша арка циклоїди  
( )
( )




−=
−=

tcy
ttcx

cos1
sin

, у напрямку зростання параметра t .  

14.9.2. ( )jtnitma




⋅+⋅−= sincos .  L - дуга еліпса  






=

=+

0

12

2

2

2

z
n
y

m
x

від 

А(m,0,0) до В(0,n,0).  
14.9.3. ( ) ( ) ( ) kxyzjxzyiyzxa







−+−+−= 222 .  L - дуга гвинтової 
лінії: ϕ= cosbx , ϕ= sinby , πϕ= 2/hz  від А(b. 0. 0) до В(b. 0. h).  



 

14.9.4. kxyjyziyza






+−+= 29 , L - дуга гвинтової лінії: tx cos3= , 
ty sin3= , π= /2tz  від точки А перетину кривої з площиною XOY до точки 

В перетину з площиною Z=4.  
14.9.5. ( ) kxjyzizya





 222 2 −+−= . L: x=t, y=t, z=t3 в напрямку 
зростання параметра t∈[0,1].  

14.9.6. ( ) kyxjyixa




 1−+++= . L – відрізок прямої АВ, де А(1, 1, 1), 
а В(2, 3, 4), у напрямку від точки А до точки В.  

 
14.9.7. Обчислити роботу силового поля ( ) ( ) jxxiyxya





++−= 22  

при  переміщенні уздовж кривої  L: 




≥
=+

0
92

y
yx  від точки  М(3, 0) до точки  

N(-3, 0). 
14.9.8. Обчислити роботу силового поля jxiya





−=  при переміщенні 

уздовж кривої L: 




≥
=+

0
12 22

y
yx  від точки М(

2
2 ,0) до точки N(-

2
2 ,0).  

14.9.9. Обчислити роботу сили f


 при переміщенні точки М вздовж 
дуги еліпса 0;sin;cos === ztaytax , що лежить у першому квадранті, в 
напрямку зростання параметра t .  Сила f



 за значенням дорівнює відстані 
від точки М до центру еліпса і спрямована до центра.  

14.9.10. Знайти роботу сили f


 при русі точки М під дією цієї сили по 
колу tzytx sin;1;cos ===  від точки М(1,1,0) до точки N(0,1,1).  Сила f



 за 
значенням обернено пропорційна відстані точки її прикладання до осі OZ, 
перпендикулярна цій осі і спрямована до неї.  

14.9.11. Знайти роботу сили f


 при русі матеріальної точки по прямій 
від точки А(1,1,1) до точки В(2,2,2), якщо за значенням сила f



 обернено 
пропорційна відстані від точки її прикладання до площини XOY і 
спрямована на початок координат.  

14.9.12. Знайти роботу сили jxixyf


 22 +=  вздовж дуги кола 
одиничного радіуса від точки А(1,0) до точки В(0,1).  

14.9.13. Знайти роботу сили jxixyf


 22 +=  вздовж дуги кола 
одиничного радіуса від точки А(0,1) до точки В(-1,0).  

14.9.14. Знайти роботу сили ( ) kzjxiyxf






2++−=  вздовж кола 

L:






=

=−+

2
1

04 222

z

zyx
, що пробігається у додатному напрямку.  



 

14.9.15. Знайти роботу сили kzjziyf






322 ++=  вздовж L: 





=++
=+

3
12 22

zyx
yx , що пробігається в додатному напрямку.  

14.9.16. Знайти роботу сили ( ) ( ) jyiyf




12 −+−=  вздовж першої 

арки циклоїди L:
( )
( )




−=
−=

ty
ttx

cos12
sin2

, що пробігається в напрямку спадання 

параметра.  
14.9.17. Знайти роботу сили ( ) ( ) ( ) kxyzjxzyiyzxf







−+−+−= 222  

вздовж гвинтової лінії 













π
ϕ

=

ϕ=
ϕ=

2
3

sin2
cos2

z

y
x

   від точки А(2,0,0) до точки В(2,0,3).  

14.9.18. Знайти роботу сили ( ) kxjyzizyf






222 2 ++−=  вздовж 
кривої L: ,tx =  2ty = , 3tz =  від точки А(1,1,1) до точки В(2,4,8).  

14.9.19. Знайти роботу сили kxyjyzziyzf






+−+= 9  вздовж 

гвинтової лінії 
π

===
tztytx 2,sin3,cos3  від точки М1(0,3,1) до точки 

М2(3,0,0).  
14.9.20. Знайти роботу сили jtitf





⋅+⋅= sin5cos3 , вздовж дуги 

еліпса L: 1
53 2

2

2

2

=+
yx , 0=z  від точки А(3,0,0) до точки В(0,-5,0).   

14.9.21. Знайти роботу сили kxyjyziyzf






+−+= 216  вздовж 

гвинтової лінії 
π

===
tztytx 2,sin4,cos4  від точки перетину з площиною 

ХОY до точки перетину з площиною Z=4.  
14.9.22. Знайти роботу сили ( ) ( ) jyiyf





24 −+−=  вздовж другої 

арки циклоїди L:
( )
( )




−=
−=

ty
ttx

cos12
sin2

 у напрямку спадання параметра t.   

14.9.23. Сила за значенням дорівнює відстані від точки М еліпса 
0,sin3,cos2 === ztytx  до центру еліпса і спрямована до центра.  

Обчислити роботу при переміщенні точки М вздовж дуги еліпса від М1(-
2,0,0) до М2(0,3,0).   

14.9.24. Знайти роботу сили ( ) ( ) jxxiyxyf




++−= 22  вздовж дуги 
параболи 29 xy −=  від точки М1(-3,0) до точки М2(0,9).  



 

14.9.25. Знайти роботу сили ( ) ( ) ( ) kxyzjxzyiyzxf






−+−+−= 222  

вздовж гвинтової лінії 
π
ϕ

=ϕ=ϕ= zyx ,sin3,cos3  від точки А(3,0,2) до 

точки В(3,0,0).   
14.9.26. Знайти роботу сили jyixyf





22 +=  вздовж дуги кола 
одиничного радіуса від точки А(1,0) до точки В(0,1).  

14.9.27. Знайти роботу сили jyixyf




2+=  вздовж дуги кола 
одиничного радіуса від точки А(0,1) до точки В(-1,0).  

14.9.28. Знайти роботу сили kzjziyf






++=  вздовж L:




=++
=+

5
12 22

zyx
yx , 

що пробігається у додатному напрямку.  
14.9.29. Знайти роботу сили ( ) ( ) jyiyf





12 −+−=  вздовж першої 

арки циклоїди L:
( )
( )




−=
−=

ty
ttx

cos1
sin

, що пробігається в напрямку зростання 

параметра.  
14.9.30. Знайти роботу сили f



 при русі матеріальної точки по прямій 
від точки А(1,1,1) до точки В(3,3,3), якщо за значенням сила f



 обернено 
пропорційна відстані від точки її прикладення до площини XOY і 
спрямована від початку координат.  

Завдання 10.  Знайти циркуляцію вектора a  по замкненому контуру 
L а) безпосередньо, б) за теоремою Стокса (обхід у додатному напрямку).  

14.10.1.  kzjxiya




 222 −+= , L: 




===
=++

0,0,0
1222

zyx
zyx . 

14.10.2.  kzjiyxa






++= 32 , L: 




=
=+

1

222

z
Ryx . 

14.10.3.  kyiza






−= , L: 




=+
=+
52

422
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yx . 

14.10.4.  kxzjyzixya






++= , L: 




=++
=+

1
122

zyx
yx . 

14.10.5.  ( ) ( ) ( )kyxjxzizya






−+−+−= , L: 




=

=++

xy

zyx

3

4222
. 

14.10.6.  ( ) ( ) ( )kyxjxzizya






−+−+−= , L: 






=+

=+

1
42

422

zx
yx
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14.10.7.  kyxjzxizya




 222222 ++= , L: 






=
=
=

tRz
tRy

tRx

3cos
2cos

cos
, 



 π

∈
2

,0t . 

14.10.8.  ( ) ( ) ( )kyxjzyxizxa






+++++−= 532 , L: 




===
=++

0,0,0
1
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14.10.9.  kzjxiya






+−= , L: 



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=++

zx
zyx 1222

. 

14.10.10.  ( ) ( ) ( )kyxjxyziyxza



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122
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yx . 

14.10.11.  kyxjxzizya
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22

x
xzy . 
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14.10.16.  ( ) ( ) ( )kyxjxzizya
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