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2 .  ВИЗНАЧЕ НИЙ ІНТ ЕГРАЛ 

 

ЗАДАЧІ, ЯКИ ПРИВОДЯТЬ ДО ПОНЯТТЯ ВИЗНАЧЕНОГО 

ІНТЕГРАЛА. 

 

 

 2 .1 .Задача про пл ощу криволінійної  трапеці ї  

Нехай маємо плоску фігуру АВСD, яка обмежена графіком неперервної i 

невід’ємної функції y=f(x), заданої на відрізку [a;b], прямими x=a i x=b та 

відрізком осі Ox. Таку фігуру називають криволінійною трапецією. Треба 

обчислити площу цієї трапеції. 

Оскільки криволінійна трапеція в загальному випадку відмінна від 

многокутника, то спочатку треба дати означення площі криволінійної трапеції, 

довести, що площа за цим означенням існує, а потім знайти спосіб її обчислити. 

Для цього розіб’ємо відрізок [a;b] на n довільних частин зо допомогою 

точок x0, x1,…, xk, xk+1,…, xn так щоб справджувалися нерівності 

 A = x0<x1<x2<…<xk<xk+1<…<xn= b. 

Сукупність точок x0,x1,…,xn позначатимемо буквою Т і називатимемо Т – 

розбиття відрізку [a; b]. 
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Через кожну точку поділу проведемо прямі, паралельні осі Oy, до 

перетину з графіком функції f(x). Тоді криволінійна трапеція розіб’ється на n 

частинних криволінійних трапецій. Розглянемо одну з цих трапецій, наприклад 

ту, в основі якої лежить відрізок [xk;xk+1]. Згідно з другою теоремою 

Вейєрштрасса, на відрізку [xk;xk+1] знайдуться точки Ck΄ Ck΄΄, в яких функція 

f(x) набуває свого найменшого та найбільшого значень. Позначимо ці числа 

відповідно через mk та Mk. Тоді справджуються рівності 

 .),(),( 1,1   kkkkkkkkkk xCxxCxдеCfMCfm  

На кожному з частинних відрізків [xk;xk+1], k=0,1,…1n-1 побудуємо два 

прямокутники, основи яких збігаються з відрізком [xk;xk+1], а висоти є 

ординатами точок кривої y = f(x) з абсцисами ., kCkC   

Прямокутники, висота яких дорівнює mk,, назвемо вхідними, а 

прямокутники, висота яких дорівнює Mk, k=0,1,…, n-1, назвемо вихідними. 

Позначимо через S  суму площ вхідних прямокутників, а через S  - суму 

площ вихідних прямокутників. Тоді  
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Зрозуміло, що суми S  і S  для того самого Т – розбиття відрізка [a;b] на 

частини є сталі числа. Проте, якщо Т – розбиття змінювати, то взагалі кажучи, 

змінюватимуться і суми S  і S . Отже S = S (Т), S = S (Т). 

Нехай Δxk = xk+1 – xk,  k=0,1,…n–1, є довжина відрізка [xk;xk+1] а  

λ – найбільше з чисел Δxk,λ = max Δxk, 10  nk . Тоді число λ залежить від Т–

розбиття: λ= λ(Т). І нехай λ(Т)→0. 

Означення. Якщо суми S (Т), S (Т) при λ(Т)→0 мають однакові границі. 
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 (2.1) 
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і ці границі не залежать від Т–розбиттів відрізка [a; b] на частини, то 

криволінійну трапецію називають квадрованою фігурою, а число  

S – площею криволінійної трапеції. 

Якщо границі сум S (Т), S (Т) при λ(Т)→0 різні або хоч одна з цих 

границь не існує, то кажуть, що фігура не має площі, тобто фігура є 

неквадровною. 

Крім сум S , S  розглянемо ще суму 
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 (2.2) 

де Сk – довільна точка відрізка [xk; xk+1], ,1 kkk xCx k= 0,1,…, n-1. Оскільки 

виконуються нерівності ,)( kkk MCfm  то сума (2) є сумою площ 

прямокутників, які знаходяться між вхідними та вихідними прямокутниками. 

Отже, справджуються нерівності 

 .SS   (2.3) 

Нехай криволінійна трапеція є квадрованою фігурою, тобто  
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Тоді з нерівностей (2.3) випливає, що й  
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Таким чином, за площу криволінійної трапеції можна взяти границю 

суми (2.2) при λ(Т)→0. 

Суму (2.2) ще називають інтегральною сумою функції f(x), побудовану на 

відрізку [a;b] для Т – розбиття. Зазначимо, що суми S  і S  є окремими 

випадками значення інтегральної суми δ. 

Як бачимо, задача про площину криволінійної трапеції зводиться до 

встановлення існування або не існування границі інтегральної суми. 

Задача про обчислення довжини шляху за відомою швидкістю. 
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Нехай точка М рухається прямолінійно і її швидкість у кожний момент 

часу v= f(t). Треба знайти довжину шляху S, який пройде за проміжок часу від 

α=α до t= β. 

Якщо точка М рухається із сталою швидкістю v= const, тобто рух 

нерівномірний, то обчислити довжину шляху за попередньою формулою вже не 

можна. 

Тому застосуємо метод, аналогічний методу знаходження площі 

криволінійної трапеції. Для цього відрізок [α; β] розіб’ємо на n довільних 

частин точками 

 α=t0<t1<t2<…<tk<tk+1<…<tn-1<tn=b (2.4) 

Розглянемо будь-який частинний відрізок, наприклад, відрізок [tk;tk+1], 

k=0,1,2,…,n–1. Припустимо, що відрізок [tk;tk+1] настільки малий, що швидкість 

v=f(t) при переході від точки до точки мало змінюється. Отже, її можна вважати 

сталою, нехай вона дорівнює, наприклад f( t~ k), де kt
~ – довільна точка відрізка 

[tk;tk+1], .~
1 kkk ttt  Тоді довжина шляху ΔSk, який пройшла точка М за час 

tk+1- tK= Δtk , наближено дорівнюватиме 

 .1,...,1,0;)~(  nkttfS kkk  

Додавши членами ці нерівності, знайдемо наближення довжини шляху 

 





1

0
.)~(

n

k
kk ttfS  (2.5) 

Як бачимо, в правій частині цієї рівності є інтегральна сума функції f(t), 

побудована на відрізку [α; β] для розбиття (4). Отже, якщо позначити  

 ,10,max  nktk   

то природно за довжину шляху взяти границю інтегральної суми  
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 (2.6) 

при умові, що ця границя існує. 
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 2 .2 .Визначений інтеграл .  Ум ови існування    

   визначеного інтеграл а 

Нехай на відрізку [a; b], де ba  , задано функцію y= f(x) 

.  Розіб’ємо  відрізок  [a; b] на n довільних частин  

так, щоб 

 A = x0 <x1 <…<xk<xk+1 <…<xn= b. 

Сукупність точок x0,x1,…,xn називатимемо Е-розбиттям відрізка [a; b] на 

частини. 

На кожному  частинному відрізку [xk;xk+1], k= 0,1,…, n–1,  виберемо 

довільно по одній точці Сkє [xk;xk+1]. Точки Сkназивають проміжними. Нехай λ – 

найбільша довжина серед довжин частинних відрізків, тобто 

 .1,...,1,0,,max 110
 

nkxxxx kkkknk
 

Зрозуміло, що для різних Т – розбиттів відрізка [a; b] число λ, взагалі 

кажучи, буде різним. Отже, λ залежить від Т: 

 λ= λ(Т). 

Надалі розглядатимемо тільки такі розбиття, для яких λ(Т)→0. Побудуємо 

суму 
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Суму (2.7) називають інтегральною сумою функції f(x), побудовану на 

відрізку [a; b] для даного Т – розбиття.  

Означення 1. Число I називають границею інтегральної суми (2.7) при 

λ(Т)→0, якщо для будь-якого ε>0 існує таке число δ>0, що як тільки  

λ(Т)< δ, то при будь-якому виборі точок Сk і будь-якому Т – розбитті відрізка [a; 

b] справджується нерівність . i  

Той факт, що число І є границею інтегральної суми σ, записують так: 
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Означення 2.Границя інтегральної суми, якщо вона існує, називається 

визначеним інтегралом функції f(x) на відрізку  

[a; b] і позначається  

 .)(
b

a

dxxfI  (2.9) 

При цьому число а  називається нижньою межею інтегрування,  

b – верхньою межею; f(x) називається підінтегральною функцією;  

f(x)dx – підінтегральним виразом; відрізок [a; b] – проміжком інтегрування. 

Якщо границя інтегральної суми, або визначений інтеграл функції  

y = f(x), існує, то така функція називається інтегрованою на відрізку [a; b]. 

Теорема. Будь-яка    неперервна  на    відрізку  [a; b]  функція  є 

інтегрованою на цьому відрізку. 

Теорему  приймаємо без доведення. 

Зрозуміло, що задачі, розглянуті в попередньому параграфі, 

розв’язуються за допомогою визначеного інтеграла. 

Так, площа криволінійної трапеції дорівнює  

 
b

a
dxxfS )(  (2.10) 

А, шлях S, пройдений точкою за проміжок часу від t= αдо t= β дорівнює 

 



dttfS )(  (2.11) 

 

 2 .3 .  Властивості  визначеного інтеграла  

Сформулюємо і доведемо властивості визначеного інтеграла для 

неперервної функції. 

1. Нехай функція f(x) задана і неперервна на відрізку [a; b] , a<b.Тоді 

існує визначений інтеграл 

 
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dxxf )(   

і справджується рівність 
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  
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Для будь-якої функції y= f(x) 

  
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Властивості 1 і 2 приймають за означенням  

3. Існує інтеграл 
b

a

dxxf )( , де С – довільна стале число, і справджується 

рівність  
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Доведення. Запишемо інтегральну суму для визначеного інтеграла, який 

міститься в лівій частині останньої рівності: 
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де σ – інтегральна сума функції f(x), побудована на відрізку [a; b] для даного Т–

розбиття. Тоді, перейшовши до границі в попередній рівності, матимемо 
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Властивість 3 формулюють ще так: сталий множник можна виносити за 

знак визначеного інтеграла. 

На відрізку [a; b] задано неперервні функції f(x) і φ(x). Тоді існує інтеграл 
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і виконується рівність 
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Доведення. Запишемо інтегральну сума для функції f(x) + φ(x): 
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Оскільки функції f(x) iφ(x) за умовою неперервні, то вони інтегровані на 

відрізку [a; b]. Тому 
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Властивість 4 формулюють ще так: визначений інтеграл від суми функції 

дорівнює сумі визначених інтегралів від цих функцій. 

Справедливою є рівність 
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Доведення.Оскільки існує 
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dxxf ,)(  то він не залежить від розбиття 

відрізка [a; b]. Тому розглядатимемо такі розбиття, де точка c є однією з точок 

поділу  a= x0 <x1 <…<xi= c<xi+1 <…<xn= b. 

Інтегральну суму   
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можна розбити на двісуми: 
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Тут перша сума є інтегральною сумою функціїf(x), побудованої на 

відрізку [a; b], а друга – інтегральною сумою функції f(x), побудованої на 

відрізку [c; b]. На обох цих відрізках функція f(x) є неперервною, а отже, 

існують границі інтегральних сум. Перейшовши до границі в попередній 

рівності, дістаємо 
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Ця властивість справджується і тоді, коли c>b, а функція f(x) неперервна 

на відрізку [a; c]. Отже,  
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Звідси 

 .)()()()()(  
b

c

c

a

c

b

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf  

Цю властивість можна узагальнити і на випадок, коли основний відрізок 

[a; b] розбитий точками c1 <c2 <…<cm на m частин. Тоді виконується рівність 
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Якщофункціїf(x) i φ(x) неперервні на відрізку [a; b] і для кожного 

 bax ; справджується нерівністьf(x) ≤ φ(x), то справджується також нерівність 
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Доведення. Побудуємо інтегральні суми для функції f(x) iφ(x) на відрізку 

[a; b]: 
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Згідно з умовою,  . 

Перейшовши до границь при λ(T)→0 і врахувавши, що границі обох 

частин нерівностей існують, маємо  
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Якщо функція f(x) є неперервною на відрізку [a; b], то на цьому відрізку є 

інтегрованою функція │f(x)│, і справджується нерівність 

 .)()(  
b

a

b

a

dxxfdxxf  

Доведення. Внаслідок неперервності функції f(x) на відрізку [a; b], 

функція  │f(x)│також неперервна, а отже, │f(x)│інтегрована на  

відрізку [a; b]. Оскільки для будь-якого  bax ;  
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 f(x) ≤│f(x)│, 

 f(x)≥–│f(x)│,    то 

  
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(   і 

 .)()(  
b

a

b

a

dxxfdxxf  

Об’єднаючи ці дві нерівності в одну, дістаємо  

 .)()(  
b

a

b

a

dxxfdxxf  

 

 2 .4 .Теорема про середнє значення визначенного   

     інтеграл а  

Теорема1. Якщо  функція  f(x)  інтегрована  на  відрізку [a; b], то 

справджуються нерівності 

 ),()()( abMdxxfabm
b

a

   (2.12) 

де M i m – деякі числа. 

Доведення. Оскільки функція f(x) інтегрована на відрізку  [a; b], то вона 

обмежена на цьому відрізку, тобто існують такі числа M i m, що 

 ].;[,)( baxMxfm   

Користуючись властивість 6 визначеного інтеграла, маємо 

і .)(  
b

a

b

a

b

a

Mdxdxxfmdx  

Підставляючи в ці нерівності значення інтегралів,  

 ),(),( abmMdxabmmdx
b

a

b

a

   
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дістанемо нерівність (2.12). Зауважимо, що нерівності (2.12) можна записати у 

вигляді рівності. Для цього члени нерівностей (2.12) поділимо на числа   (b– a) і 

введемо позначення 

 .
)(

M
ab

dxxf
b

a 



 

Тоді матимемо таку рівність 

 ),()( abdxxf
b

a

  

де  m≤ μ≤ M. 

Наслідок. Якщо функція f(x) неперервна на відрізку [a; b], то існує точка 

];[ baC  така, що виконується рівність 

 ).)(()( abcfdxxf
b

a

  (2.13) 

Справді, за теоремою  Вейєрштрасса  неперервна  на  відрізку [a; b] 

функція набуває свого найменшого і найбільшого значень, відповідно m i M. 

Тоді за теоремою про проміжне значення неперервної функції існує хоча б одно 

точка ];[ baC , в якій функція дорівнює числу μ. 

Цей наслідок називають ще теоремою про середнє значення визначеного 

інтеграла від неперервної функції. 

Наприкінці зауважимо, що число 

 


b

a

dxxf
ab

)(1  (2.14) 

називають середнім значенням функції f(x) на відрізку [a; b]. 

 

       2 .5 .Визначений інтеграл і з  змінною верхньою межею 

Форм ула Ньютона -Лейбніца 

Розглянемо одну з основних теорем інтегрального числення, а саме, що 

всяка неперервна на відрізку [a; b] функція має первісну функцію, та знайдемо 

спосіб обчислення визначеного інтеграла. 
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Нехай на відрізку [a; b] задана неперервна функція  f(x). Ця функція 

інтегрована на будь-якому відрізку [a; b], де a≤ x≤ b. Отже, існує визначений 

інтеграл  

 
x

a

dtxf ,)(  

який називають визначеним інтегралом із змінною верхньою межею. Очевидно, 

він є функцією від х. Позначимо його через 

 
x

a

dttfx .)()(  (2.15) 

Лема. Якщо функція f(x) неперервна на відрізку [a; b], то функція 

 
x

a

dttfx .)()(  

також неперервна на цьому відрізку. 

Доведення. Нехай х0 – довільна точка відрізку [a; b]. Надамо  

х0 довільного приросту h такого, щоб ].;[0 bahx  Знайдемо приріст функції 

Φ(x) в точці х0 

  
 00

.)()()()( 00

x

a

hx

a

dttfdttfxhx  

Застосуємо до першого інтеграла властивість 5) визначеного інтеграла. 

Матимемо 

 



hx

x

x

a

hx

x

x

a

dttfdttfdttfdttfx
0

0

00

0

0

.)()()()()( 0  (2.16) 

До останнього інтеграла застосуємо теорему про середнє: 

 ).;(,)()( 000 hxxchcfx   (2.17) 

Маємо 

 

 0)(lim
0

0 
h

xФ  (2.18) 
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Це означає, що функція Ф(х) є неперервною в точці х0. Оскільки  

х0 – довільна точка відрізка [a; b], то функція Ф(х) неперервна в кожній точці 

цього відрізка. Лему доведено. 

Основна теорема інтегрального числення 

Теорема. Якщо функція f(x) є неперервною на відрізку [a; b], то функція 


x

a

dttfx )()(  є диференційованою в кожній точці цього відрізка і ).()( xfx   

Доведення. Нехай х – довільна точка відрізка [a; b], а h настільки малий 

приріст х, що  

Тоді 

 



hx

x

x

a

hx

a

dttfdtftdttfx .)())()(  (2.19) 

Оскільки f(x) неперервна на відрізку [a; b], а отже, і на відрізку  

[x;x+ h], то до останнього інтеграла можна застосувати формулу (2.17). 

Маємо   

 ).;(,)()( hxxchcfx   

Знайдемо 

 ),()()(
000

xfcimlfcfim
h

im
hhh





 

тобто  

 ).()( xfx   

Теорему доведено. 

Наслідок.Для будь-якої неперервної на відрізку [a; b] функції f(x) існує 

первісна, і однією з первісних функцій є визначений інтеграл (2.15) із змінною 

верхньою межею. 

Далі, якщо (2.15) є первісною для f(x), то справджується рівність 

 ,)()( CxFdtxf
x

a

  

де С – довільна стала. Замість х підставимо в цю рівність а. Тоді 

 0=F(a) + C,з звідки C = F(a). 
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Отже,  

  
x

a

aFxFdttf ).()()(  

Поклавши в цій рівності x= b, дістанемо формулу Ньютона-Лейбніца 

 )()()( aFbFdxxf
b

a

  (2.20) 

(тут замість t взято х). 

Формулу Ньютона-Лейбніца записують ще так: 

 ).()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

  

Приклад.Обчислити визначений інтеграл 

а) 





1

0

1

0
2 .

2
01

1
arktgarktgarktg

x
dx   

б) 
2

1

.ln xdxx  

Знайдемо будь-яку первісну для функції xlnx. Інакше кажучи, знайдемо 

невизначений інтеграл (з точністю до довільної сталої) 

 ).(
4

ln
22

ln
22

ln
22

;

;ln
ln

222222
2 xFxxxdxxxxdx

x
xxxxv

xdxdv

x
dxdu

xu
xdxx 























   

Тоді 

;
4
32ln2)

2
11(ln

2
1)

2
12(ln2)

2
1(ln

2
1ln

2

1

2
2

1

 xxxdx  

 

 2 .6 .Заміна зм інної  у  визначеному інтеграл і .  Формул а  

   інтегрування частинам и 

При визначені невизначеного інтеграла ми розглянули один з найбільш 

ефективних методів інтегрування функцій – метод підстановки. Цим методом 

користуються також при обчисленні визначених інтегралів. Проте для 

визначених інтегралів треба цей метод обґрунтувати. Доведемо таку теорему. 
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Теорема.Нехай виконуються умови:f(x) неперервна функція на відрізку 

[a; b]. 

Функція x= φ(t), її похідна )(tx   неперервні на відрізку [α; β]; 

φ(α) = a, φ(β) = b  і значення функції x=φ(t) не виходять за межі відрізка 

 [a; b] при ].;[ t  

Тоді справджується рівність 

 




 dtttfdxxf
b

a

)())(()(  (2.21) 

Доведення. Спочатку зазначено, що в обох частинах рівності (2.19) 

інтеграли існують, її підінтегральні функції неперервні на відповідних 

відрізках. Введено допоміжні функції 

 



x

txduufx );(;)()(  

 



t

tduuuftI .;)())(()(  

Легко бачити, що Ф(х) і І(t) мають похідні по t, знайдемо їх. Функція Ф(х) 

є складеною. Продиференцюємо її: 

Отже, похідні функцій Ф(φ(t)) і I(t) рівні між собою, тому функції 

відрізняються одна від одної на сталу величину Ф(φ(t)) – I(t) = C. 

Ця рівність справджується для будь-якого ];[ t . Нехай t=α. Маємо: 

Як бачимо,  .0)(,0)())((  Ia  

Отже, С = 0. Тому Ф(φ(t))=I(t). 

Поклавши тут t= β і врахувавши, що Ф(φ(β)) = Ф(b), дістаємо формулу 

(2.19). Теорему доведено. 

Розглянемо окремий випадок формули (2.19), а саме, нехай маємо 

визначений інтеграл 


a

a

dxxf ,)(  який  можна записати так: 

  
 


a

a

a

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

.)()()(  
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У першому інтегралі застосовуємо підстановку x= – t. Очевидно, функція 

φ(t)= – t га відрізку [0, a] задовольняє умові попередньої теореми. Отже,  

  


aaa

a

a

a

dxxfdttfdxxfdttfdxxf
000

0

.)()()()()(  

Визначений інтеграл не залежить від того, якою буквою позначено змінну 

інтегрування, тому в першому інтегралі замість t візьмемо х. Матимемо:  

  


aa

a

dxxfxfdxxf
0

.))()(()(  

Припустимо, що функція f(x) на відрізку [– a; a] є парною, тобто  

f(–x) = f(x). Тоді у попередньої рівності дістаємо: 

  



a

a

a

dxxfdxxf
0

)(2)(  (2.22) 

Якщо f(x) на відрізку [– a; a] є непарною, f(– x)= – f(x), то: 

 



a

a

dxxf 0)(  (2.23) 

Приклади:Обчислити інтеграл 

а) .);sin);cossin
1

1

2

0

2
2

0

2 




dxxвxdxбxdxx  

Розв’язання: 

а) Застосуємо підстановку t= cosx, де 20  x  

Знайдемо межі для змінної t (табл.1) 

Тоді: dt = – sinxdx, 

 .
3
1

3
cossin

0

1

30

1

2
2

0

2  


tdttxdxx  

б) Застосуємо формулу: .
2

2cos1sin2 xx   

Тоді:  .2cos
2
1

4)2cos1(
2
1sin

2

0

2

0

2

0

2 


 xdxdxxxdx  
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Нехай t= 2x. Знайдемо межі по t (табл.3). Тоді .
2
1 dxdt   

Отже,  .4sin4cos4sin
00

2

0

2 




 ttdtxdx  

в) Оскільки функція   xxf  парна, то .12
1

0

2
1

0

1

1

 


xxdxdxx  

При обчисленні визначених інтегралів часто користуються формулою 

інтегрування частинами: 

  
b

a

b

a

b

a

xduxxxuxdxu )()())()(()()(  (2.24) 

Виведемо цю формулу: нехай функції u(x) iδ(x)мають на відрізку  

[a; b] неперервні похідні ).(i)( xxu   

Знайдемо похідну добутку 

 .)()()()())()((
dx

xdux
dx

xdxuxxu
dx
d




  

Тоді функція u(x) δ(x) є не звісною для функції  

 .)()()()(
dx

xdux
dx

xdxu   

Згідно з формулою Ньютона-Лейбніца, 

 .))()(())()()()((
b

a

b

a

xxudx
dx

xdux
dx

xdxu 


  

До інтеграла, який знаходиться у лівій частині рівності, застосовуємо 

властивість 4 визначеного інтеграла: 

 ,))()(()()()()(
0

b

a

bb

a

xxudx
dx

xduxdx
dx

xdxu 


  

Звідси й дістаємо формулу (2.22) 

Приклади:Обчислити визначений інтеграл. 

а) ;
1

0
 xdxxarctg  в) 


4

0

2

sin dxx  
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Розв'язання: 

а) Маємо u= arctgx, dδ= xdx. 

Тоді 
2

,
1

2

2
x

x
dxdu 


  

Отже, за формулою (2.22) дістаємо 

 
.

2
1

42
1

2
1

8

)
1

11(
2
1

812
1

2
1

1

0

1

0

1

0
2

1

0
2

21

0

2
1

0









 

arctgxx

dx
x

dx
x

xarctgxxxarctgxdx

 

б) Застосуємо спочатку підстановку  

Тоді x= t2, dx = 2tdt 

 



2

0

4

0

.sin2sin

2

tdttdxx  

До інтеграла в правій частині застосовуємо формулу інтегрування 

частинами. 

Нехай u= t, dv= sintdt, тоді du= dt, v= - cost. 

Отже,  .2sin2)coscos(2sin
2

0

2

0

2

0

2

0





 tdttttdtt  

Розглянемо ще один приклад на застосування формули інтегрування 

частинами. 

Приклад:Обчислити інтеграл: 

 .sin
2

0



 xdxIn n  

Розв’язання:Запишемо заданий інтеграл у вигляді  

 .sinsin
2

0

1


 xdxxIn n  

Нехай u= sinn-1x, dv= sinxdx 
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Тоді .cos,cossin)1( 2 xvxdxxndu n    

Отже, при n≥2 

 

.21
)1()1(

;sin)1(sin)1()sin1(sin)1(

cossin)1(cossin

,2

2

2

0

2

0

2
2

0

22

2

0

22
2

0

1




































nI
n

nIЗвідси

InInI

xdxnxdxndxxxn

xdxxnxxIn

nn

nnn

nnn

nn

(2.25) 

 Дістала рекурентну формулу. Розглянемо спочатку випадок, коли і парне, 

тобто n= 2m, де m≥ 0 – ціле число. Нехай m = 0, тоді 

 .
2

2

0

2

0
0






 xdxI  

Користуючись формулою (2.23) знаходимо 
22

1
2
1

02
 II  

Тоді  
242

31
4
3

24






 II  і так далі. 

Методом індукції можна довести, що 
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Так

.
22642
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m
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



 

Нехай n – непарне число, n=2m+1. Тоді 

 .1cossin 2
0

2

0
1  




xxdxI  

За формулою (2.23) знаходимо 



 258 

 

7531
642

7
6

;
531

42
5
4

;
31

2
3
2

53

35

13














II

II

II

 

і так далі. Скориставшись методом індукції, доводимо, що  

 .
)12(531

2642
12 
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(2.26) 

Так за формулою (2.25) 
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4 .  ЗАСТ ОСУВ АННЯ В ИЗНАЧЕ НОГО І НТЕГРАЛА ДО З АДАЧ 

ГЕОМЕТРІЇ  

 

4.1 Пл оща пл оских фігур в декартових і  пол ярних 

координатах.  

Задання кривої в декартовій системі координат. Як було вже 

зазначено, однією із задач, які привели до поняття визначеного інтеграла, є 

задача про обчислення площі криволінійної трапеції. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Отже, якщо задано плоску фігуру ABCD(рис. 4.1), і функція f(x)≥0 на 

відрізку [a; b] є неперервною, то площа Р такої фігури існує і дорівнює  

  
b

a

b

a

ydxdxxfP )(  (4.1) 

Якщо рівняння кривої в декартовій системі координат задано рівнянням 

x=μ(y), задана на відрізку [c; k] є неперервною і набуває на цьому відрізку 

додатних значень, то площа такої фігури (рис. 4.2) дорівнює 

  
k

c

k

c

xdydyyP )(  (4.2) 

У загальному випадку, коли плоска фігура обмежена зверху і знизу 

кривими y=f1(x) iy= f2(x)  (рис. 4.3), де f1(x) і f2(x) – неперервні функції на 

Рис. 4.1 
x 0 0 
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y 

 xfy   K 
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y 

 xx  

Рис.4.2 
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відрізку [a; b], які набувають невід’ємних значень, площа Р такої фігури 

виражається формулою 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

  
b

a

dxxfxfP ))()(( 21  (4.3) 

Може трапитися так, що неперервна функція f(x) для всіх x[a;b] набуває 

тільки від’ємних значень. Тоді крива, задана рівнянням y=f(x), міститься під 

віссю ОХ (рис. 4.4). У цьому разі природно за площу Р фігури aABb взяти 

додатне число 

  
b

a

b

a

ydxdxxfP )(  (4.4) 

Формули (4.3) і (4.4) можна записати як одну формулу: 

 .
b

a

dxyP   

Запишемо тепер формулу (4.3) у вигляді 

Рис. 4.3 

y=f2(x) 

y=f1(x) 

а b 

y 

  0 x 

a   b 
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Рис. 4.4 
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  
b

a

dxyyP 21  (4.5) 

Якщо функція задана на відрізку [a; b], але не відрізку [a; c] вона набуває 

додатних значень, а на проміжку [c; b] – від’ємних, і при x[a; b] функція f(x) 

неперервна, то площа Р фігури aACBb(рис. 4.5) дорівнює 

  
b

a

b

a

dxxfdxxfP )()(  (4.6) 

Приклади.Знайти площу фігури, обмеженої параболою y=6x–x2і  

віссю ОХ. 

Розв’язання.Запишемо рівняння параболи у вигляді 

 Y = – (x–3)2 + 9 

Вершина цієї параболи знаходиться у точці М(3; 9) (рис. 4.6). Задана 

фігура є криволінійною трапецією, її площа дорівнює  

 36)
3

3()6(
6

0

2
2

6

0

2
6

0

 
xxdxxxydxP  

Обчислити площу фігури, обмеженої лініями y = x + 1, y = cosx 

і віссю ОХ (рис. 4.7). 

Розв’язання.Функція   
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 . Отже, задана фігура квадрована і її площа  
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 M(3;9) 
       

      

         

 

 

 

 

 

Параметричне задання кривої. Розглянемо випадок, коли крива, що 

обмежує криволінійну трапецію зверху, задана параметрично. 

 X= x(t), y= y(t), α≤ t≤ β,   (4.7) 

де x(t), y(t) – неперервні функції і мають неперервні похідні x΄(t), y΄(t) на 

відрізку. 

Тоді, якщо x(t) є монотонною і x(α)=a, x(β)=b, то для обчислення площі 

криволінійної трапеції досить у визначеному інтегралі (3.1) зробити зміну 

змінних: y=y(t), dx=x΄(t)dt. Дістанемо таку формулу: 

 .)()(




 dttxtyP  (4.8) 

Приклад.Обчислити фігуру, обмеженої еліпсом. 

Розв’язання.Розглянемо параметричне рівняння еліпса: 

 X = acost, y = bsint, 0 ≤ t ≤ 2π. 

Оскільки еліпс – це лінія, симетрична відносно обох координатних осей, 

то шукана площа дорівнює ,4
0

a

ydxP  або,  використавши формулу (4.8), маємо 

 .)2cos1(2sin4)sin(sin
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Звідси, якщо b=a=R, то матимемо формулу для площі круга  

радіуса R:P= πR2. 

x 0 -1 

y = x+1 

y 
y = cos 
x 

π/2 

 y 

x 0 3 6 

 

Рис. 6 Рис. 7 

1 



 275 

Задання кривої в полярних координатах. Розглянемо випадок, коли 

крива, що обмежує криволінійну трапецію, задана рівнянням в полярних 

координатах: 

Нехай така фігура має вигляд, зображений на рис. 4.8, тобто вона 

обмежена кривою BA


, рівняння якої )( , і двома променями ОА і ОВ, 

рівняння яких є θ=α і θ=. Тому фігуру називають криволінійним сектором. 

  

Припустимо, що функція )(  на відрізку [α; β] є неперервною. Розіб’ємо 

відрізок [α; β] на n довільних частин точками 

 α =θ0<θ1<…<θk<θk+1<…<θn=β. 

Тоді функція )( , будучи неперервною на кожному з відрізків 

[θk;θk+1], набуває на них свого найменшого и найбільшого значень. Позначимо 

кругові сектори з радіусами mk i μk. Площа таких секторів дорівнює 
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Позначимо суму площ цих секторів відповідно через  
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Як бачимо, SS i є суми Дарбу, побудовані на відрізку [α; β] для 

неперервної функції )(
2
1 2  . Якщо разом з цими сумами розглянути 

інтегральну суму 
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Θ=θk +1 

Рис. 4.8 
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 

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
1

0
,

2 )(
2
1 n

k
kkC   

де р 11 ;   kkkkkk C , то ці суми внаслідок неперервності функції 

)(
2
1 2  , при λ=

10
max

 nk
Δθk→0мають однакові границі  

 





 dSS )(
2
1limlimlim 2

000
. 

Цю границю приймають за площу криволінійного сектора. Отже, площа 

криволінійного сектора  

 




 dP )(
2
1 2 . (4.9) 

Приклад.Знайти площу фігури, обмеженої одним завитком  

кривої ρ=2sin2θ. 

Розв’язання.Для кривої, що знаходиться в першому квадранті, кут 

змінюється від θ=0 до θ=
2
  (рис. 4.9). Тому площа фігури, обмежена цим 

завитком, дорівнює 
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Рис. 4.9. 
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 4.2 . Довжина дуги пл оскої кр ивої  

У шкільному курсі геометрії питання про довжину дуги розглядається 

для кола. При цьому процес “вимірювання” довжини кола відмінний від 

процесу вимірювання прямолінійних відрізків. І це природно. Адже ніякий 

прямолінійний відрізок не може бути суміщений з частиною дуги кола. Це 

стосується і довільної кривої. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Тому так само, як і при знаходженні довжини  кола,  при     знаходженні 

довжини  дуги  кривої  застосовуватимемо   граничний  перехід.      Для цього 

спочатку дамо значення  довжини  дуги  плоскої  кривої, а потім виведемо 

формулу для її обчислення. 

Параметричне задання кривої. Нехай плоска крива 


AB  (рис. 4.10) 

задана параметрично: 

     .;;  ttyytxx  (4.10) 

де    tytx ,  – неперервні функції на відрізку  ; , причому  

точка A  відповідає значенню параметра t , а точка B – значенню параметра 

t . 

 Розіб’ємо  відрізок  ;  на n довільних частин точками 

  nkk ttttt 110 ... . 

Сукупність точок nttt ,...,, 10  називатимемо T – розбиттямвідрізка 

 , .  Кожному значенню параметра ,,...,,, 110  nktt k  на  

x 

y 

A 

1M  
2M  xM  

1kM  

1nM  

B 

Рис.4.10. 
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кривій AB  відповідає точка kM . Сполучимо ці точки відрізками прямої. В 

результаті дістанемо, що в криву ABвписано ламану лінію. Позначимо 

периметр цієї ломаної через 







1

0
1

n

k
kk MMP  

Зрозуміло, що периметр P  залежить від розбиття T : 

 TPP   . 

Найбільшу довжину частинного відрізка  1kk tt ;  позначимо через   0 T , 

то в наслідок неперервності функцій  tX  і  tY  найбільша довжина сторони 

ламаної також наближатиметься до нуля. 

Означення 1.Число S називають границею периметра  TPP  ламаної 

лінії, вписаної в криву AB  при  0 T , якщо для будь якого 0  існує число 

0 , яке не залежить від розбиття T і таке, що як тільки    T , то  

    STP  

і позначають 

 
 

 TPS
T 0

 lim . (4.11)                 

Означення 2.Якщо існує границя периметра ламаної лінії, вписаної в 

криву AB  називають довжиною дуги кривої AB . 

Зауважимо,    що     це    означення   стосується   незамкнених кривих 

(точка A  не збігається з точкою B ). Випадок замкнених кривих буде 

розглянуто окремо. 

Теорема 1 .Якщо функції  tx ,  ty  неперервні на відрізку  ;  і мають 

на цьому відрізку неперервні похідні    tytx ',' , то крива, задана рівняннями 

(10) , є  спрямованою і довжина дуги 

    




 .'' dttytxS 22   (4.12) 

Доведення.Розглянемо довільне розбиття T відрізка  , . Знайдемо 

значення периметра  TP для цього розбиття 
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   





1
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k
kk MMTP . 

Нехай точка 1kk MM ,  мають відповідні координати 

    ,, kkkk tyytxx   

     ., 11 11   kkkk tyytxx  

Тоді, як відомо, довжина сторони 1kk MM  дорівнює 

           .11 22
1 kkkkkk tytytxtxMM   

Оскільки )(),( tytx  диференційовані функції на кожному відрізку  1, kk tt , 

то до різниць    kk tytx 1  можна застосувати формулу Лагранжа про 

скінчений приріст. Тоді 

     kkkkkk ttyxMM   1
22

1,  , 

де точки kk  , знаходяться в середині інтервалу  1; kk tt . Тому 

       kkk

n

k
kkk ttttyxTP   




1

1

0

22 ,  (4.13) 

Якби тут значення функції )(),( tytx  брали в одній точці k або k , то в 

правій частині рівності (4.13) мали б інтегральну суму неперервної функції 

      ,22
kk yxtf    

побудовану на відрізку  ;  для даного розбиття Т . Границя такої суми 

при   0 T  існує і дорівнює визначеному інтегралу (4.12). Тому розглянемо 

інтегральну суму 
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і знайдемо модуль різниці 
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         .
1

0

2222 




n

k
kkkkk tyxyx   

Скористувавшись елементарною нерівністю. 
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 ,1
222

1
2 bbbaba   

де 1,, bba  – довільні дійсні числа (пропонуємо читачеві цю нерівність 

довести самостійно), маємо 

        





1

0
.

n

k
kkk tyyTTP  

Оскільки функція  ty  неперервна на відрізку  ; , то вона рівномірно 

неперервна на цьому відрізку. Тому для числа 


 , де 0 , знайдеться таке 

число 0 , що як тільки  tt , то 

     ,



 tyty  

де tt , – довільні точки відрізку  ; . 

Отже братимемо таке розбиття Т відрізка  ; , щоб    T , тоді й 

поготів . kk  Тому 

     .



 tyty  

Отже, 

      














1

0
.

n

k
ktTTP  

Остання нерівність означає, що існує границя 

 
 

     .0lim
0




TTP
T

 

Оскільки 

 
 

      ;lim 22

0
dyxT kkT

 





  

де  T  – інтегральна сума підінтегральної функції, то й  

 
 

      .lim 22

0
dtyxTP kkT

 





  

Теорему доведено. 
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Декартове задання кривої. Нехай крива 


AB  задана рівнянням  xfy  , 

де функція  xf  задана на відрізку  ba, . Якщо  xf  неперервна і має 

неперервну похідну  xf   на відрізку  ba, , то крива 


AB є спрямованою і її 

довжина 

   
b

a
dxxfS 21  (4.14) 

Справді, поклавши tx  , математично параметричне задання кривої 

tx  ,   ,, btaxfy   причому функції      tftytx ,  неперервні і мають 

неперервні похідні      tftytx  ,1  на відрізку  ba, .  

Тому, підставивши у теорему (1) значення    tytx 22 ,   дістанемо формулу 

(4.14). 

Полярне задання кривої. Нехай криву задано рівнянням в полярній 

системі координат 

   ,0,   

причому    неперервна і має неперервну похідну    на відрізку  ; . 

Тоді крива є спрямованою і довжина дуги 

     



 .22 dS  (4.15) 

Справді, скориставшись формулами 

     ,sin,cos  yx  

знайдемо 

        .2222   yx  

Підставивши значення     22 yx   у формулу (4.12), дістанемо 

формулу (4.15). 

Приклади. 

1. Обчислити довжину однієї вітки  циклоїди  ttax sin ,  

   .20,cos  tttay  
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Розвязання.Користуватимуся формулою (4.12). Для цього знайдемо  

 tax cos1 , ,sin tay      .
2

sin4 2222 tatytx   

Тоді 

 .8
2

cos4
2

sin2
2

sin4
2

0

2

0

2

0

22 atadttadttaS 
 

   

2. Знайти довжину дуги ланцюгової лінії. 

 










a
x

a
x

eeay
2

 

від точки  a;0  до точки  yx ; . 

Розвязання. Скористаємося формулою (4.14). Для цього знаходимо 

 
2

12

4
11,

2
1





















a
x

a
x

a
x

a
x

eeyeey  

Тоді 

 .
22

11
00

12

























 a
x

a
xx

a
t

a
tx

eeadteedtyS  

Розглянемо випадок замкненої кривої (точки А і В збігаються). Означення 

довжини дуги для замкненої кривої вже не підходить.  

У цьому випадку ламана лінія, вписана в криву може стягуватися в точку 

(рис. 4.11), а отже периметр такої ламаної, – більша сторона прямує до нуля, 

р
n 

m 

A B 

Рис. 4.11 
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теж прямуватиме до нуля. Якщо крива не є замкненою, то коли найбільша  

сторона прямує до нуля,  то ламана лінія щільніше прилягатиме 

 до кривої. Тому природно за довжину кривої взяти границю периметра ламаної 

лінії, що й було нами зроблено. 

Проте замкнену криву можна за допомогою довільно вибраних на ній 

точок А і В розглядати як суму двох незалежних дуг .BnAAmB   Якщо кожна 

дуга є спрямованою, то за довжину замкненої кривої AnBmA  беруть суму 

довжин кожної дуги окремо. При цьому доводять, що сума довжин незалежних 

кривих не залежить від вибору на кривій точок А і В . 

Так, довжину кола R можна було б обчислити як суму довжин дуг – 

півкіл. Тоді 

 .2
0

22
22

0

22 RddRddS 







  

 








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4.3  Диференціал довжини дуги.   

Нехай криву  задано параметрично:      ttyytxx ,, , де 

   tytx ,  – неперервні на відрізку  ;  функції разом з похідними    tytx  , . 

Розглянемо на кривій (рис. 4.12) точку М, яка відповідає довільно вибраному  

значенню параметра t. Тоді пряма АМ є спрямованою і довжина дуги 

    



t

dttytxS .22  

Оскільки верхня межа в цьому інтегралі є змінною, то інтеграл є 

функцією верхньої межі t. Отже, і S  є функція від t . 

  tSS  . 

 Знайдемо похідну функції  tS . Похідна цієї функції в точці t  існує і 

дорівнює 

    tytx
dt
ds 22  . 

Звідси 

    dttytxds 22   

 Записуючи     tytx  ,  у вигляді 

 
dt
dyy

dt
dxx  , , 

дістаємо таку формулу для диференціала дуги  AM : 

 ,22 dydxds                             (4.16) 

або 

  
B 

 

 
 

A= t = 

    M  
  t =  

Рис. 4.12 
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 222 dydxds  .                                  (4.17) 

Користуючись формулою (4.17) можна диференціалу дуги надати 

геометричну інтерпретацію. 

Справді, нехай криву задано рівнянням  xfy  , де  xf  неперервна 

функція на відрізку  ba ;  разом з похідною  xf  . Тоді  

крива AB (рис. 4.13) є спрямованою. Візьмемо на цій кривій довільні дві точки 

 yxM ; і  yyxxM  ; . Позначимо довжину дуги MM через S  і в точці 

M проведемо дотичну. Тоді ds  дорівнює довжині гіпотенузи прямокутного 

трикутника з катетами dx  і dy . У цьому полягає геометричний зміст 

диференціала дуги. 

З формули (4.16) можна дістати формули для диференціала дуги в різних 

системах координат, зокрема: 

1) в декартовій системі координат крива задається рівнянням  xfy  , тоді  

  dxxfds 21  ; (4.17) 

2) крива  задана  параметричними   рівняннями:    tyytxx  , , 

тоді  

 dtyxds 22  ; (4.18) 


 

 
 

 

  y 

x   0 

A 

M dx 

x x+x 

s 

ds 

M B 

dy 

Рис. 4.13 
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в полярних координатах крива задана рівнянням   pp , тоді  

  dppds 22 .                                       (4.19) 

Оскільки  tS  є монотонно зростаюча функція   0 tS , то для функції 

 tSS   існує обернена функція  St  . Тому, підставляючи в рівняння кривої 

   tyytxx  ,  значення t , достаємо такі рівняння: 

     SSxx   ,        SSyy  ,  SS 0 . 

 

4.4.   Об’єм тіл а.  Об’єм т іла обертання 

Нехай на відрізку [a, b] задано невід’ємну і неперервну функцію 

y =f(x) ≥ 0. Побудуємо криволінійну трапецію, яка зверху обмежена кривою 

)(xfy  .  Обертатимемо криволінійну трапецію аАВb навколо осі Ох. В 

результаті обернення утворюється тіло (рис. 4.14), яке називається тілом 

обернення. 

Виникає питання: що розуміємо під об’ємом цього тіла та як обчислити 

цей об’єм? В елементарній геометрії розглядають тільки найпростіші тіла 

обертання, такі, як прямий круговий циліндр, конус, куля. І для цих тіл дається 

означення об’єму та виводяться формули для його обчислення. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

kx kC 1kx   

y

0 

A 

a

В 

в x 

 

Рис. 4.14 
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Дамо означення об’єму тіла обертання. Для цього розіб’ємо відрізок [a, b] 

на n довільних частин точками a = x0<x1<…<xk<xk+1<…<xn = b. Через кожну 

точку поділу проведемо площину, перпендикулярну до осі Ох. Тоді тіло 

розіб’ється на n частинних тіл. Розглянемо одне з них, наприклад, те, яке 

утворюється внаслідок проведення площин через точки xk та xk+1, k = 0, 1 …, n–

1. Візьмемо  на  відрізку  [xk; xk+1] довільну точку Сk є [xk; xk+1] і через цю точку 

також проведемо площину  x = Ck. Тоді об’єм прямого кругового циліндра, 

радіус основи якого дорівнює f(Ck), а висота – довжині відрізка [xk; xk+1], 

дорівнює πf2(Ck)(xk–xk+1). Такі циліндри побудуємо на кожному частинному 

відрізку: суму 

  





1

0
1

2 ))((
n

k
kkk xxCf  (4.20)  

можна прийняти за наближене значення об’єму розглядуваного тіла. 

Означення. Об’ємом тіла обертання називається границя 

 )max(,))((lim 1

1

0
1

2

0 kk

n

k
kkk xxxxCfV  




  ,  

якщо ця границя існує іне залежить від розбиття відрізка [a, b] на частини і від 

вибору проміжних точок Сk, k = 0, 1, …, n–1. 

Оскільки сума (8.56) є інтегральною сумою неперервною на відрізку [a, b] 

функції F(x)= πf2(x) то зазначена вище границя існує і дорівнює визначеному 

інтегралу 

  





b

a

n

k
kkk dxxfxxCf )())((lim 2

1

0
1

2

0
 

Отже, маємо таку формулу для об’єму тіла обертання: 

 
b

a
dxxfV ,)(2 або 

b

a

dxyV ,2  (4.21) 

Якщо тіло зверху  і  знизу обмежене кривими, заданими рівняннями  

y = f1(x), y = f2(x), де f1(x), f2(x) – невід’ємні і неперервні функції на відрізку [a, b] 

і f1(x) ≥ f2(x), то об’єм тіла утвореного обертанням даної фігури навколо осі Ox  

дорівнює 
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  
b

a

dxyyV )( 2
2

2
1  (4.22)  

Нарешті, якщо криволінійна трапеція обмежена кривою, рівняння якої є  

 x= φ(y),  

де φ(y) – невід’ємна і неперервна функція на деякому відрізку [a, b], то об’єм 

тіла, утвореного обертанням даної трапеції навколо осі Оу, 

 
b

a

dyxV 2  (4.23) 

Формули (4.22), (4.23) дістають тим самим способом, що і формули 

(4.21). 

Приклади. 1. Знайти об’єм кулі, радіус якої дорівнює R. 

Розв’язання: кулю можна розглядати як тіло, яке утворюється обертанням 

півкруга навколо осі Ох. Рівняння верхньої частини півкола має вигляд: 

22 xRy  . 

Тому, скориставшись формулою (4.21), знаходимо  

 .
3
4)(2)( 3

0

2222 RdxxRdxxRV
RR

R

 


 

2. Обчислити об’єм тіла, яке утворюється обертанням навколо осі Оу 

фігури, обмеженої параболами y = x2 i x = y2. 

Розв’язання: скористаємося формулою:  
d

c

dxxxV )( 2
2

2
1 , яка є простим 

узагальненням формули (4.22). 

Обидві криві x = y  і х = у2 проходять через точки з координатами (0; 0) і 

(1; 1), причому 2yy  , якщо 0 ≤ у ≤ 1. Тому  

   3.0)(
1

0

4 dyyyV  
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4.5.   Об’єм тіл а,  в якому відома пл оща паралел ьних 

перетинів 

Нехай маємо просторове тіло. Розіб’ємо це тіло рядом паралельних 

площин на дуже тонкі частинні тіла. Нехай Q(xk) є площа перерізу, який 

знаходиться на відстані xk від деякої точки О. Тоді циліндричне тіло, яке 

міститься між площинами x = xk i x = xk+1 і основою якого є квадровна фігура 

PQR, має об’єм  

 )()( 1 kkk xxxQ   , k = 0, 1,…n–1. 

Тоді                          



 

1

0
1 )()(

n

k
kkk xxxQ  

можна прийняти за наближене значення об’єму розглядуваного тіла, а границю 

цієї суми   





1

0
10

)()(lim
n

k
kkk xxxQ


,  де   )(max 110 kknk

xx  
, якщо вона існує, 

природно прийняти за шуканий об’єм V заданого тіла. 

Отже, за означенням: 

 






1

0
10

)()(lim
n

k
kkk xxxQV  (4.24) 

Припустимо, що функція Q(x) э неперервною на відрізку [a, b]. Тоді 

границя (4.24) існує і дорівнює визначеному інтегралу. 

 dxxQV
b

a
 )( .  (4.25)  

 
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Q 

P 
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Рис. 4.15 
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Приклад.Обчислити об’єм еліпсоїда 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x . 

Розв’язання. У перетині цього тіла площинами, перпендикулярними до 

осі Ох, матимемо плоскі фігури, обмежені еліпсом. Рівняння еліпса, який 

знаходиться на відстані х від площини Оуz, має вигляд 

 2

2

2

2

2

2

1
a
x

c
z

b
y

  

Довжинами півосей еліпса є 2

2

1
a
xcHP  , 2

2

1
a
xbMQ  . 

Тоді площа еліпса 







 2

2

1)(
a
xbcHQHPxQ . 

Згідно з формулою (4. 25), об’єм еліпсоїда 

 abcdx
a
xbcV

a

a









 

 3
41 2

2

 (4.26)  

Зокрема, якщо еліпсоїд вироджується в кулю (а = b = c), то об’єм кулі 

 3

3
4 aV  . 

 4 .6  Пл оща поверхні  обертання 

Перш, ніж розглядати поняття про площу поверхні обертання, з’ясуємо, 

що слід розуміти під площею поверхні обертання та як обчислити цю площу. 

Отже, нехай незамкнена спрямована крива BA


, яка лежить у верхній площині 

 

0 

 y 

x 

A=M0 Mk 
Mk+1 

B=Mk 

Рис. 4. 16 
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 
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(рис. 4.16), обертається навколо осі Ох. Поверхня, яка при цьому утворюється, 

називається поверхнею обертання. 

Для простоти припустимо, що криву BA


 мають задавати параметрично, 

причому за параметр  вибрано довжину дуги. 

Отже, нехай рівняння кривої  BA


 мають вигляд ),(),( Sysx    

0 sS, де точці А відповідає значення s = 0, а точці В – значення s = S. 

Припустимо надалі, що функції (s) i  (s) на відрізку [0; S] неперервні. 

Побудуємо Т – розбиття відрізка [0; S] на частини за допомогою точок s0, 

s1,…, sn так, щоб 

 0 = s0<si<…<sk<sk+1< … <sn = S 

Тоді кожному значенню параметра s = sk, k = 0, 1…n–1 на кривій BA


 

відповідатиме точка Mk (M0 = A, Mn =B). Сполучимо ці точки відрізками ламаної 

лінії. Дістаємо ламану лінію, вписану в криву АВ. При обертанні кривої 

обертається і вписана в неї  ламана. При цьому  кожен відрізок ламаної опише 

бічну поверхню зрізаного конуса. Формула площі бічної поверхні зрізаного 

конуса відома із шкільного курсу геометрії.  

Нехай Декартові координати точки Mk є xk = (sk),  yk = (Sk), k = 0, 1, …, 

n–1. Тоді площа бічної поверхні зрізаного конуса, який утворюється 

обертанням відрізка (хорди) MkMk+1 навколо осі Ох, дорівнює k
kk lyy

2
2 1
 , де 

lk довжина відрізка MkMk+1. Площа бічної поверхні, яка утворюється внаслідок 

обертання ламаної, вписаної в криву BA


, є 

 




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
1

0

1

2
2)(

n

k
k

kk lyyTP   (4.27) 

Чим більше буде точок Mk на кривій BA


 таких, що довжини sk = sk+1–sk кожної 

частинної дуги MkMk+1 наближатимуться до нуля, тим точніше сума (4.27) 

визначатиме площину поверхні обертання, як ми її інтуїтивно уявляємо. Тому 

природно площу поверхні обертання означити так. 

Означення. Площею поверхні, яка утворюється обертанням незамкненої 

спрямованої кривої BA


 навколо осі Ох, називають границю: 
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 




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2lim
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lyy
 ,  (4.28) 

якщо вона існує і не залежить від розбиття відрізка [0; S] на частини при умові, 

що найбільша довжина s дуг MkMk+1 прямує до нуля. Доведемо, що границя 

(4.28) існує. 

Суму (4.27) можна записати ще в такому вигляді: 
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Покажемо, що  
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                        (4.31) 

Доведемо співвідношення (4.30). Для цього  в суму, яка міститься під 

знаком границі , підставимо значення yk, yk+1. Матимемо:  

  








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)()(2

n

k
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kk sssP 
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Число 
2

)()( 1 kk ss  є середнім арифметичним чисел (sk) і (sk+1). 

Оскільки (s)є  неперервною   функцією на кожному відрізку [sk; sk+1],  

(k = 0, 1, … , n–1) знайдеться така точка  є [sk; sk+1], що =
2

)()( 1 kk ss
, тоді 

 
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kk sP  

У правій частині цієї рівності маємо інтегральну суму, яка побудована на 

відрізку [0; s] для неперервної функції )(2)( ss   при даному розбитті Т. 

Границя цієї суми при s0 існує і дорівнює визначеному інтегралу 
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Доведемо співвідношення (4.31). Оскільки функція (s) є неперервною на 

відрізку [0; s], то вона на цьому відрізку є обмеженою (s) <M. Тому маємо 

нерівність: 
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Згідно з припущенням, крива BA


 є спрямованою, а це означає, що  
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Slyy . Співвідношення 2 доведено. 

 Перейшовши тепер в (4.29) до границі при s  0, дістаємо  

 


s

s
dssTP

0
0

)(2)(lim  

Отже, площа поверхні обертання  

 
s

ydsP
0

2  (4.32) 

Знаючи, чому дорівнює диференціал дуги ds в різних системах 

координат, можна для кожної системи написати формулу для обчислення площі 

поверхні обертання. 

Справді, нехай криву АВ задано рівнянням у = f(x) де f(x) на відрізку [a, b] 

невід’ємна і неперервана разом з похідною f(x). Тоді  

  
b

a

dxxfxfP )(1)(2 2  (4.33) 

Якщо криву АВ задано параметрично x = (t), y = (t), де функції (t), (t) 

задані на відрізку разом із своїми похідними (t), (t), то  


