
Лекція 3.04.2020 

Диференціальні рівнянням n-го порядку 

 

Диференціальним рівнянням n-го порядку називають рівняння, яке пов’язує 

незалежну змінну x, шукану функцію  та її похідні ,..., y(n), тобто це 

рівняння виду  

F (x, y, , ,..., y(n))=0 , 

де x – незалежна змінна,  – невідома функція. 

У рівняння n-го порядку обов’язково входить y(n), тоді як наявність x, y 

, ,..., y(n–1) необов’язкова. Якщо це рівняння є розв’язуваним відносно старшої 

похідної y(n)., то воно може бути переписано у вигляді  

    1,...,,,,  nn yyyyxfy      (1) 

Розв’язок рівняння n-го порядку залежить від n сталих. Для знаходження цих 

сталих задають додаткові (початкові умови): 

        1
00

1
0000 ,...,,   nn yxyyxyyxy .   (2) 

Для диференціальних рівнянь вищих порядків, як і для рівнянь І порядку, 

розглядається задача Коші або задача з початковими умовами. 

Задача Коші полягає у знаходженні розв’язку диференціального рівняння (1), 

що задовольняє початковим умовам (2). 

Диференціальне рівняння ІІ порядку має вид:  

 yyxfy  ,,       (3) 

Початкові умови для рівняння (3) мають вид: 

    0000 , yxyyxy  .      (4) 

Теорема Коші (існування і єдиності розв’язку диференціального рівняння (3)). 

Нехай функція  yyxf ,,  та її частинні похідна  yyxf y  ,,  та  yyxf y  ,,  неперервні 

в деякому околі точки  00 , yx . Тоді існує і при тому єдиний розв’язок  xy   

рівняння (3), що задовольняє початковим умовам (4). 

Загальним розв’язком рівняння n-го порядку називається функція 

 nCCCxy ,...,, 21 , яка: 

1) для всіх значень сталих nCCC ,..., 21  ця функція є розв’язком рівняння (1); 

2) якими б не були початкові умови (2) існує єдиний набір значень nCCC ,..., 21  

таких, що функція  nCCCxy ,...,, 21  задовольняє цим початковим умовам. 

Якщо розв’язок диференціального рівняння визначено неявно рівнянням виду 

  0,...,, 21 nCCCxÔ , то його називають загальним інтеграл диференціального 

рівняння n-го порядку. 

Частинним розв’язком диференціального рівняння називають будь-який 

розв’язок, одержаний з загального розв’язку при конкретних значеннях сталих 

nCCC ,..., 21 .  



Лінійні диференціальні рівняння n -го порядку 

 

Багато задач математики, механіки, електротехніки та інших технічних наук 

приводять до лінійних диференціальних рівнянь. Рівняння виду 

               xfyxayxayxayxay nn
nnn  


1
2

2
1

1 ... ,   (5)  

де        xfxaxaxa n ,...,,, 21  – задані неперервні на деякому інтервалі (a,b) функції, 

називається лінійним диференціальним рівнянням n -го порядку. 

Рівняння називається „лінійним” тому, що шукана функція та всі її похідні 

входять у рівняння лише в першому степені, та не перемножуються між собою. 

Функції      xaxaxa n...,,, 21  називаються коефіцієнтами даного рівняння.  

Якщо   0xf , то рівняння (1) називається неоднорідним. Якщо   0xf , то 

рівняння називається однорідним. Отже лінійне однорідне диференціальне рівняння 

має вид: 

              0... 1
2

2
1

1  
 yxayxayxayxay nn

nnn
.   (6) 

 

Лінійна залежність та незалежність функцій 

 

Нехай на відрізку [a,b] задано систему неперервних функцій 

     xyxyxy n...,,, 21 . Вираз  

     xyCxyCxyC nn...2211  , 

де nCCC ...,, 21  – деякі сталі, називається лінійною комбінацією функцій. 

Система функцій      xyxyxy n...,,, 21  називається лінійно залежною, якщо 

лінійна комбінація дорівнює нулю хоча б при одному  niCi ,1,0  .. Тобто  

      0...2211  xyCxyCxyC nn     niCi i ,1,0,  . 

При 2n  у випадку лінійної залежності функцій    xyxy 21 ,  маємо, що 

 
 

const
xy

xy


2

1 , якщо   02 xy . 

Система функцій      xyxyxy n...,,, 21  називається лінійно незалежною, якщо 

лінійна комбінація дорівнює нулю тільки при всіх  niCi ,1,0   Тобто  

      0...2211  xyCxyCxyC nn     niCi ,1,0  . 

 Ефективним апаратом для дослідження залежності або незалежності функцій є 

визначник Вронського. 

 Нехай функції      xyxyxy n...,,, 21  мають похідні до  1n -го порядку 

включно. 



 Визначником Вронського (вронскіаном) системи функцій 

     xyxyxy n...,,, 21  називається визначник вигляду 

     11
2

1
1

21

21

21

...

............

...

...

...









n
n

nn

n

n

n

yyy

yyy

yyy

yyy

W  

Цей визначник є функцією від х та може позначатися  xW ,     xyxyW n,...,1 . 

Теорема Якщо функції      xyxyxy n...,,, 21  лінійно незалежні на деякому 

інтервалі, то їх визначник Веронського тотожно дорівнює нулю на цьому інтервалі. 

Якщо визначник Веронського відмінний від нуля хоча б в одній точці інтервалу, то 

система функції      xyxyxy n...,,, 21  є лінійно незалежною на цьому інтервал. 

 

 

Лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порядку 

 

Розглянемо лінійне однорідне диференціальне рівняння (скорочено ЛОДР) 

другого порядку  

    021  yxayxay .     (7) 

і встановимо деякі властивості його розв’язків. 

Теорема 1. Якщо функція  xy1  є розв’язком рівняння (7), то розв’язком цього 

рівняння є також функція  

   xyCxy 11 ,  

де 1C  – довільна стала.  

Теорема 2. Якщо функції    xyxy 21 ,  є розв’язками рівняння (7), то 

розв’язком цього рівняння є також функція  

     xyCxyCxy 2211  , 

де 1C та 2C  – довільні сталі.  

 

Теорема 3. (Про структуру загального розв’язку ЛОДР) Якщо функції 

   xyxy 21 ,  – лінійно незалежні розв’язки рівняння     021  yxayxay  на 

інтервалі  ba,  то функція  

     xyCxyCxy 2211  ,     (8) 

де 1C та 2C  – довільні сталі, є його загальним розв’язком 

 

 



Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння другого порядку 

 

Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння (скорочено ЛНДР) 

другого порядку  

     xfyxayxay  21 ,     (9) 

де       0,, 21 xfxaxa  – задані неперервні на деякому інтервалі (a,b) функції. 

Відповідним рівнянню (9) однорідним рівняння називають рівняння (7) 

    021  yxayxay . 

Теорема 4. (Про структуру загального розв’язку ЛНДР) Загальним розв’язком 

рівняння (9) є сума його довільного частинного розв’язку і загального розв’язку 

відповідного однорідного рівняння (7). Тобто: 

çî÷íçí yyy  ,      (10) 

де ÷íy  – будь-який частинних розв’язок рівняння (9), çîy  – загальний розв’язок 

рівняння (7).  

Якщо загальний розв’язок рівняння (7) записати у вигляді 

   xyCxyCyçî 2211  , де    xyxy 21 ,  – лінійно незалежні розв’язки ЛОДР (7), то 

маємо: 

   xyCxyCyy ÷íçí 2211  ,    (11) 

 

Комплексні числа 

 

 

 

 

і – уявна одиниця, тобто число, квадрат якою дорівнює -1:  12 i  або 1i  

 

 

 

змінної z.  

Запис комплексного числа у вигляді  

iyxz   

називають алгебраїчною формою комплексного 

числа. 

Співставимо полюс полярної системи 

координат з початком прямокутної і розглянемо 

рисунок. 



Тригонометрична форма комплексного числа має вигляд  

  sincos iz  

 

Дії над комплексними числами 

1) Додавання комплексних чисел    212121 yyixxzz   . 

Властивості операції додавання: 

 

 

 

2) Різниця комплексних чисел:    212121 yyixxzz  . 

 



3) Добуток комплексних чисел:    1221212121 yxyxiyyxxzz   

 

У тригонометричній формі     21212121 sincos  izz  

Властивості добутку комплексних чисел:  

 
4) Частка двох комплексних чисел: 

 
 

 

 

 

Або в тригонометричній формі: 

    2121
2

1

2

1 sincos 



 i

z

z
. 

 

5) Піднесення до n-го степеню у тригонометричній формі: 

 

        nini nn
sincossincos . 

 

Ця формула називається формулою Муавра. 

 



6) Корінь n-го степеню з комплексного числа  








 





n

k
i

n

k
z nn 2

sin
2

cos , 

 

 

 

 

 

 

 

Розглянемо приклади. 

Приклад 1. Надати комплексні числа у тригонометричній формі 

 Розв’язання  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Приклад 2. Знайти  якщо  

 

 

 

Розв’язання 

 

 

 

 

 

 

 

 

Приклад 3. Обчислити  

 

Розв’язання. Скористаємося формулою Муавра  

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 Приклад 4. Розв’язати рівняння 083  iz   

 Розв’язання. iz 83   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Показникова форма комплексного числа 

 

 Дуже часто в математиці та її прикладаннях використовується вираз 

 sincos iei
. 

Ця рівність називається формулою Ейлера. 

Нехай   sincos iz . Скориставшись формулою Ейлера можемо записати: 

 iez . 

 Цей вираз називається показниковою формою комплексного числа. 

Якщо комплексні числа подано у показниковій формі 1
11




i
ez  й 2

22



i

ez , то 

 21
2121




i
ezz , 

 21

2

1

2

1 






i
e

z

z
 ,      innni ee . 

 Існують  і інші формули, які також називаються формулами Ейлера. 

Розглянемо рівність  sincos iei
. Замінимо   на  :  sincos ie i

.  

Додамо ці рівності:  
2

cos
 


ii ee

. 

Віднімемо від першої другу рівність: 
i

ee ii

2
sin

 
 . 

Отже, отримано ще дві формули Ейлера. 

 Введення уявних, комплексних чисел дало змогу зробити дуже важливі 

відкриття в області математики, радіотехніки, електроніки тощо. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Практичні заняття за темою лекції (3.04.2020, 6.04.2020, 9.04.2020, 10.04.2020) 

 

1. Зобразити точками на комплексній площині числа: 1) iz 2 ; 2) 3z ; 

3) iz 23 ; 4) iz 23 ; 5) iz 23 ; 6) iz 25 . 

Розв’язання. Побудуємо прямокутну систему координат. Дані комплексні 

числа iyxz   зобразимо за допомогою точок  yxM , .  

 
 2. Перетворити вирази, скориставшись поняттям уявної одиниці. 

1) 16 , 2) 25 , 3) 81 , 4) 7 . 

Розв’язання.  

1) ³416116116  ; 

2) ³525125125  ; 

3)   i³ 9981181181  ; 

4) ³771717  . 

 

3. Виконати дії: 1)    ii 4732  , 2)    ii  135 , 3) 
i

i





2

25
. 

Розв’язання.  

1)     iiiii  547324732 ; 

2)     iiiiiii 283253535135 2  ; 

3) i
ii

i

iii

i

i

i

i

i

i

5

9

5

8

5

98

14

2910

4

25410

2

2

2

25

2

25
2

2




























. 

 

4. Розв’язати квадратне рівняння 034102  xx . 

Розв’язання. Скористаємося формулою для знаходження коренів квадратного 

рівняння 02  cbxax . 

a

acbb
x

2

42

2,1


 . 

Маємо: i
i

x 35
2

610

2

3610

12

341410010
2,1 










 . 

 

5. Розв’язати рівняння 092 x . 

Розв’язання. 92 x ,   ix 32,1  . 

x 

y 

3 -3 

2 

-2 

M1 

M2 

M3 

M4 

M5 

M6 



6. записати у тригонометричній формі комплексні числа iz 331  , iz  32 . 

Обчислити значення виразу 
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2
1 zz  . 
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Завдання для самостійного розв’язання: 

 1. Записати у тригонометричній формі комплексні числа iz  11 , iz 312  , 

iz  32 . Відмітити їх на комплексній площині. Обчислити значення виразу 
32

1

zz

z
.  

 2. Обчислити вираз     iii 75132  . 

 3. Розв’язати рівняння: 

1) 0162 x ; 

2) 0422  xx ; 

3) 0544 2  xx . 

 


