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19.03.2020. ЛЕКЦІЯ  

Ортогональне доповнення 

(додатково див. підручник стор. 167-169) 

 

Означення. Якщо Ey  є таким елементом заданого лінійного простору, який 

  0, xy , тобто xy  Lx , де L – деякий ПП простору Е, тоді кажуть, що вектор y  є 

ортогональним до ПП L. Сукупність усіх елементів Ey , ортогональних до L, називається 

ортогональним доповненням для L⊂ПП  і позначається як L . 

Лема. Якщо L – це E⊂ПП , то його ортогональне доповнення також утворює 

L⊂ПП . 

Доказ. Візьмемо в L  будь-які два елементи 1y і 2y . Тоді     0,0, 21  xyxy , 

Lx . Розглянемо випадок 21 yy  . 

      0,,, 2121  xyxyxyy , тобто  Lyy 21 . 

Аналогічно,  Ly1 , оскільки     0,, 11  xyxy  , Lx . 

Приклад 1. Нехай L – одномірний ПП простору V2 – двовимірного простору 

(площини). Тоді L  – це пряма в цій площині, перпендикулярна до даної прямої L. 

Приклад 2. Нехай L – площина в V3, яка проходить через початок координат, тоді L  

–це перпендикулярна до неї пряма, що також проходить через початок координат. 

Нехай Е – довільний простір, а L – деякий його ПП, і L  – його ортогональне 

доповнення. Припустимо, що деякий елемент Lx  і Lx . Це означає, що 

  0,0,  xxx . Таким чином,  

0 LL . 

Теорема. У будь-якому скінченновимірному евклідовому просторі сума розмірностей 

просторів L і L  завжди дорівнює розмірності всього простору. 

Доказ. Нехай в просторі Е заданий ПП L, і його розмірність дорівнює К, тобто 

K=Ldim , а розмірність його ортогонального доповнення дорівнює М, M=Ldim . 



Виберемо ортонормовані базиси в L і L  відповідно: 
kggg ,...,, 21  і mfff ,...,, 21 . 

нехай x   - довільний вектор nEx . Складемо новий вектор y  як  
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Очевидно, що Ly . Розглянемо новий вектор  
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Помножимо останню рівність на  kjg j ,1 . 

Тоді отримаємо: 
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Таким чином, елемент z  є ортогональним до кожного з векторів kggg ,...,, 21 . Але 

тоді для будь-якого елемента yzLy  , . Це означає, що Lz  , тобто  Lz . 

В такому випадку z  можна представити як: 
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де  ll fz, , оскільки 
mllf ,1

 – ортонормований базис.  

Позначимо   ijgx , , тоді 
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Таким чином, елемент nEx  можна розкласти за базисом 

mk fffggg ,...,,,,...,, 2121      (4) 

Вектори з (4) – попарно ортогональні, тому що такими було обрано базиси 
kiig
,1

 і 


mjjf
,1

. Крім того,   0 ji fg , ki ,1 и mj ,1 . 

Отже, вектори (4) – лінійно-незалежні, тому вони утворюють базис в En. Звідки і 

випливає, що 

nmk   

Тобто  

nELL dimdimdim    



А це означає, що En є прямою сумою ПП L та L , яка позначається:  

 LLEn  

Означення. Простір R є прямою сумою ПП R1 і R2, якщо Rx  є справедливим 

розкладання 21 xxx  , де 11 Rx  , 22 Rx  . Причому це розкладання єдине. 

Зауваження. За аналогією з простором V3 

(тривимірним), в разі довільного простору En 

вектор y , який представлено виразом (4.19), 

називають ортогональною проекцією вектора x  

на ПП L, а вектор yxz   - ортогональною 

проекцією елемента x  на ПП  (див. рис. 4.1) 

Приклад 1. ПП L є лінійною оболонкою 

векторів  2;3;1;21 a ,  1;5;2;42 a ,  8;1;1;23 a . 

Знайти базис ортогонального доповнення L  

Розв’язання. Перевіримо, чи будуть дані вектори лінійно незалежними. Визначимо 
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Тобто тільки два вектори, наприклад 1a і 2a , будуть лінійно незалежними, тому їх 

можна взяти в якості базисних у ПП L. 

Нехай    Lx 4321 ,,,  , тоді  
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Побудуємо ФСР, враховуючи, що вільні змінні – 1ξ  і 4ξ . 

 

 

 

 

Базис в L  утворюють вектори  0;0;2;11e  та  1;5;13;02e . 

L

2dim L 
1  2  3  4  

1e  1 2 0 0 

2e  0 13 5 1 
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Рис. 4.1 



Приклад 2. ПП 4RL  задано системою 
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Знайти базис L . 

Розв’язання. Складемо матрицю однорідної СЛАР і обчислимо її Rg. 
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тобто 2Rg =A . 

Це означає, що система зводиться до двох рівнянь і має два лінійно незалежних 

розв’язки. Тому 2dim =L  і 2dim =L . 

Визначимо ФСР заданої вихідної системи, взявши лише два розв’язки 
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Виберемо в якості вільних змінних 3ξ  і 4ξ . Тоді 
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Тобто ФСР є 1e  і 2e , або:  

 0;3;2;11 e  

 1;0;1;32 e  

Щоб знайти базис L, побудуємо нову систему: 
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Знайдемо її ФСР. 
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Тобто базис L  утворюють вектори  7;0;1;21 b ,   9;1;0;32 b . 

Визначник Грама 

Нехай в лінійному просторі Е задано вектори 
kiig
,1

. Визначник, складений з 

різноманітних скалярних добутків цих векторів  ji gg , , kji ,1,  , який має вигляд: 
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називається визначником Грама системи векторів 
kji

g
,1

. 

Припустимо, що вектори – лінійно залежні. Тоді, наприклад, вектор kg  є лінійною 

комбінацією векторів kggg ,...,, 21 , отже k-й стовпець визначника буде лінійною комбінацією 

інших стовпців. Звідси випливає, що визначник Грама буде дорівнювати 0, тобто 0Δ= . 

Теорема. Якщо вектори 
kiig
,1

 – лінійно незалежні, то їх визначник Грама буде 

відмінним від нуля, тобто 0≠Δ . 

Доказ. Припустимо протилежне, тобто нехай 0Δ= . Тоді на підставі властивостей 

визначника один із стовпців (рядків) є лінійною комбінацією інших. Тому існує ненульовий 

набір чисел nα,,α,α ..21 , такий, що 
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де iE  – вектор, координати якого збігаються з елементами i-го рядка матриці (5). 

Рівність (6) рівносильна k рівностям вигляду  
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з якої випливає, що Ly  

Тоді рівність (7) приймає вигляд: 
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22 eb   -3 0 1 9 



  0, 1 gy       (9) 
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Аналогічно запишемо рівність: 
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Систему (10) запишемо як: 
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Або, якщо врахувати позначення (8), вирази (11) приймуть вигляд: 
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З рівнянь (9) і (12) випливає, що 

igy  , ki ,1  

Таким чином, якщо L є лінійною оболонкою векторів  
kiig
,1

, то Ly  ,  Ly . З 

іншого боку, з (8) випливає, що Ly . Тому 
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Але так як 0
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i  за припущенням, то це означає, що система  
kiig
,1

 є лінійно 

залежною, що суперечить умові теореми. 

 

 

26.03.2020. ЛЕКЦІЯ 

Ортогональное проектування  

(додатково див. підручник стор. 169-172) 

Візьмемо в просторі En два підпростори: L і L . Нехай k=Ldim . Виберемо 

довільний вектор nEx  і будемо шукати його ортогональну проекцію y  на ПП L. 



Виберемо в L довільний базис  
kiig
,1

. Тоді шуканий вектор y  може бути представлений у 

вигляді: 
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Задача зводиться до знаходження коефіцієнтів розкладання. Нагадаємо, якби базис 
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 був ортонормованим, то ми б мали, що  ii gx, , ki ,1 . Але зараз ми обрали 

довільний базис, і задача є більш загальною. 

Нехай z
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 – проекція вектора x  на L . Тоді Lz  , тобто igz  , ki ,1 . Тобто 
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З огляду на (13), систему (14) перепишемо як 
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Оскільки вектори  
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 відомі, то і всі скалярні добутки   
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  – невідомі. Визначник системи (15) є визначником Грама, побудованим для лінійно 

незалежних векторів  
kiig
,1

, тому 0≠Δ . Отже, система (4.34) має єдиний розв’язок. Таким 

чином, знаючи 
kii ,1

 , ми знайдемо y . 

Припустимо, що базис  
kiig
,1

 є ортогональним, тобто   0, 
ji

gg   ji  . Отже, 

система (15) набуває вигляду: 
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Якщо ж базис ортонормованій, то вирази iξ  визначаються за формулою  
ii gx, . 

Приклад. Знайти ортогональну проекцію y  вектора x  на ПП L векторів, яке задано 

СЛАР, а також zxпр
L

 , якщо  3,0,0,1x . 
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Щоб знайти базис L, визначимо ФСР заданої системи: 
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1  2  3  4  

1a  3 1 1 -2 

Складемо 1ay  . 

Враховуючи що    11 ,, axay  , отримаємо: 

  634119   
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1
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Мінімальна властивість ортогональної проекції із застосуванням до задач 

апроксимації 

(додатково див. підручник стор. 172-174) 

 

Нехай L - ПП в деякому просторі Е. Візьмемо довільний вектор Ex  і серед усіх 

векторів Ly  будемо шукати такий, який мінімально відрізняється від x , тобто 



min yx . Покажемо, що в цьому випадку в якості y  слід взяти ортогональну проекцію 

x  на L, тобто xпрy L . 

Нехай xпрy L , а 1y  – будь-який вектор з L. Тоді 

   11 yyyxyx        (16) 

  Lyy  1 , а так як xпрyxz
L

 , то    Lyx , і, отже,   Lyx   і 

   1yyyx  , тому      0, 1  yyyx . 

Помножимо (16) скалярним чином на 1yx  , тоді отримаємо: 

              21

2

11

2

1 , yyyxyyyxyyyxyx   

або      
2

1

22

1 yyyxyx   

так як 1yy  , тому  0
2

1  yy , 

Тому  
22

1 yxyx  . 

Тобто величина yx   буде найменшою в тому разі, якщо xпрy L . Це очевидно в 

просторі 3R .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ЛІНІЙНІ ОПЕРАТОРИ В ЕВКЛІДОВОМУ ПРОСТОРІ 

Спряжений оператор 

(додатково див. підручник стор. 198-199) 

Означення. Оператор *~
A  називається спряженим до оператора A

~
 в просторі En, 

Якщо для будь-яких x , y En виконується умова: 

 

 

 

 

Рис. 4.2   



   yAxyxA *~
,,

~
 . 

Теорема. Для будь-якого оператора A
~

 в просторі En існує спряжений *~
A , причому 

він єдиний. Оператор *~
A  є лінійним, а його  **

ikaA   в будь-якому ОНБ може бути 

отримана з матриці оператора A
~

 в цьому ж базисі згідно з правилом: 

kiik aa *  (В комплексному просторі) 

kiik aa *  (В дійсному просторі) 

Доказ. Обмежимося доказом в дійсному просторі. Виберемо в просторі En деякий 

ОНБ  
n=iig

1,
, і нехай  

n=iiξ 1,
 і  

n=iiη 1,
 – координати векторів x  і y  в цьому базисі. Тоді: 
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niijaA
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

  – матриця оператора A
~

 в ОНБ  
n=iig

1,
. 

Покажемо, що матриці TA  відповідає деякий оператор TA
~

, який є спряженим до A
~

, 

тобто *~
AAT  . З цією метою розглянемо вираз: 
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Таким чином,     *~~
,,

~
AAyAxyxA TT  . 

Тобто теорему доведено, і матрицю сполученого оператора в ОНБ може бути 

отримано з матриці A
~

 шляхом транспонування, якщо En – дійсний простір. 

Властивості сполученого оператора 

Нехай En – дійсний простір. 

1) EE *~
, оскільки       *~~

,,,
~

EEyExyxyxE   

2)   AA
~~ **   

           ******** ~
,,,,,

~
AAyxAxAyxyAyAxyxA 

















  

(Транспонована двічі матриця збігається з вихідною, тобто   A=A
TT ) 



3)   ***~~
BABA   
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(Транспортована сума матриць дорівнює сумі транспонованих матриць) 

 

4)   *** ~~~~
ABBA   

Дійсно,  

              



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,
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, ******
yABxyABxyAxByxBAyxBAyBAx  

  ** ~~~~
ABBA  .  

Отже,    TTT
ABAB   

5) Якщо 1~A  існує, то     1**1~   AA . 

Доказ, IAA
~~~ 1   , *~

II  , 

    IIAAAAI   ***1*1* ~~~~~~
 

    1**1   AA  

Отже, для матриць     11   TT
AA . 

Приклад. Лінійний оператор A
~

 в базисі  1,31 a ,  1,22 a  має матрицю 








 


00

10
aA . Знайти матрицю сполученого оператора *~

eA  в натуральному базисі.  

Розв’язання. Побудуємо матрицю A
~

 в ортонормованому базисі, користуючись 

формулою 1 CACA ae , де С – матриця переходу від базису  
2,1iie  до  

1,2=iia . 

Ця матриця має вигляд: 
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Побудуємо тепер матрицю *
aA , користуючись формулою:  

 1** CACA ae  CACA ea   *1*
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Унітарний і ортогональний оператори 

(додатково див. підручник стор. 203-204) 

 

Означення. Оператор A
~

 в просторі En називається унітарним, якщо він будь-який 

ортонормований базис (ОНБ) переводить в також (ОНБ). Тобто, якщо вектори  
n=iig

1,
 

утворюють ОНБ, то і вектори  
niigA
,1

~


 утворюють ОНБ: 
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Нехай  ika=A  – матриця оператора A
~
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. Тоді: 
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Таким чином, рівність (1) набуває вигляду: 










 rs

rs
aa

n

i
isir

,1

,0

1

     (2) 

У розгорнутому вигляді (2) запишеться як 
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З отриманих рівностей (3) випливає, що матриця унітарного оператора 
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має властивість (3). Така матриця називається унітарною. 

Справедливо і зворотне: якщо матриця (4) є унітарною, то їй відповідає унітарний 

оператор. 

Якщо En – дійсний простір, то оператор, який переводить будь-який ОНБ в ОНБ, 

називається ортогональним. А умови (3) приймають вигляд: 
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Тобто сума добутків елементів будь-яких двох стовпців дорівнює 0, а при множенні 

стовпчика самого на себе отримуємо 1. 

Матриця, яка має властивостями (5), називається ортогональною. 

Таким чином, якщо стовпчики ортогональної матриці розглядати як вектори, то вони 

утворюють ОНБ. Це вірно і для унітарних матриць. 

Теорема. Якщо A
~

 – ортогональний оператор, то  
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Якщо A
~

 – ортогональний оператор, то пов'язаний до нього *~
A  збігається зі 

зворотним до A
~

 оператором, тобто  

1* ~~  AA  



   yxyAxA ,
~

,
~

  

    yxyExyAAx ,
~

,
~~

, *   

 EAA
~~~* 1* ~~  AA  

З огляду на те, що матриця для *~
A  є TA , А для оператора 1~A  матрицею є 1A , 

отримуємо, що для ортогонального оператора 

1 AAT
 

Матриці, для яких справедлива ця рівність, називаються ортогональними. 

Зауваження. Якщо A
~

 – ортогональний оператор, то *~
A  також буде ортогональним 

оператором. Дійсно, 

          yxyExyAAxyAAxyAxA ,
~

,
~~

,
~~

,
~

,
~ 1*****    

Таким чином, стовпці матриці TA , тобто рядки матриці А, також утворюють 

ортонормовану систему векторів, тобто  
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Таким чином, матриця ортогонального оператора в будь-якому ОНБ є 

ортогональною. 

Визначник ортогональної матриці дорівнює 1± . Дійсно, з рівності E=TAA  

випливає, що     1detdetdetdet  EAAAA TT , але, оскільки TA=A detdet , то 

  1det⇒1det
2

±=A=A  

Теорема. Власні значення ортогонального оператора дорівнюють 1± . 

Доказ. Нехай x  – власний вектор, а  – відповідне власне число. Тоді 

       xxxxxAxAxx ,,
~

,
~

,
2

   

Оскільки   0, xx  СВx  , то з останньої рівності    xxxx ,,
2

  випливає, що 

  1⇒12
±=λ=λ . 

Зауваження. Матриця переходу від одного ортонормованого базису до іншого ОНБ є 

ортогональною.  

Дійсно, нехай  
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Розглянемо   ,0, *
2

*
1 ee  враховуючи формули розкладання, отримаємо, що  

0... 2122211211  nn aaaaaa  

  1, *
2

*
1 ee , тоді 1... 2
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Аналогічно, якщо розглянути скалярний добуток будь-яких рядків *
ie  і *

ke  

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 *
2

*
1 ,ee  

при ki≠ , то ми отримаємо, що  
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  ,1, *
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1 ee  тобто 1
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Т. е. Справді матриця Р ортогональна. 

 


