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Дистанційне навчання. Вища математика. 
Період: 3 квітня 2020 -- 24 квітня 2020 

 
 

 Варіант  
Воробьев Иван   203.8 1 
Копылов Артур 2 
Орлыченко Богдан 3 
Павлов Дмитрий 4 
Подгайский Илья 5 
Ушаков Алексей 6 
Маргади Айман 7 
Маргади Ишас 8 
Шаповалов Н.  9 
Деревяшкин А.  10 
Бармин Евгений   206.8 11 
Бойченко Даниил 12 
Бондаренко Евгений 13 
Куценко Кирилл 14 
Вецу Дмитрий     208.8 15 
Орехов Дмитрий 16 
Черных 17 
Батенко Степан    209.8 18 
Крышня Алексей 19 
Свечкарь Артур 20 
Островерхов Даниил 21 
Гетьман Олег       201.8 22 
Кириченко Егор 23 
Колков Михаил 24 
Кравченко Тарас 25 
Чмыхин Антон 26 
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Глава 14. Числові та функціональні ряди 
 

14.1. Числові ряди. Основні поняття. Необхідна ознака збіжності 
 

Розглянемо послідовність чисел ,...,...,, 21 naaa . Вираз 

∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn aaaa  називають числовим рядом; na  – загальним 

членом ряду. Сума n перших членів ряду називається n -ю частковою 
сумою ряду і позначається 

.....21 nn aaaS +++=  
Ряд називається збіжним, якщо існує скінченна границя послідовності 
його часткових сум: SSn

n
=

∞→
lim . Число S  називають сумою ряду. Якщо 

границя послідовності часткових сум дорівнює нескінченності або взагалі 
не існує, то ряд розбігається. При розгляді числових рядів практично 
розв’язуються дві задачі: 

1)  дослідити ряд на збіжність; 
2)  визначивши, що ряд збігається, знайти його суму. 
 
Приклади. Користуючись визначенням, дослідити збіжність ряду та 

у випадку збіжності знайти його суму. 

1. ∑
∞

=
+

1
)1(

1

n
nn

.  

Розв’язання. Загальний член ряду 
1

11
)1(

1
+

−=
+

=
nnnn

an , тоді 

.
1

11
1

111
1

1...
3
1

2
1

2
11

)1(
1...

32
1

21
1

+
−=

+
−+−

−
++−+−=

+
++

⋅
+

⋅
=

nnnnnnn
Sn

Очевидно, що границя послідовності часткових сум цього ряду існує і 
дорівнює 1: 

1lim,1
1

1lim1
1

11limlim ===
+

−=







+
−=

∞→∞→∞→∞→
n

nnn
n

n
SS

nn
S . 

Отже, ряд збігається і його сума дорівнює 1. 
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2. .
5129

24

2
2∑

∞

= −−n nn
 

Розв’язання. Розкладемо загальний член ряду на прості дроби:  

( )

( ) ( ) .
)13(

4
)53(

4
)13)(53(
53134

6)53(13
)13)(53(

24
5129

24
2

+
−

−
=

+−
−−+
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=≡−−+=
+−

=
−−

=

nnnn
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nnnn

an
 

Таким чином, 







+
−

−
=

13
1

53
14

nn
an . 

Отже,  

.
13

1
53

1
23

1
83

1
53

1
113

1...
13
1

7
1

10
1

4
1

7
114





+
−

−
+

−
−

−
+



 +

−
−

−
++−+−+−=

nnnn

nn
Sn

 

5
4
114lim =





 +==

∞→
n

n
SS . 

3. Ряд ...1...11 ++++  розбігається, тому що nSn =  та 
.limlim +∞==

∞→∞→
nS

n
n

n
 

4. Ряд ...1111 +−+−  розбігається. Тут ,1,0,1 321 === SSS  
...,,04 =S ,02 =nS  112 =−nS  і т.п., тому n

n
S

∞→
lim  не існує.  

5. Ряд геометричної прогресії )0(......2 ≠+++++ aaqaqaqa n  при 1<q  

збігається, і його сума ;
1 q

aS
−

=  при 1≥q  ряд розбігається. 

Залишок ряду ......21 +++= ++ nnn aar  для збіжного ряду при ∞→n  
наближається до 0. 

Необхідна умова збіжності ряду. Якщо ряд збігається, то його 
загальний член наближається до нуля, тобто  

0lim =
∞→

n
n

a . 

Звідси випливає, що якщо 0lim ≠
∞→

n
n

a , то ряд розбігається. Але 

якщо 0lim =
∞→

n
n

a , то ряд може збігатися, а може й розбігатися. 
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Приклад. Розглянемо ряд ∑
∞

=

+
1

).11ln(
n

n
  

Розв’язання. Загальний член ряду );11ln(
n

an +=  

0)11ln(limlim =+=
∞→∞→ n

a
n

n
n

, тобто виконується необхідна ознака збіжності 

ряду. Проте ряд розбігається. Оскільки nnan ln)1ln( −+= ,  то  
−++−−++−+−=+++= )1ln()1ln(ln...2ln3ln1ln2ln...21 nnnaaaS nn  

– nln );1ln( += n  
отже,  

.)1ln(limlim +∞=+=
∞→∞→

nS
n

n
n

 

Ряд вигляду 

1

1 1 1 11
2 3 n

... ...
n n

∞

=

+ + + + + =∑  

називається гармонічним. Можна показати, що гармонічний ряд ∑
∞

=1

1

n
n

 

також розбігається, незважаючи на те, що 01limlim ==
∞→∞→ n

a
n

n
n

. 

 Ряд вигляду 
1

1
p

n
, p

n

∞

=

∈∑   називається узагальненим гармонічним. 

Він збігається при 1p > , та розбігається, якщо 1p ≤ . 
 

Основні властивості збіжних рядів: 

 1. Якщо ряд 
1

k
k

u
∞

=
∑  збіжний і має суму S, то збіжним є ряд 

1
k

k
Cu

∞

=
∑ , де 

C – константа і 
1

k
k

Cu C S
∞

=

= ⋅∑ . 

 2. Якщо ряди 
1

k
k

u
∞

=
∑  та 

1
k

k
v

∞

=
∑  збіжні та мають суми 1S  і 2S  відповідно, 

то збігається ряд ( )
1

k k
k

u v
∞

=

+∑  і має суму 1S + 2S . 
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 3. Сполучна властивість збіжного ряду. У збіжному ряді можна 

довільно групувати члени, тобто якщо ряд 
1

k
k

u
∞

=
∑  є збіжним, то збіжним є 

ряд 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 11 2 1 2 1 2n n nk k k k k k ku u ... u u u ... u ... u u ... u ...
− −+ + + ++ + + + + + + + + + + + + , 

утворений довільним об’єднанням його членів із збереженням порядку їх 
прямування. Сума ряду при цьому не змінюється. 
 4. На збіжність ряду не впливає відкидання або приєднання 
скінченної кількості членів ряду. 

 Висновок. Ряд 
1

k
k

u
∞

=
∑  збіжний (розбіжний) тоді і тільки тоді, коли 

збіжний (розбіжний) довільний його залишок. 
 

14.2. Достатні ознаки збіжності рядів з невід’ємними членами 
 
14.2.1. Ознаки порівняння 

 
Знакосталим називається ряд, усі члени якого додатні (від’ємні) 

числа. 

Теорема 1 (ознака порівняння). Нехай члени рядів ∑
∞

=1n
na  та ∑

∞

=1n
nb  

додатні, й існує таке N , що при всіх Nn >   nn ba ≤ . Тоді зі збіжності ряду 

∑
∞

=1n
nb  випливає збіжність ряду ∑

∞

=1n
na , і навпаки, із розбіжності ряду 

∑
∞

=1n
na  випливає розбіжність ряду ∑

∞

=1n
nb . 

Зауваження. Ознака залишається в силі, якщо нерівність n na b≤  
виконується не для кожного n , а починаючи з деякого номера n k= . 

Теорема 2 (гранична форма ознаки порівняння). Нехай члени рядів 

∑
∞

=1n
na  та ∑

∞

=1n
nb  додатні, й існує ),0(lim ∞≠≠=

∞→
LLL

b
a

n

n
n

, тоді обидва 

ряди збігаються або розбігаються одночасно. 
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 На практиці еталонами для порівняння виступають узагальнений 

гармонічний ряд ∑
∞

=1

1

n
pn

, що збігається при 1>p  і розбігається при 1≤p ,  

а також ряд геометричної прогресії: 
1

збігається, якщо 1

розбігається, якщо 1
n

n

q ,
aq

q .

∞

=

 <− 
≥

∑  

Приклади. Дослідити збіжність рядів. 

1. Ряд ∑
∞

=2
ln
1

n
n

 розбігається, оскільки 
nn

nn 1
ln
1,ln >< , та ряд ∑

∞

=1

1

n
n

 

розбігається )1( =p . 

2. Ряд ∑
∞

=
++

1
)5)(3(

1

n
nn

 збігається за першою ознакою порівняння, тому що 

2
1

)5)(3(
1

nnn
<

++
,  і ряд ∑

∞

=1
2

1

n n
 збігається )12( >=p . 

3. Ряд ∑
∞

= +

+

1
4 )1(3

2

n n
n  збігається, бо, взявши 34

1,
)1(3

2
n

b
n
na nn =

+

+
= , за 

граничною ознакою порівняння здобудемо .
3
1

)1(3
)2(lim 4

3
=

+

+
∞→ n

nn
n

 

Відзначимо, що у всіх трьох прикладах виконується необхідна 
ознака збіжності ряду. 

4. Дослідити збіжність ряду 
3

2
2

arctg 1
n

n
n n

∞

=

−

+
∑ . 

Розв’язання. Загальний член ряду 
3

2

arctg 1 0n
na

n n
−

= >
+

. Очевидно, 

що na  при ∞→n  є нескінченно малою того ж порядку, що й 
n
1 . Дійсно, 

3

2

arctg 1 1
2n

nlim
nn n→∞

π− =
+

, тоді за ознакою порівняння випливає розбіжність 

даного ряду, оскільки ряд ∑
∞

=1

1

n
n

 розбігається. 



 295 

5. ∑
∞

=1
4 5
ln

n n

n . 

Розв’язання. Ряд ∑
∞

=1
4 5

1

n n
 збігається, бо 1

4
5
>=p . Оскільки при 

будь-якому додатному ε  та ∞→n  справедлива нерівність ε< nnln , 

маємо: 
ε−

ε
=< 45454 5

1ln
nn

n

n

n . Виберемо ε  з проміжку 
4
10 <ε< , наприклад 

5
1

=ε , 1
4
5

>ε− , тоді ряд ∑
∞

=1
4 5
ln

n n

n  збігається, оскільки ряд ∑
∞

=
ε−

1
45
1

n n
 

збігається.  

Для порівняння можна, наприклад, обрати ряд ∑∑
∞

=

∞

=
−

=
1 20

21
1

5145
11

nn
n

n
. 

6. 







−
+∑

∞

=
1
1ln1

2
n
n

nn
. 

Розв’язання. 
( )1
2~

1
21ln1

1
1ln1

−








−
+=








−
+

=
∞→ nnnnn

n
n

a
n

n . 

Оскільки 
( ) 








=

− ∞→ 23
* 10

1
2

nnn n
 і ряд ∑

∞

=1
23

1

n n
 збігається, то первинний 

ряд теж збігається. 
 

14.2.2. Ознака Даламбера 
 

Нехай для знакосталого ряду існує границя частки  

L
a

a

n

n
n

=+
∞→

1lim , 

тоді: при 1<L  ряд збігається; при 1>L  ряд розбігається; при 1=L  ознака 
Даламбера непридатна. 
 На практиці ознаку Даламбера доцільно застосовувати до рядів, 
члени яких містять факторіали, показникові функції. 
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Зауваження. Якщо розбіжність ряду доведена за ознакою Даламбера, 
то .0lim ≠

∞→
n

n
a  Це ж стосується і радикальної ознаки Коші. 

Приклади. Дослідити збіжність рядів. 

1. ∑
∞

= −

+

1 )1(2
3

n
n n
n . 

Розв’язання. 
n

na
n

na nnnn 11
2

4,
)1(2

3
++
+

=
−

+
= . Обчислимо 

( )
=

+

−+
=

+

−+
= +→∞

+
→∞ 2

2

1
1

~3

~)1)(4(

)3(2
)1(2)4(limlim

nnn

nnn

nn
nn

a
a

n

n

nn
n

n
.1

2
1lim

2
1

2

2
<==

∞→
L

n
n

n
  

Оскільки 1<L , то відповідно до ознаки Даламбера ряд збігається. 

2. ∑
∞

=1
!

n

n

n
n . 

Розв’язання. 
)!1(

)1(;
!

1
1 +

+
==

+

+ n
na

n
na

n
n

n
n . Обчислимо 

111lim1lim
)!1(

!)1(limlim
1

1 >=





 +=






 +

=
+

+
=

∞→∞→

+

∞→
+

∞→
e

nn
n

nn
nn

a
a n

n

n

nn

n

nn

n
n

, 

ряд розбігається. 
 

14.2.3. Радикальна ознака Коші 
 

Нехай для ряду ∑
∞

=1n
na  з додатними членами існує  

Lan n
n

=
∞→

lim , 

тоді: при 1<L  ряд збігається; при 1>L  ряд розбігається; при 1=L  ознака 
непридатна. 

Приклади. Дослідити збіжність ряду  

1. ∑
∞

=











+

+

1
2

2

53

12

n

n

n
n . 

Розв’язання. Обчислимо  
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1
3
2

53

12lim
53
12lim

53
12lim 2

2

2

2

2

2
<=

+

+
=

+

+
=











+

+
∞→∞→∞→ n

n
n
n

n
n

nn
n

n

n
. 

За радикальною ознакою Коші ряд збігається. Перевірку необхідної ознаки 
збіжності в даному випадку можна не виконувати. 

2. Довести, що ( ) 0
!2

lim =
∞→ n

nn

n
. 

Розв’язання. Розглянемо ряд із загальним членом ( )!2n
na

n
n = . 

Довівши його збіжність, внаслідок необхідної ознаки збіжності ряду 
одержимо дану рівність. Дійсно, за ознакою Даламбера ряд збігається, 
оскільки 

( )
( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) 10
2212!2

!211
lim!2

!12
1limlim

1
1 <=

++







 +

+
=

+
+

=
∞→

+

∞→
+

∞→ nnn

n
n

nn

n
n

n
n

a
a

n

nn

n

nn

n
n

, 














=






 +=






 +

∞→∞→
e

nn
n n

n

n

n

11lim1lim . 

3. Дослідити збіжність ряду ( )
( )∑

∞

=
−⋅⋅⋅⋅
+⋅⋅⋅⋅

1
13...852
12...753

n
n
n . 

Розв’язання. За ознакою Даламбера  
( )( )

( )
( )
( ) =+⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅⋅
⋅

+⋅⋅⋅⋅
++⋅⋅⋅⋅

=
∞→

+

∞→ 12...753
13...852

23...852
3212...753limlim 1

n
n

n
nn

a
a

n
n

n

n
 

= ( )
( ) ⇒<=

+
+

∞→
1

3
2

23
32lim

n
n

n
  ряд збігається. 

 
14.2.4. Інтегральна ознака збіжності Коші 

 
Якщо )(xf  є неперервною, монотонно спадною, невід′ємною на 

проміжку );1[ ∞+  функцією, то ряд ∑
∞

=1
)(

n
nf  і невласний інтеграл ∫

∞+

1

)( dxxf  

збігаються або розбігаються одночасно. 
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Приклади. Дослідити збіжність рядів. 

1. ∑
∞

=2
2)(ln

1

n nn
. 

Розв’язання. Покладемо 
2)(ln

1)(
xx

xf = . Функція )(xf  неперервна 

при 2≥x , спадає зі зростанням x , ).;2[0)( ∞+∈∀> xxf   
Перевіримо існування невласного інтеграла від цієї функції. За 

визначенням 

∫ ∫ ∫
∞+

+∞→+∞→+∞→
=






−===

2 2 22
222 ln

1lim
)(ln

)(lnlim
)(ln

lim
)(ln

A AA

AAA xx
xd

xx
dx

xx
dx  

2ln
1

2ln
1

ln
1lim =






 +−=

+∞→ AA
. 

Отже, невласний інтеграл збігається, звідси випливає збіжність ряду. 

2. ∑
∞

=

>
1

)0(1

n
p p

n
.  

Розв’язання. З умови )1(01)( ≥>= x
x

xf p  – монотонно спадна 

функція. Розглянемо невласний інтеграл )0( >p :  







<∞

>
−=

−
==∫ ∫

∞ +−

+∞→+∞→ .1,

1,
1

1

1
limlim

11 1

1

p

p
p

p
x

x
dx

x
dx

AA p

ApAp  

При 1=p  маємо ∫ ∫
∞

+∞→+∞→
∞===

1 1
1lnlimlim

A
A

AA
x

x
dx

x
dx . 

Отже, ряд  




≤
>

−∑
∞

=
.1присярозбігаєть

1призбігається1

1
p

p

nn
p  

3. 
( ) ( )∑

∞

= ++2
2 32ln2
1

n nn
.  
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Розв’язання. Загальний член ряду
( ) ( )

0
32ln2

1
2 >

++
=

nn
an . 

Розглянемо ряд 
( ) ( )∑

∞

= ++2
2 32ln32

1

n nn
. За інтегральною ознакою збіжності 

Коші ряд збігається, тому що невласний інтеграл 

( ) ( )
( )
( ) ( ) =








+

−
=

+

+
=

++ ∞→

∞

∞→∫ ∫
A

A

A

A xx
xd

xx
dx

22 2
22 32ln

1lim
2
1

32ln
32lnlim

2
1

32ln32 7ln2
1   

збігається. 
Застосовуючи граничну ознаку порівняння, знаходимо:  

( ) ( )
( ) ( )

2
32ln2
32ln32lim 2

2
=

++

++
∞→ nn

nn
n

. Звідси випливає збіжність досліджуваного 

ряду. 
 
 

14.3. Знакозмінні ряди. Абсолютна й умовна збіжність 
 

Знакозмінним називається ряд, членами якого є дійсні числа 
довільного знака, наприклад, 

...1)1(...
7

1

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1

1

1
2

2
)1(

2222222
+−++−−++−−

−

n

nn

 

Знакозмінний ряд називається знакопочережним, якщо будь-які два його 
сусідніх члени мають різні знаки, тобто ряд типу 

( ) .0..,)1(...1 1
4321

1

1 >+−++−+−=− +
∞

=

+∑ nn
n

n
n

n aaaaaaa  

Теорема Лейбніца. Якщо елементи { }∞=1nna  знакопочережного ряду 

( )∑
∞

=

−
1

1
n

n
n a  утворюють монотонно спадну послідовність, що наближається 

до нуля, тобто якщо Nnaa nn ∈∀> + ,1  і 0lim =
∞→

n
n

a , то ряд збігається, 

причому його сума додатна і менша ніж перший член ряду: 10 aS << . 
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 Висновок. Для знакопочережного ряду, що задовольняє ознаку 
збіжності Лейбніца, залишок nr  за абсолютним значенням менше модуля 
першого свого члена, тобто ,1+< nn ar  
де  

...)1()1( 2
3

1
2 +−+−= +

+
+

+
n

n
n

n
n aar  

Теорема. Якщо ряд ∑
∞

=1n
na  збігається, то знакозмінний ряд ∑

∞

=1n
na  

збігається. 

 Знакозмінний ряд ∑
∞

=1n
na називається абсолютно збіжним, якщо ряд  

∑
∞

=1n
na  збігається, та умовно збіжним, якщо ряд ∑

∞

=1n
na  збігається, а ряд 

∑
∞

=1n
na   розбігається. 

Приклади. Дослідити збіжність рядів.  

1. ∑
∞

=

+

+
−

1
2

1

4
)1(

n

n

n
n . 

Розв’язання. Загальний член ряду 
4)1(

1,
4 212 ++

+
=

+
= +

n
na

n
na nn . 

За ознакою Лейбніца маємо:  

1) 
4)1(

1
4 22 ++

+
>

+ n
n

n
n  (перевірити самостійно); 2) 0

4
lim 2 =

+∞→ n
n

n
.  

Отже, ряд збігається. 

Утворимо ряд з модулів членів даного ряду: ∑
∞

= +1
2 4n n
n . Необхідна 

умова збіжності ряду виконується. Порівняємо ряд із розбіжним рядом 

∑
∞

=1

1

n
n

, тоді за ознакою порівняння 1
4

lim
1

4lim
2

22
=

+
=+

∞→∞→ n
n

n

n
n

nn
, тобто ряд 
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з абсолютних значень розбігається. Отже, первинний ряд збігається 
умовно.  

2. Дослідити збіжність ряду ∑
∞

=

+−
1

1

5
)1(

n
n

n n . 

Розв’язання. Ряд збігається абсолютно, оскільки ряд ∑
∞

=15n
n
n  

збігається, що можна перевірити, користуючись ознакою Даламбера. 

3. ( )∑
∞

=






 −−

1

1cos11
n

n
n

. 

Розв’язання. Ряд ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

−=





 −−

1

2

1 2
1sin121cos11

n

n

n

n
nn

. 

Оскільки 0
2

1sinlim 2 =
∞→ nn

, то первинний ряд збігається. Ряд, утворений з 

абсолютних величин, поводиться так само, як ряд із загальним членом 
n
1 , 

оскільки 
nn n 4

1~
2

1sin 2

∞→
. Тому він розбігається. Таким чином, ряд 

( )∑
∞

=






 −−

1

1cos11
n

n
n

 збігається умовно. 

4. ( )
1

1 11 arctg sinn

n n n

∞

=

− ⋅∑ .  

Розв’язання. Оскільки 2

1 1 1arctg sin
n
~

n n n→∞
⋅ , то 

1

1 1arctg sin
n n n

∞

=

⋅∑  

збігається, звідки випливає абсолютна збіжність ряду ( )
1

1 11 arctg sinn

n n n

∞

=

− ⋅∑ . 

5. ( )∑
∞

=
+
+

−
1

37
121

n

n
n
n . 

Розв’язання. Ряд розбігається, тому що не виконується необхідна 

умова збіжності ряду: 0
7
2

37
12limlim ≠=

+
+

=
∞→∞→ n

na
n

n
n

. 
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6. ( )
( )∑

∞

=

−

4
3ln

1

n

n

nn
. 

Розв’язання. Досліджуємо на абсолютну збіжність, тобто 

розглянемо ряд ( )∑
∞

=4
3ln

1

n
nn

; ( ) ( )






=

∞→ nnnn n 3ln3
10

3ln
1 * . За інтегральною 

ознакою Коші ряд ( )∑
∞

=4
3ln3

1

n
nn

 (а отже, і ряд ( )∑
∞

=4
3ln

1

n
nn

) розбігається, 

тому що невласний інтеграл ( )
( )
( ) ( ) ∞=== ∫∫

∞
∞

∞

4
4

4

3lnln
3
1

3ln
3ln

3
1

3ln3
x

x
xd

xx
dx  

розбігається. Абсолютної збіжності немає. 
Ряд збігається умовно за теоремою Лейбніца, оскільки: 

1) ( ) ( ) ( )13ln1
1

3ln
1

++
>

nnnn
;  2) ( ) 0

3ln
1lim =

∞→ nnn
. 

 
 

14.4. Функціональні ряди 
 

Визначення. Ряд, членами якого є функції змінної х, називається 
функціональним рядом  

...)(...)()( 21 ++++ xuxuxu n  

Множина значень змінної х, при яких ряд ∑
∞

=1
)(

n
n xu  збігається, називається 

областю збіжності функціонального ряду. В області збіжності ряду його 
сума є функцією х: )(xSS = . Для збіжного функціонального ряду 

0)(lim =
∞→

xrn
n

.  

Визначення. Функціональний ряд називається рівномірно збіжним 
на відрізку ],[ ba , якщо для будь-якого як завгодно малого 0>ε  існує таке 
( )εN , що ],[, baxNn ∈∀>∀  справедливою є нерівність 

ε<−= )()()( xSxSxr nn . 
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Теорема Вейєрштрасса (достатня ознака рівномірної збіжності 
функціонального ряду). Якщо члени функціонального ряду 

...)(...)()( 21 ++++ xuxuxu n  за абсолютним значенням не перевищують 
відповідних членів збіжного числового ряду з додатними членами 

],[ bax∈∀ , то функціональний ряд збігається абсолютно і рівномірно на 

відрізку ],[ ba . Інакше кажучи, якщо числовий ряд ∑
∞

=1n
na , 0>na  збігається 

та ],[)( baxaxu nn ∈∀≤ , то ряд ∑
∞

=1
)(

n
n xu  збігається, причому рівномірно, 

на відрізку ],[ ba . Ряд ∑
∞

=1n
na називається мажорантним, а ряд ∑

∞

=1
)(

n
n xu  – 

мажоровним. 
 
Приклади  

1. Знайти область збіжності функціонального ряду ∑
∞

=1
2

sin

n n
nx . 

Розв’язання. Ряд збігається рівномірно для всіх дійсних х, оскільки 

22
1sin

nn
nx

≤ , а числовий ряд ∑
∞

=

>=
1

2 )12(1

n
p

n
 збігається. 

2. Знайти область збіжності функціонального ряду 

∑
∞

=
+

1

3
32

3rctga27
n

nn
n

xx . 

Розв’язання. За ознакою Даламбера ряд збігається x∀ , що 

задовольняє нерівності 
( )
( ) 1lim 1 <+

∞→ xu
xu

n

n
n

;  

( )
( )

32
3arctg27

312
3arctg27

lim
3

131

+

++
++

∞→
n

xx

n
xx

nn

nn

n
= 127

32
3

52
327

lim 3
3

<=

+

+
∞→

x

n
x
n

xx

n
. 



 304 

При 
3
1

<x  ряд збігається; при 
3
1

−=x  одержимо числовий ряд 

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

+
∞

=
+

−=
+
−−

1

1

1
32

1arctg1
32

1arctg
27

127
n

n

n
n

n
n

nn
. За ознакою Лейбніца цей 

ряд збігається. При 
3
1

=x  числовий ряд ∑
∞

=
+

1
32

1arctg
n

n
 розбігається, 

оскільки 
32

1~
32

1arctg
++ ∞→ nn n

. Отже, область збіжності ряду: 




−

3
1;

3
1 . 

3. Знайти область збіжності ряду ∑
∞

= +1
21n

n

n

x

x .  

Розв’язання. Загальний член ряду n

n
n

x
xu 21+

= ; ( )12

1
1

1 +

+

+
+

= n

n
n

x
xu . 

За ознакою Даламбера   

22

122

22

1
1

1
lim1

1
limlim

+

+

∞→+

+

∞→
+

∞→ +

+
=

+
⋅

+
=

n

n

nn

n

n

n

nn

n
n x

xx
x
x

x
x

u
u

. 

При 0lim1 12 =< +
∞→

n
n

xx , 0lim 22 =+
∞→

n
n

x . Отже, ⇒<=+
∞→

1lim 1 x
u

u

n

n
n

 

ряд збігається. 

При 
2
11 == nux , ряд розбігається. 

При 1>x  маємо за ознакою Даламбера: 

11

11

11

limlim

22
22

12
22

1 <=









+









+

=

+
+

+
+

∞→
+

∞→ x

x
x

xx
x

u
u

n
n

n
n

nn

n
n

, тобто ряд збігається. 

Випливає, ряд збігається всюди, крім 1±=x . 
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14.4.1. Степеневі ряди 
 

Визначення. Степеневим рядом називається ряд вигляду  

∑
∞

=

−=+−++−+
0

10 )(...)(...)(
n

n
n

n
n axaaxaaxaa ,                   (14.1) 

const constia , a= = . Зокрема, якщо 0=a , то маємо ряд 

∑
∞

=

=++++
0

10 ......
n

n
n

n
n xaxaxaa .                             (14.2) 

Ряд (14.1) приводиться до ряду (14.2) заміною yax =− . 
Теорема Абеля. 1) Якщо степеневий ряд (14.2) збігається при 

деякому значенні 00 ≠= xx , то він збігається, причому абсолютно, при 

всіх значеннях x , що задовольняють умову 0xx < . 

2) Якщо степеневий ряд розбігається при деякому значенні 1xx = , 

то він розбігається і при всіх значеннях x , таких, що 1xx > . 
Звідси випливає існування інтервалу збіжності степеневого ряду 
);( RR− . Іншими словами, ряд збігається при Rx < , розбігається при 

Rx > . У точках Rx ±=  потрібне додаткове дослідження для кожного 
конкретного ряду. Інтервал збіжності може вироджуватися в точку 0=R  
або співпадати з усією віссю Ох: ∞=R . Радіус збіжності степеневого ряду 

знаходять за формулою 
1

lim
+∞→

=
n

n
n a

a
R ,  або  

n n
n

a
R

∞→

=
lim

1 . 

 Властивості степеневих рядів: 

 1. Степеневий ряд 
0

n
n

n
a x

∞

=
∑  абсолютно і рівномірно збіжний на будь-

якому відрізку [ ];ρ ρ− , який цілком міститься в інтервалі збіжності 

( )R;R− . 

 2. Сума степеневого ряду 
0

n
n

n
a x

∞

=
∑  неперервна всередині його 

інтервалу збіжності. 
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 3. Степеневий ряд ( )S x =
0

n
n

n
a x

∞

=
∑  можна інтегрувати почленно в його 

інтервалі збіжності ( )R;R− , причому радіус збіжності отриманого ряду 
дорівнює R . Зокрема, для всіх ( )x R;R∈ −  справедлива формула 

( )
1

0 00 0 1

x x n
n

n n
n n

xS t dt a t dt a
n

+∞ ∞

= =

 
= =  + 

∑ ∑∫ ∫ . 

 4. Степеневий ряд ( )S x =
0

n
n

n
a x

∞

=
∑  можна диференціювати почленно в 

будь-якій точці x  його інтервалу збіжності ( )R;R− , причому радіус 
збіжності отриманого ряду також дорівнює R . Для всіх ( )x R;R∈ −  
справедлива формула 

( )S x′ = 1

0 0

n n
n n

n n
a x na x

∞ ∞
−

= =

′ 
= 

 
∑ ∑ . 

 З властивостей 3 та 4 випливає, що ряд 
0

n
n

n
a x

∞

=
∑  можна інтегрувати на 

відрізку [ ] ( )0;x , x R;R∈ −  і диференціювати в будь-якій точці ( )x R;R∈ −  
скільки завгодно разів. При цьому інтервалом збіжності кожного 
отриманого ряду є той самий інтервал ( )R;R− . 
 

Приклади  

1. Знайти область збіжності ряду ∑
∞

= +

−

1

2

3)2(
)1(

n
n

n

n
x .  

Розв’язання. Скористаємося ознакою Даламбера:  

3
)1(

)1(3)3(
3)2()1(lim

)(
)(

lim
2

21

)1(2
1 −

=
−+

+−
=

+

+

∞→
+

∞→

x
xn
nx

xu
xu

nn

nn

nn

n
n

. 

При 1
3

)1( 2
<

−x  ряд збігається, тобто при 3113 +<<+− x  ряд 

збігається. 
Перевіримо збіжність ряду на кінцях інтервалу збіжності. При 

13 +±=x  маємо ряд ∑ ∑
∞

=

∞

=
+

=
+

±

1 1

2

2
1

3)2(

)3(

n n
n

n

nn
. Розбіжність ряду 
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перевіряється порівнянням з гармонічним рядом ∑
∞

=1

1

n
n

. Таким чином, 

інтервал збіжності: )31;13( ++−∈x . 

2. Знайти область збіжності ряду ( )∑
∞

=1
!

n

n

n
nx . 

Розв’язання. Для цього ряду 
!n

na
n

n = , ( )
( )!1

1 1
1 +

+
=

+

+ n
na

n
n . 

Радіус збіжності ряду  
( )

( ) e

n
n

n
n
n

a
a

R nnn

n

nn

n
n

1

11

1lim
1

!1
!

limlim 11
=







 +

=
+

+
==

∞→+∞→+∞→
, 

при 
e

x 1
<  ряд збігається. Досліджуємо збіжність ряду в точках 

e
x 1

±= . 

При 
e

x 1
−=  одержимо числовий ряд ( )∑

∞

=

−

1 !
1

n
n

nn

en
n . 

При великих n  за формулою Стірлінга n
e
nn

n
π






≈ 2! . Розглянемо 

ряд ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=
π

−
=

π







−

11 2
1

2

1

n

n

n n
n

nn

n
en

e
n

n . За теоремою Лейбніца цей ряд збігається. 

Оскільки збіжність ряду визначається поведінкою його загального члена 

при достатньо великих n , звідси випливає, що при 
e

x 1
−=  досліджуваний 

ряд збігається. 

При 
e

x 1
=  числовий ряд ( )∑

∞

=

−

1 !
1

n
n

nn

en
n  розбігається, оскільки ряд 

∑∑
∞

=

∞

= π
=

π





 11 2

1

2 nn n
n

n

n
en

e
n

n  розбігається: 





=

π ∞→

∞

=
∑ nn nn

10
2
1 *

1
, 1

2
1
<=p . 
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Отже, область збіжності: 




−

ee
1;1 . 

3. Знайти область збіжності ряду 
( )∑

∞

= +

+

1

2

35

1

n
nn x

n .  

Розв’язання. Покладемо 
3

1
+

=
x

y , одержимо степеневий ряд 

( )∑
∞

=

+

1

2

5
1

n
n

nyn . Його радіус збіжності ( )
( )

5
11

5
5

1lim 2

12
=

++

+
=

+

∞→ n
nR

n

nn
. 

Звідси випливає збіжність первинного ряду при 
5
13 >+x . При 

5
13 =+x  

маємо розбіжний числовий ряд ( )∑∑
∞

=

∞

=

+=
+

1

2

1

2
1

5
15

1

nn n
n

nn , оскільки 

( ) 01lim 2 ≠+
∞→

n
n

; при 
5
13 −=+x  ряд також розбігається. Область збіжності 

ряду є .;
5

14
5

16; 





 +∞−






 −∞−   

4. Знайти суму ряду ......
2

)(
2

++++=
n

xxxxS
n

 

Розв’язання. Радіус збіжності ряду  

1

1
1

1

limlim
1

=

+

==
∞→+∞→

n

n
a
a

R
nn

n
n

. 

При 1=x  одержимо розбіжний ряд  ∑
∞

=1

1

n
n

. 

При 1−=x  – знакозмінний ряд  ∑
∞

=

−
1

1)1(
n

n
n

, що збігається умовно за 

ознакою Лейбніца. Отже, вихідний ряд збігається при )1;1[−∈x . В області 
збіжності знайдемо суму ряду. Продиференціюємо його почленно: 

......1)( 12 +++++=′ −nxxxxS  
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Це нескінченно спадна геометрична прогресія зі знаменником 1<x : 

∫ +−−=
−

=
−

=′ Cx
x

dxxS
x

xS )1ln(
1

)(,
1

1)( . 

Сталу С знайдемо з умови 0)0( =S , тоді C+−= 1ln0 , звідки 0=C . 
Випливає, )1ln()( xxS −−= . 

5. Знайти суму ряду ......321)( 12 +++++= −nnxxxxS   
Розв’язання. Ряд збігається при 1<x . Інтегруємо ряд:  

∫ −
=+++++=

x
n

x
xxxxxdxxS

0

32
1

......)( , 

тоді 22 )1(
1

)1(
1

1
)(

xx
xx

x
xxS

−
=

−

+−
=

′







−

= . 

6. Знайти суму ряду  

( ) ( ) ( ) ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

++=++=
00

2

0

2 122
n

n

n

n

n

n xxnxnnxS . 

Розв’язання. За теоремою про інтегрування степеневого ряду 
інтегруємо ряди почленно.  

Тут 1,
1

11 2

0
<

−
=+++++=∑

∞

=

x
x

xxxx n

n

n
 ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ∑∑∑∫∑
∞

=

+
∞

=

+
∞

=

+
∞

=

−+=+=+=
0

1

0

1

0

1

0
1

0

2
1 21;1

n

n

n

n

n

n
x

n

n xxnxndxxSxnxS ; 

( ) ( ) ( ) ;
1

;2
2

0

2

0
2

0

1
2 x

xxdxxSxnxS
n

n
x

n

n

−
==+= ∑∫∑

∞

=

+
∞

=

+  

( ) ( )
( ) ( )2

2

2

22
2

1
2

1
12

1 x
xx

x
xxx

x
xxS

−

−
=

−

+−
=
′












−
= ;

( )
( ) ( ) ( )22

22

2

2

0
1

11

2
11

2

x

x

x

xxxx
x

x

x

xx
dxxS

x

−
=

−

+−−
=

−
−

−

−
=∫ ; 
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( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )332

2

21
1
1

1
21

1
121

1 x
x

x
xx

x
xxx

x
xxS

−

+
=

−

+−
=

−

−⋅+−
=
′










−
= ; 

( )
( ) ( ) ( )3

2

3

2

3 1
2

1
211

1
1

1
1

x
xx

x
xxx

xx
xxS

−

+−
=

−

−+++
=

−
+

−

+
= . 

7. Знайти область збіжності та суму функціонального ряду ∑
∞

=

−

1n

nx

n
e . 

Розв’язання. За ознакою Даламбера 

( ) ( )
0111

1
lim 1 >⇒<⇒<

+

⋅
+∞→

x
ene

en
xxn

nx

n
, 

якщо х=0, то ряд розбігається, тобто областю збіжності ряду є проміжок 
( )+∞,0 . Покажемо, що ряд збігається  рівномірно на цьому проміжку. 

Дійсно, нехай xq <<0 , тоді, оскільки 0, >∀> xxex , то  

qnnenen
e

nqnx

nx

2
111

<<=
−

. 

Числовий ряд ∑
∞

=1
2

11

n nq
 збігається 0>∀q , тому за ознакою Вейєрштрасса 

вихідний ряд збігається рівномірно. Аналогічно можна довести рівномірну 

збіжність ряду, утвореного з похідних, тобто ряду –∑
∞

=

−

1n

nxe . Отже, 

первинний ряд можна диференціювати почленно, причому якщо сума 

первинного ряду дорівнює ( )xS , то ( ) −=xS ' ∑
∞

=

−

1n

nxe =[сума нескінченно 

спадної прогресії зі знаменником xeq −= ]= 










−
−

−

−

x

x

e
e

1
. Тоді  

( ) ( ) x
x

x

x
x

x

x
x

x
eedx

e
eddx

e
exS −∞−

∞

−

−∞

−

−
−=−−=

−

−
−=

−
−= ∫∫ 1ln1ln

1
1

1
. 
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14.4.2. Ряд Тейлора. Застосування рядів у наближених 
обчисленнях 

 
Ряд Тейлора має вигляд 

...)(
!

)(...)(
!2

)()(
!1

)()()(
)(

2 +−++−
′′

+−
′

+= n
n

ax
n

afaxafaxafafxf  

Зокрема, при 0=a  маємо ряд Маклорена: 

...
!

)0(...
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2 +++
′′

+
′

+= n
n

x
n

fxfxffxf  

Запишемо розвинення основних елементарних функцій у ряд Маклорена: 
2

0
1

1 2

n n
x

n

x x x xe ... ... , x R
! ! n! n!

∞

=

= + + + + + = ∈∑ ; 

2 4 2 2

0

1 1cos 1
2 4 2 2

n n n n

n

x x ( ) x ( ) xx ... ... , x R
! ! ( n )! ( n )!

∞

=

− −
= − + − + + = ∈∑ ; 

3 2 1 2 1

0

1 1sin
3 2 1 2 1

n n n n

n

x ( ) x ( ) xx x ... ... , x R
! ( n )! ( n )!

+ +∞

=

− −
= − + + + = ∈

+ +∑ ; 

( ]
2 3 1 1

1

1 1ln(1 ) 1 1
2 3

n n n n

n

x x ( ) x ( ) xx x ... ... , x ;
n n

− −∞

=

− −
+ = − + − + + = ∈ −∑ ; 

3 5 2 1 2 1

0

1ln 2 2 1
1 3 5 2 1 2 1

n n

n

x x x x xx ... ... , x
x n n

+ +∞

=

 +
= + + + + + = < − + + 

∑ ; 

[ ]
3 2 1 2 1

0

1 1arctg 1 1
3 2 1 2 1

n n n n

n

x ( ) x ( ) xx x ... ... , x ;
( n ) ( n )

+ +∞

=

− −
= − + + + = ∈ −

+ +∑ ; 

2

1

1 1 11 1
2

1 1

m n

n n
m

n

m( m ) m( m )...( m n )( x ) mx x ... x ...
! n!

C x , x
∞

=

− − − +
+ = + + + + + =

= + <∑
 

де 
( )

n
m

m!C
n! m n !

=
−

. 

Обчислення інтегралів за допомогою степеневих рядів 

Для обчислення ∫
b

a

dxxf )( , межі інтегрування якого лежать усередині 

інтервалу збіжності ряду функції )(xf , розвинемо функцію )(xf  в 
степеневий ряд і почленно інтегруємо його. 



 312 

Приклад. Обчислити інтеграл ∫ +

5,0

0
41 x

dx . 

Розв’язання. Розвинемо функцію, що інтегрується, в степеневий 
ряд:  

...1
1

1 1284
4 +−+−=

+
xxx

x
, 

одержимо: ( )∫ ∫ −





+






−=+−+−=

+

5,0

0

5,0

0

95
1284

4 ...
9
1

2
1

5
1

2
1

2
1...1

1
dxxxx

x
dx  

Отриманий ряд є знакопочережним. Якщо обмежитися двома першими 

членами ряду (при цьому абсолютна похибка менша 3a = 0002,0
9
1

2
1 9

≈





 ), 

то  ∫ ≈
+

5,0

0
4 4938,0

1 x
dx . 

 

 Застосування рядів до розкриття невизначеностей 

Приклад. Знайти границю: 
)1(

sincoslim 20 −

−
→ xx ex

xxx .  

Розв’язання  

=







 ++








 +−−






 −+−
=

−
−

→→

...
2

...
6

...
!4!2

1
lim

)1(
sincoslim

2
2

342

020 xxx

xxxxx

ex
xxx

xxx
 

=
3
1

...
2

1

...
603lim

3

53

0
−=







 ++

++−

→ xx

xx

x
. 

 Наближене обчислення значень функцій 
Приклади  
1. Знайти наближене значення 10cos  з точністю до 410− . 
Розв’язання. При переводі градусної міри в радіанну одержимо:  







 π

=≈ радіан
18

10радіан1745,010  . 



 313 

Розвинемо у степеневий ряд: ∑
∞

=






 π−

=
0

2

18)!2(
)1(10cos

n

nn

n
 . Цей ряд є 

знакопочережним, тому, приймаючи за наближене значення 10cos  суму 
перших двох членів розвинення, зробимо помилку, яка дорівнює залишку 

2r  та за абсолютним значенням є меншою третього члена:  

0001,0
24

)2,0(
1824

1 44
2 <<






 π<r . 

Отже, 9948,0)1745,0(
2
11

182
1110cos 2

2
≈−≈






 π−≈ .  

 

2. Обчислити 3 130  з точністю до 0,0001.  

Розв’язання. Використовуємо біноміальний ряд: ( )mx+1 , тоді  

( ) ( )
3

31

2
3133

5!2
3231

53
15

5
11555130 −

+
⋅

+=







+=+=

( )( ) ...
5!3

2313231
5 +

−−
+  

Отриманий ряд є знакопочережним, починаючи з другого члена, і 
тому похибка за теоремою Лейбніца від відкидання членів, починаючи з 

четвертого, за абсолютним значенням менша ніж 0001,0
53

1
44 <

⋅
.  

Тому, зберігаючи тільки три члени розвинення, маємо: 
0658,50009,00667,051303 =−+≈ . 

 

3. Обчислити 3ln  з точністю до 01,0 . 
Розв’язання. Використаємо розвинення  

1,...
12

...
53

2
1
1ln

1253
<










+

+
++++=

−
+ +

x
n

xxxx
x
x n

. 

Знайдемо значення x  з рівності 
2
13

1
1

=⇒=
−
+ x

x
x , що дає 











+

+
++++=

+
...

)12(2
1...

52
1

32
1

2
123ln 1253 nn . 

У цьому випадку ряд не є знакопочережним, тому залишок ряду потрібно 
оцінити:  



 314 

<









+

+
+

+
=

++
...

)32(2
1

)12(2
12 3212 nn

r nnn  

=









+

+
+

+
+

+
<

+
...

)12(2
1

)12(2
1

12
1

2
2

4212 nnnn  

=
−

⋅
+

=







+++

+
=

++

4
11

1
)12(2

2...
2
1

2
11

)12(2
2

124212 nn nn )12(23
2
12 +⋅ − nn . 

Підберемо n  таке, щоб залишок ряду 01,0<nr . При 2=n  маємо: 

01,0
60
1

523
2
32 >=
⋅⋅

=r .  

При 3=n : 01,0
2116

1
723

2
53 <

⋅
=

⋅⋅
=r . 

Випливає, достатньо обмежитися значенням 3=n , що дає 

096,10125,008333,01
52

1
34

11
52

1
32

1
2
123ln 453 ≈++=

⋅
+

⋅
+=









⋅
+

⋅
+≈ .  

 
Розв’язання диференціальних рівнянь 
Теорема. Якщо коефіцієнти і права частина диференціального 

рівняння  

)()(...)( 1
1

)( xfyxayxay n
nn =+++ −  

мають розвинення в степеневі ряди за степенями ax − , що збігаються в 
деякому околі ax = , то розв’язок цього рівняння, який задовольняє 
початкові умови 

)1(
0

)1(
00 )(,...,)(,)( −− =′=′= nn yayyayyay , 

також має розвинення в степеневий ряд за степенями ax − , що збігається 
принаймні в меншому з інтервалів збіжності рядів для коефіцієнтів і правої 
частини диференціального рівняння. 
 Для наближеного розв’язання диференціального рівняння за 
допомогою степеневих рядів застосовують два способи: порівняння 
коефіцієнтів і послідовного диференціювання. 
 Спосіб порівняння коефіцієнтів полягає в наступному: розв′язок 
рівняння записують у вигляді степеневого ряду з невизначеними 
коефіцієнтами:  
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...)(...)(10 +−++−+= n
n axAaxAAy   

Потім з початкових умов визначають значення коефіцієнтів ,...,...,, 10 nAAA  
Отриманий розв′язок підставляють у рівняння. Порівнюючи коефіцієнти 
при однакових степенях ax − , знаходять інші коефіцієнти ряду.  

Приклад. Знайти розв′язок диференціального рівняння 0=−′′ xyy  
при початкових умовах 0)0(,1)0( =′= yy . 

Розв’язання. Запишемо розв′язок рівняння у вигляді  

......... 2
210 ++++++= n

n xAxAxAAy  
З початкових умов визначимо 0A  та 1A : 01)0( Ay == , 10)0( Ay ==′ . 

Розв′язок ...1 3
3

2
2 +++= xAxAy  підставляємо в рівняння:  

( ) 0......43322 4
3

3
2

2
432 =+++−+⋅+⋅+ xAxAxxAxAA , 

звідки, порівнюючи коефіцієнти, одержимо:  
;0,02 22 == AA  

32
1,132 33 ⋅

==⋅ AA ;   0,043 44 ==⋅ AA ; 

0,54 525 ==⋅ AAA ;   
6532

1,65 636 ⋅⋅⋅
==⋅ AAA . 

Таким чином, ...
653232

1
63

+
⋅⋅⋅

+
⋅

+=
xxy  

Знайдемо розв’язок рівняння методом послідовного 
диференціювання. Запишемо розв′язок рівняння у вигляді  

...
!3

)0(
!2

)0(
!1

)0()0( 32 +
′′′

+
′′

+
′

+= xyxyxyyy  

За умовою 1)0( =y , 0)0( =′y . Після підстановки в рівняння 0=x  
знаходимо: 0)0( =′′y . 

Послідовно диференціюючи початкове рівняння, одержимо: 

1)0(, =′′′′+=′′′ yyxyy ;   0)0(,2 )4()4( =′′+′= yyxyy ; 

0)0(,3 )5()5( =′′′+′′= yyxyy ;   4)0(,4 )6()4()6( =+′′′= yxyyy , 
що після підстановки збігається з результатом методу невизначених 
коефіцієнтів. 
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14.5. Ряди Фур'є 
 
14.5.1. Розвинення періодичних функцій у ряд Фур'є 

 
Нехай ( )xf  – дійсна функція дійсного аргумента x. Припустимо, що 

ця функція є періодичною з періодом Т, тобто для усіх х справедлива 
рівність 

( ) ( )xfTxf =+ . 
Звідси випливає, що для вивчення функції ( )xf  достатньо розглянути її на 
будь-якому інтервалі довжини Т. За такий інтервал можна прийняти один 
із двох інтервалів [ ]T,0  або [ ]2,2 TT− . З геометричного змісту 
визначеного інтеграла випливає, що для будь-якої періодичної функції 
( )xf  з періодом Т 

∫ ∫
+α

α

+β

β

=
Т T

dxxfdxxf )()( ,    (14.3) 

тобто інтеграли від ( )xf  за будь-якими двома проміжками завдовжки Т є 
однаковими для будь-яких значень α  і β  (рис. 14.1). (Перевірити дане 
твердження можна аналітично). 

       Y

           y=f(x)

           a         a+T    b            b+T           X

 
Рис. 14.1 

Якщо функція ( )xf  має період Т, то ( ) ( )axfx =ϕ  має період aT . 
Справді, ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xaxfTaxfaTxafaTx ϕ==+=+=+ϕ . 

Наприклад, функції xny ω= cos  або xny ω= sin  є періодичними з 

періодом 
ω
π

=
n

T 2 . Загальний період системи тригонометричних функцій 

 ,sin,cos,,2sin,2cos,sin,cos,1 x
l

nx
l

nx
l

x
l

x
l

x
l

ππππππ   (14.4) 

дорівнює l2  ( lT 2= ). 
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Періодичність суми тригонометричного ряду. Складемо 
тригонометричний ряд 

+
π

+
π

+
π

+
π

+
l
xb

l
xa

l
xb

l
xa

a 2sin2cossincos
2 2211
0 + 

+
π

+
π

l
xnb

l
xna nn sincos  ∑

∞

=






 π

+
π

+=
1

0 sincos
2

k
kk l

xkb
l
xka

a
. 

Сума n перших членів ряду подає часткову суму, тобто 

.sincossincos
2

)( 11
0

l
xnb

l
xna

l
xb

l
xa

a
xS nnn

π
+

π
++

π
+

π
+=   

Будь-яка часткова сума даного тригонометричного ряду також є 
періодичною з періодом lT 2= , тобто )()2( xSlxS nn =+ , тоді 

)()(lim)2(lim)2( xSxSlxSlxS n
n

n
n

==+=+
∞→∞→

, 

тобто сума ряду S(x) має період 2 l . Звідси випливає доцільність 
застосування тригонометричних рядів при дослідженні періодичних 
функцій. 

Нехай )(1 xϕ  і )(2 xϕ  – функції, неперервні на відрізку [ ]ba, , тоді 
їхній скалярний добуток можна визначити як 

( ) ∫ ϕϕ=ϕϕ
b

a

dxxx )()(, 2121 . 

Можна перевірити, що всі аксіоми скалярного добутку при цьому 
виконуються. 

Нормою функції )(xϕ  на відрізку [ ]ba,  називається квадратний 

корінь із ( )ϕϕ, , тобто ∫ϕ=ϕ
b

a

dxxx )()( 2 . 

Функція називається нормованою на [ ]ba, , якщо 1=ϕ . 
Функції )(1 xϕ  і )(2 xϕ  називаються ортогональними на відрізку 

[ ]ba, , якщо 0)()( 21 =ϕϕ∫
b

a

dxxx . 

Скінченна або нескінченна система функцій 
,),(,),(),( 21  xxx nϕϕϕ  що інтегруються на відрізку [ ]ba,  і не 
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дорівнюють тотожно нулю, називається ортогональною системою на 
цьому відрізку, якщо виконуються такі умови: 

1) 0)()( =ϕϕ∫
b

a
ji dxxx ,  ),2,1;,2,1(  ==≠ jiji ;   

2) ∫ ≠ϕ
b

a
i dxx 0)(2 . 

Якщо, крім того ∫ ==ϕ
b

a
i idxx ),2,1(,1)(2

 , то система називається 

ортонормованою. Зокрема, система тригонометричних функцій (14.4) є 
ортогональною на будь-якому відрізку завдовжки l2 , наприклад, на [ ]ll,− .  

На підставі сталості інтеграла від періодичної функції на будь-якому 
проміжку, довжина якого дорівнює періоду функції, можна стверджувати, 
що система функцій (14.4) ортогональна на будь-якому відрізку вигляду 
[ ]laa 2, + . Крім того, Nn∈∀  є справедливим  

∫ ∫ ∫
− − −

==
π

=
π

l

l

l

l

l

l

ldxldx
l
xnldx

l
xn .21,sin,cos 222                         (14.5) 

Отже, тригонометрична система функцій ортогональна, але не нормована, 

при цьому ll
l
xn

l
xn 21,sincos ==

π
=

π . 

Нехай тригонометричний ряд збігається рівномірно до функції  f(x) 

∑
∞

=






 π

+
π

+=
1

0 sincos
2

)(
k

kk l
xkb

l
xka

a
xf                           (14.6) 

на відрізку завдовжки l2 . Тоді, інтегруючи ряд почленно, знайдемо:  

∫
−

=
l

l

dxxf
l

a .)(1
0                                               (14.7) 

Через те що множення рівномірно збіжного ряду на обмежені функції 

l
xnπcos , 

l
xmπsin  не порушує його рівномірної збіжності, то, помножуючи 

(14.6) почленно на 
l
xnπcos  (потім на 

l
xmπsin ) та інтегруючи на проміжку  
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[ ]l ,l− , одержимо формули для коефіцієнтів kk ba , : 

).,2,1(sin)(1

);,2,1,0(cos)(1





∫

∫

−

−

=
π

=

=
π

=

l

l
k

l

l
k

kdx
l
xkxf

l
b

kdx
l
xkxf

l
a

                                (14.8) 

При обчисленні цих коефіцієнтів були використані властивості 
ортогональності системи тригонометричних функцій і формули (14.5). 

Тригонометричний ряд (14.6), коефіцієнти якого визначаються за 
формулами (14.8), називається рядом Фур'є функції ( )xf , а коефіцієнти 

),2,1(,,0 =kbaa kk  – коефіцієнтами Фур'є функції ( )xf . 
Те, що ряд (14.6) на [ ]ll,−  є для функції ( )xf  її рядом Фур'є, ще не 

означає ні того, що цей ряд збігається до ( )xf  на цьому проміжку, ні 
навіть того, що він взагалі на ньому збігається. Є декілька ознак збіжності 
рядів Фур'є до функції ( )xf . Сформулюємо одну з них. 

Теорема Діріхлє (достатня ознака розвинення функції в ряд Фур'є). 
Якщо функція ( )xf  має період 2 l  і на відрізку [ ]ll,−  неперервна або має 
скінченне число точок розриву 1-го роду і відрізок [ ]ll,−  можна розбити 
на скінченне число відрізків так, що усередині кожного з них ( )xf  є 
монотонною, то ряд Фур'є функції ( )xf  збігається x∀ , причому в точках 
неперервності функції ( )xf  сума ряду дорівнює ( )xf , а у точках розриву 

функції ( )xf  його сума дорівнює 
2

)0()0( ++− xfxf , тобто середньому 

арифметичному граничних значень ліворуч і праворуч. 
Крім того, ряд Фур'є функції ( )xf  збігається рівномірно на будь-

якому відрізку, що разом із своїми кінцями належить інтервалу 
неперервності функції ( )xf . 

 
14.5.2. Ряди Фур'є для парних і непарних періодичних функцій 

 

1. Нехай функція ( )xf  є парною на відрізку [ ]ll,− , тоді 
l
xkxf π

⋅cos)(  

теж є парною; графік її симетричний щодо осі ординат, і тоді 
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∫ =
π

=
l

k kdx
l
xkxf

l
a

0

),2,1,0(cos)(2
 . 

Функція ж 
l
xkxf π

⋅sin)(  буде непарною і 

∫
−

=
π

=
l

l
k dx

l
xkxf

l
b .0sin)(1  

Звідси випливає, що парна функція може бути розвинена в ряд Фур'є, 
утворений з одних косинусів, при цьому 

∑
∞

=

π
+=

1

0 cos
2

)(
k

k l
xka

a
xf  на ( )ll,− ,  ( )xf  – парна,  (14.9) 

∫ =
π

=
l

k kdx
l
xkxf

l
a

0

),2,1,0(cos)(2
 . 

2. Аналогічно, якщо функція ( )xf  є непарною, то вона може бути 
розвинена в ряд по синусах:  

∑
∞

=

π
=

1
sin)(

k
k l

xkbxf  на ( )ll,− , ( )xf  – непарна,   (14.10) 

∫ =
π

=
l

k kdx
l
xkxf

l
b

0

),2,1(sin)(2
 . 

Приклад. Розвинути в ряд Фур'є періодичну ( π= 2T ) функцію, 
задану на проміжку ( )ππ− , , як ( ) xxf = . 

Розв’язання. Оскільки дана функція усередині відрізка є 
неперервною і монотонною, вона задовольняє умови теореми Діріхле. Крім 
того, внаслідок непарності коефіцієнти 0=ka  ( ,...2,1,0=k ). Утворимо 
тригонометричний ряд Фур'є, для чого обчислимо kb , вважаючи π=l :  

∫∫
πππ

=+





−

π
=

−=

=
==

=
π

=

000

)cos1cos(2

cos
sinsin2 kxdx

kk
kxx

k
kxv

kxdxdv
dxduxu

kxdxxbk  
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( ) 1

0
2 12sin1cos2 +

π
−=













+π

π
−

π
= k

k
kx

k
k

k
, 

оскільки ( ) .0sin,1cos =π−=π kk k  
Отже, на інтервалі ( )ππ− ,  

( )
( )











+

−
+−+−=

+

ππ−


k
kxxxxx

k sin1
3
3sin

2
2sin

1
sin2

1

;
.  (14.11) 

Ця рівність правильна лише при π<<π− x . 
У точках x = ±π  сума ряду за теоремою Діріхле дорівнює 

( ) ( )( ) ( )1
2

0 0 1
2

0f f− + + − = − + =π π π π , тобто  

053 ==±=±=−= )(S)(S)(S)(S ππππ . 
З огляду на 2π -періодичність суми S(x) ряду (14.11) графік цієї суми 

має вигляд, зображений на рис. 14.2. 
                                     Y
                                                  n = 1
                                                     n = 2

                                   0                                                   X
      -3π             -π                π        2π  3π                 5π
                                      -π

 
Рис. 14.2 

Обмежившись одним членом ряду (14.11), тобто при 1=n , одержимо 
)(sin2 1

);(
xSxx =≈

ππ−
; при 2=n  знаходимо: )(2sinsin2 2

);(
xSxxx =−≈

ππ−
, 

що зображено на рис. 14.2. 
Зауважимо, що сума S(x) є розривною функцією, хоча всі члени ряду 

неперервні (у точках розриву S(x) порушена рівномірна збіжність ряду). 
Приклад. Розвинути в ряд Фур'є функцію xy cos= . Користуючись 

цим розвиненням, обчислити суми рядів ( )∑
∞

= −

−

1
2 14
1

k

k

k
 і ∑

∞

= −1
2 14
1

k k
. 
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                          Y

                             1

                -π/2    0     π/2   π               X

 
Рис. 14.3 

Розв’язання. Задана функція парна, має період π=T , тоді 
2
π

=l . 

Функція неперервна на відрізку [ ]2;2
ππ−  і задовольняє умови теореми 

Діріхле. Коефіцієнти ( ),2,10 == kbk , 

∫ ∫
π π

=⋅
π

=
π

⋅=
ππ

2 2

0 022

2coscos4coscos2 kxdxxdxxkxak  
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
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
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+
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
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
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++−
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= ∫ ∫
π π

12
2

)12sin(

12
2

)12sin(2)12cos()12cos(2
2 2

0 0
k

k

k

k
xdxkxdxk  

( ) ( )
14

14
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212
12

)2sin(

12

)2sin(2
2

1

2 −

−
⋅

π
=

−

−
−

π
=














+

π+π
+

−
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π
=

+

kkk
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k k
k       

( ),...2,1=k . 

Знайдемо ∫
π

π
=

π
=

2

0
0

4cos4 xdxa , звідси випливає:  

[ ]
( )∑

∞

=

+

− −

−
π

+
π

=
ππ

1
2

1

;
2cos

14
142cos

22 k

k
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k
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Вважаючи 
2
π

=x , знайдемо ( ) ( )∑
∞

=

+

−

−−
π

+
π

=
1

2

1

14
11420

k

kk

k
; звідси маємо 

∑
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=
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При 0=x  одержимо  ( )∑
∞

=

+

−

−
π

+
π

=
1

2

1

14
1421

k

k

k
, звідки  ( )∑
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+ −π
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1
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14
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Приклад. Розвинути в ряд Фур'є періодичну ( π= 2T ) функцію, 
задану на відрізку [ ]ππ− ,  як 









π≤<
π

≤≤π−−
=

.0при

,0при
)( 2

xx

xx
xf  

                        Y

                        π

                        0        π           3π              X

 
Рис. 14.4 

Розв’язання. Обчислимо коефіцієнти Фур'є:  

( )∫ ∫ ∫
π

π− π−

π

π=
π

+−
π

=
π

=
0

0

2
20 ,

6
511)(1 dxxdxxdxxfa  
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Маємо: ∫∫
π−π−π−
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=

=
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=
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k
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
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Аналогічно: 
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Отже, розвинення функції в ряд Фур'є має вигляд 

∑
∞

=










−

−π
−

π

−−
+π=

1
222 .)12sin(

)12(
4cos1)1(3

12
5)(
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k
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k
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k
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14.5.3. Періодичне продовження і розвинення в ряд Фур'є 

неперіодичної функції 
 

Нехай неперіодична функція ( )xf , графік якої наведено на рис. 14.5 
суцільною лінією, цікавить нас лише на інтервалі ( )ba, . 

            Y
                       y = f(x)
                                                  y = F(x)

           0   a        b                                    X

 
Рис. 14.5 
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Побудуємо періодичну функцію ( )xF  із періодом ( )T b a= − , що 
збігається з ( )xf  на відрізку [ ]ba, . Геометрично для цього потрібно 
виконати перенесення графіка функції ( )xf  уздовж осі OX праворуч і 
ліворуч на відстані ,...,...,2, nTTT  (рис. 14.5). Цей процес називається 
періодичним продовженням функції ( )xf  за межі відрізка bTaxa =+≤≤  

з періодом abT −= , 
2

abl −
= . 

Якщо ( )xf  задовольняє умови теореми Діріхле, то і ( )xF  їх теж 
задовольняє і, отже, може бути подана у вигляді ряду Фур'є. Через збіг 
( )xf  та ( )xF  на [ ]ba,  отриманий ряд і буде рядом Фур'є неперіодичної 

функції ( )xf , [ ]bax ,∈∀ . 
У точках неперервності функції ( )xF  маємо:  

∫ ∫
−

π
=

π
=

l

l

b

a
k dx

l
xkxf

l
dx

l
xkxF

l
a ,cos)(1cos)(1  

 1 π( )sin 1,2, , ,
2

b

k
a

k x b ab f x dx k l
l l


     

( )
.sincos

2
)(
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0
, ∑
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=

π
+

π
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k
kk

ba l
xkb

l
xka

a
xf  

При цьому, якщо ( ) ( )bfaf = , на кінцях інтервалу ( )ba,  періодично 
продовжена функція ( )xF  розривів не має (рис. 14.6). 

У точках розриву ( )xf  усередині інтервалу ( )ba,  і на кінцях 
інтервалу (якщо ( ) ( )bfaf ≠ ) сума ряду дорівнює півсумі односторонніх 
границь функції ( )xf , тобто 

∑
∞

=

−++
=

π
+
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2

)0()0(sincos
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xfxf
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∑
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 −
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                 Y
                            у = F(x)

                 0      a                 b                  X

 
Рис. 14.6 

 
Якщо ( ) ( )bfaf ≠ , на кінцях інтервалу ( )ba,  маємо розриви 1-го 

роду; оскільки функція ( )xF  – періодична, за її значення в точках розриву 
a  і b  можна взяти однакові значення, які дорівнюють середньому 
арифметичному граничних значень ( ))0()0(2

1 −++ bfaf , що збігається з 

сумою ряду Фур'є (рис. 14.7). 
                         у = F(x)

                     0   a       b                       X

 
Рис. 14.7 

Вважаючи також у точках розриву ( )xf  значення функції рівним 

середньому арифметичному граничних значень ( ))0()0(2
1 −++ xfxf , 

одержуємо, що періодична функція ( )xF  – це сума ряду Фур'є, яка 
збігається з ( )xf  на [ ]ba, . Графік суми ряду Фур'є є сукупністю кривих та 
ізольованих точок. 

Приклад. Зобразити 2)( xxf =  рядом Фур'є на інтервалі (1; 3) (рис. 14.8). 

               Y             y = F(x)
                9

                5

                1

    -3   -1  0   1      3      5                          X

 
Рис. 14.8 
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Розв’язання. Період 1,2132 ==−== llT ; у точках розриву 
( ),...2,1,0,12 =+= kkx  сума тригонометричного ряду дорівнює 

5)31(
2
1 22 =+ , що можна прийняти і як значення функції ( )xF . 

Знаходимо: ∫ =π=
3

1

cos)( xdxkxfak  
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π
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,)1(4)cos 22π

−
=π−

k
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k
 де ,)1(3coscos;0sin3sin kkkkk −=π=π=π=π  

∫ ∫ ===π
3

1

3

1

2
0 .

3
26;0cos dxxaxdxk  

Аналогічно обчислюються коефіцієнти kb :  

∫ π
−

=π=
3

1

.)1(8sin)(
k

xdxkxfb
k

k  

Одержимо розвинення в ряд Фур'є:  
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Скориставшись значенням суми ∑
∞

=

π
=

1

2

2 6
1

k k
, одержимо, наприклад, при 

1=x  суму ряду Фур'є, яка дорівнює 5: 
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що збігається з середнім арифметичним односторонніх границь: 
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
 +

== xx
xx  

 
14.5.4. Розвинення в ряд Фур'є функцій, заданих на відрізку [ ]l0,   

 
При практичному використанні рядів Фур'є як проміжок, на якому 

нас цікавить поводження функції, зручно взяти [ ]l,0 , тобто 0,a b l= = . 
Поставимо задачу побудови ряду Фур'є для функції, заданої на[ ]l,0 . 

Поза відрізком [ ]l,0  поводження функції для нас не має значення. 
Таким чином, проміжок [ ]l,0  можна вважати періодом, проте в цьому 
випадку необхідно обчислювати коефіцієнти ka  і kb , тобто будувати 
повний ряд Фур'є. 

Задачу розвинення в ряд Фур'є можна розв’язати так: виберемо 
довільну функцію на відрізку [ ]0,l−  і визначимо на всьому відрізку [ ]ll,−  
деяку функцію 

[ ]
[ )

( ), 0, ,
( )

( ), ,0 .

f x x l
F x

g x x l

 ∈= 
∈ −

 

Функція ( )xF  визначена в інтервалі завдовжки l2 ; має розвинення у свій 
ряд Фур'є на відрізку [ ]ll,− , за винятком, можливо, точок 0, =±= xlx  і 
точок розриву функцій ( )xf  і ( )xg . 

Однак перевага віддається найчастіше парному або непарному 
продовженню функції на проміжок [ )0,l− , коли утворюється розвинення в 
неповний ряд Фур'є.  

а) Продовжимо функцію парним способом на проміжок [ )0,l− , 
вважаючи  

[ ]
[ )




−∈−
∈

=
0,),(

,0),(
)(1 lxxf

lxxf
xf  (рис. 14.9), тоді ( ),...2,10 == kbk ; 
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l
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0 0
1 cos)(2cos)(2 , ( ),...2,1,0=k ; 
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[ ] ∑
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l l
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При 0=x  та lx =  даний ряд збігається відповідно до ( )00 +f  і до ( )0−lf . 
                            Y

 -3l               -l                  l                 3l     X  
Рис. 14.9 

 
б) При непарному продовженні (рис. 14.10) вважаємо:  

[ ]
[ )




−∈−−
∈

=
0,),(

,0),(
)(1 lxxf

lxxf
xf , тоді ( ),...2,1,00 == kak ; 
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π
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l l

k dx
l
xkxf

l
dx

l
xkxf

l
b

0 0
1 sin)(2sin)(2 , ( ),...2,1=k . 

При непарному продовженні в точках 0=x  та lx =  сума 
тригонометричного ряду дорівнює 0 і сам ряд має вигляд 

[ ]∑
∞

=

π
=

1,0
sin)(

k
k

l l
xkbxf . 

 
                           Y 
 
 
 
          -2l        -l       0     l          2l     3l     X 
 
 
  

Рис. 14.10 

Відзначимо, що при різних аналітичних виразах функції )(1 xf  на 
[ )0,l−  і на проміжку ( )l,0  ми одержуємо різні аналітичні вирази однієї і 
тієї ж функції ( )xf : або у вигляді ряду косинусів, або у вигляді ряду 
синусів, або у вигляді повного ряду Фур'є. 
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Теорема. Функцію ( )xf , що задана і диференціюється на ( )l,0 , 
можна нескінченною множиною способів розвинути в тригонометричний 
ряд. 

Можливість вибору продовження функції дозволяє, наприклад, 
побудувати ряд, у якому амплітуди гармонік спадають швидше, або ряд, 
коефіцієнти якого обчислюються простіше. 

Приклад. Розвинути по косинусах функцію xxf 2)( = , задану на 
[0,3] (рис. 14.11). 

                                Y

                                6

        -9    -6    -3   0      3     6      9             X

 
Рис. 14.11 

 
Розв’язання. На відрізок [–3,0] функція продовжується парно, 

випливає: ( ),...2,10 == kbk , 3=l , період 6=T . Маємо: 

;3
2

;6
3
22

3
2

3

0

03

0
2

0 ∫ ====
a

xxdxa  

∫ ∫ =
π

⋅π
⋅

=
π

=
3

0

3

0

)
3

(sin
3

43
3

cos2
3
2 xkxd

k
dxxkxak  

( ) =−π
π

=
π

ππ
=













 π
−

π
π

= ∫ 1cos12
3

cos34
3

sin
3

sin4
22

3

0

3

0

3

0
k

k
xk

kk
dxxkxkx

k
 

( )( )1112
22 −−

π
= k

k
; 

[ ]
( )( )∑

∞

=

−
π

−
π

−
π

+=
π

−−
π

+=
1

22223;0 3
3cos

3
2

3
cos2(123

3
cos1111232

k

k xxxk
k

x  

( )
( ) ( )

( )∑
∞

= +

π+

π
−=−

π+

+
−−

π
−

0
2222 .

12
312cos243)

3
12cos

12
2

3
5cos

5
2

k k
xkxk

k
x

  



 331 

Приклад. Розвинути в ряд Фур'є функцію 
[ ]

[ ]



∈−
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=
2;1,2

1;0,1
)(

xx
x

xf  

(рис. 14.12).  
                           Y 
 
 
 
                            1 
 
  -4          -2             0          2             4      X 
  

Рис. 14.12 

Розв’язання. Маємо: 22,1 === lTl . 
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14.5.5. Комплексна форма ряду Фур'є 
 

Нехай ( )xf  – періодична функція періоду π= 2T , що задовольняє 
умови існування розвинення в ряд Фур'є, тоді ряд Фур'є може бути 
записаний у комплексній формі:  

∑ ∫
+∞=

−∞=

π

π−

− ±±=
π

==
n

n

inx
n

inx
n ndxexfcecxf ),2,1,0(,)(

2
1,)(  . 

Комплексна форма ряду Фур'є функції ( )xf  періоду lT 2=  має 
вигляд: 
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Приклад. Подати у вигляді комплексної форми ряду Фур'є функцію 
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Розв’язання. Знаходимо коефіцієнти ряду Фур'є: 
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14.6. Інтеграл Фур'є 
 
14.6.1. Подання функції у вигляді інтеграла Фур'є 

 
Нехай функція ( )xf  задана на всій числовій осі і на кожному 

відрізку завдовжки l2  задовольняє умови теореми Діріхле. Крім того, 
припустимо, що ( )xf  абсолютно інтегровна на всій числовій осі, тобто 

невласний інтеграл ∫
∞+

∞−

dxxf )(  збігається. Тоді ( )xf  зображується 

інтегралом Фур'є, тобто 

( )∫
∞+

+=

0

,sin)(cos)()( duuxubuxuaxf                               (14.12) 

де  
1( ) ( )cos ;
π

1( ) ( )sin .
π

a u f t utdt

b u f t utdt
















                                     (14.13) 

Підставляючи в (14.12) вирази ( )ua  та ( )ub  (формули (14.13)) одержимо 
подвійний інтеграл Фур'є:  

∫ ∫
∞+ ∞+

∞−

−
π

=

0

)(cos)(1)( dtxtutfduxf .                          (14.14) 

У точках розриву ( )xf  заміняється сумою ( ).)0()0(
2
1

++− xfxf  У 

формулі (14.12) маємо розвинення функції ( )xf  на нескінченному 
проміжку );( +∞−∞  на гармоніки, частоти яких u неперервно змінюються 
від 0 до ∞ . 

При розвиненні періодичної функції в ряд Фур'є частоти гармонік 

l
nun
π

=  відрізнялися між собою на стале число 
l

un
π

=∆ . Кожна з 

зазначених гармонік мала свою амплітуду. При цьому періодичні функції 
мали дискретний спектр, тобто зображувалися у вигляді окремих гармонік. 
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Неперіодична функція має неперервний спектр; частоти гармонік, що 
її утворюють, змінюються неперервно. Функції ( )ua  і ( )ub  визначають 
розподіл амплітуд залежно від частоти u .  

Якщо функція ( )xf  – парна і задовольняє умови зображення її 
інтегралом Фур'є, то за властивістю інтегралів на симетричному відносно 
початку координат проміжку, маємо 

∫
∞

=
π

=

0

.0)(,cos)(2)( ubutdttfua                              (14.15) 

Інтеграл Фур'є  парної функції має вигляд 

∫
∞

=

0

.cos)()( uxduuaxf                                      (14.16) 

Для непарної функції зображення інтегралом Фур'є буде: 

∫
∞

=
π

=

0

;0)(,sin)(2)( uautdttfub                              (14.17) 

∫
∞

=

0

.sin)()( uxduubxf                                       (14.18) 

 
 
 

14.6.2. Інтеграл Фур'є у комплексній формі 
 

Нехай функція ( )xf  має на кожному скінченному інтервалі 
скінченне число точок розриву 1-го роду й абсолютно інтегровна на всій 
числовій осі, тоді 

∫
∞+

∞−
π

= ,)(
2
1)( dueuFxf iux                                             (14.19) 

де       

∫
∞+

∞−

−= .)()( dtetfuF iut                                              (14.20) 
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Вираз ( )xf  за формулою (14.19) називають комплексною формою 
інтеграла Фур'є. Підстановка (14.20) у (14.19) приводить до подвійного 
інтеграла Фур'є в комплексній формі: 

∫ ∫
∞+

∞−

−
∞+

∞−
π

= .)(
2
1)( )( dtetfduxf txiu                              (14.21) 

Функцію ( )uF  називають перетворенням Фур'є функції ( )xf , або 
спектральною щільністю. 

Приклад. Зобразити інтегралом Фур'є функцію 






<
≥=

−

.0,0
0,)(

x
xexf

x
 

Розв’язання. Функція 1≤− xe  при 0≥x , тобто є обмеженою; крім того,  

∫∫
∞

∞−−
∞+

∞−

=−==

0
0

1)( xx edxedxxf . 

Отже, ( )xf  задовольняє умови теореми Діріхле. 

∫ ∫ ∫ ∫
∞ ∞+

∞−

∞ ∞+
− =−

π
=−

π
=

0 0 0

)(cos1)(cos)(1)( dtxtuedudtxtutfduxf t  

∫ ∫
∞ ∞

− −
π

=

0 0

)(cos1 dttxuedu t . 

Обчислимо інтеграл:  

∫
∞ ∞+

−

−−

− −−−=

−−=

−=
−==

=−

0 0
)(sin1

)(sin1
)(cos)(cos txue

u
txu

u
v

dttxudv
dtedueu

dttxue t

tt

t  

∫ ∫
∞+ ∞+

−− =−−=−−

0 0

)(sin1sin1)(sin1 dttxue
u

ux
u

dttxue
u

tt  
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∫
∞+
−∞+

−
−−

−−−−=

−=

−=
−==

=

0
202 )(cos1)(cossin

)(cos1
)(sin dttxue

u
txu

u
e

u
ux

txu
u

v

dttxudv
dtedueu

t
t

tt

; 

∫
∞+
− +=−

+

0
22

2 cossin)(cos1
u

ux
u
uxdttxue

u
u t ; 

∫
∞+
−

+

+
=−

0
21
cossin)(cos

u
uxuxudttxue t . 

Отже, 

∫
∞+

+

+
π

=

0
21
cossin1)( du

u
uxuxuxf .                              (14.22) 

Вважаючи, наприклад, 0=x , знайдемо:  

2 0
0

1 1 1 1arctg
1 2 2

du u
u

+∞
+∞ π

= = ⋅ =
π + π π∫ , 

тобто права частина формули (14.22) дорівнює середньому арифметичному 

односторонніх границь 
2
1

2
00
=

+e . 

При 1=x : оскільки 
e

e 11 =− , 
e

du
u

uuu 1
1

cossin1

0
2 =

+

+
π ∫

∞+

. 

Приклад. Зобразити інтегралом Фур'є функцію 






>

≤
=

lx

lxx
xf

,0

,
)(  

(графік функції наведено на рис. 14.13). 
Розв’язання. Функція ( )xf  обмежена й абсолютно інтегровна; 

задовольняє умови теореми Діріхле, непарна. За формулою (14.17) 
знаходимо:  

∫∫ π
=

π
=

∞ l
utdttutdttfub

00

sin2sin)(2)( . 
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Рис. 14.13 

Інтегруючи частинами, маємо ,cos,sin,, 1111 u
utvutdtdvdtdutu −====   

що дає 

=












+−

π
=














+






−

π
= ∫

lll

u
ulul

u
lutdt

uu
uttub

0
2

00

sincos2cos1cos2)(  









+−

π
= 2

sincos2
u

ul
u

ull . 

Випливає: ∫
∞

+−
π

=

0
2 sinsincos2)( uxdu

u
ulululxf .  

Приклад. Зобразити інтегралом Фур'є в комплексній формі функцію 
1

0

, x l ,
f ( x )

, x l.

 ≤= 
>

 

Розв’язання. За формулою (14.21), обчислюючи спочатку 
внутрішній інтеграл, знаходимо:  

( ) =
−

=−−=−=∫
−

−
+−

−
−−

l

l

iuliuliux
lxiulxiul

l
txiutxiu

i
ee

u
eee

iu
e

iu
dte )()()()( 11  

ul
u

eiux
sin2= ; 

таким чином, ( ) due
u
ulxf iux∫

∞+

∞−
π

=
sin1 . 

 



 338 

Контрольні приклади та запитання до гл. 14 

Перш ніж приступити до виконання індивідуального розрахункового 
завдання, читачеві рекомендується разом з нами розв’язати кілька 

типових задач, заміняючи знак ∗  необхідними числами і виразами. 
Приклад 14.1. Дослідити ряд на збіжність 

1

4n

n
n

n!
n

∞

=

⋅∑ . 

Розв'язання. Для дослідження збіжності ряду скористаємося ознакою ∗  
(1 – Коші радикальним, 2 – Коші інтегральним, 3 – Даламбера, 4 – 
порівняння у формі нерівності, 5 – порівняння в граничній формі). 
Знайдемо границю відношення  

( )
( ) ( )

( )

1

1 1

1

4 1
1 4 1

lim lim lim 4lim
4 1 4

n

n n n

n n nn n n n

n

n !
n n !n n

n! n n!
n

+

∗+ +

+→∞ →∞ →∞ →∞

⋅ +

 + ⋅ +∗
= = = = ⋅∗ ∗+ ⋅  

 

lim1 44lim 4 1n

n

n e →∞

∗ ∗
∞ ∗

→∞

 + − ∗
= ∗ = = = > 

∗ ∗ 
. 

Отже, ряд ∗   1 – збігається; 2 – розбігається. 
Приклад 14.2. Дослідити ряд на збіжність 

( )3 23
1

1arctg
1

/
n

n
n

∞

=

+

+
∑ . 

Розв'язання. Для дослідження збіжності ряду скористаємося ознакою ∗ . 
Загальний член ряду 

( )3

1 1arctg
1

n n n

n na ~ ~
n nn

∗ ∗ ∗→+∞ →+∞

+
= ∗ =

+
. 

Ряд 
1

1

i n

∞

∗
=
∑  є узагальненим гармонічним і 1p = ∗ > , отже, цей ряд ∗   1 – 

збігається; 2 – розбігається. І за ознакою ∗  вихідний ряд також ∗   1 – 
збігається; 2 – розбігається. 
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Приклад 14.3. Дослідити ряд на збіжність 
2

1

1
2 5

n

n

n
n

∞

=

+ 
 + ∑ . 

Розв'язання. Скористаємося ознакою ∗ . Для цього обчислимо 
границю: 

1 1 1lim lim lim 0
2 5 2 5

n n
nn n n

n na
n n

∗∗ ∗

→∞ →∞ →∞

 + +   = = = = < ∗    + + ∗     
. 

Отже, за ознакою ∗  ряд ∗   1 – збігається; 2 – розбігається. 

Приклад 14.4. Дослідити ряд на збіжність 

( ) ( )1

1
2 1 ln 2n n n

∞

=
+ +∑ . 

Розв'язання. Розглянемо допоміжний ряд 
( ) ( )1

1
2 ln 2n n n

∞

=
+ ⋅ +∑  і 

дослідимо його на збіжність за ознакою ∗ . 
Для цього дослідимо збіжність невласного інтеграла 

( ) ( )
1

1
2 ln 2

I dx
x x

+∞

=
+ ⋅ +∫ . Обчислимо невласний інтеграл: 

( )
( ) ( )

( )
( ) 1

1 1

lim lim lim
2 ln 2 ln 2

b b
b

b b b

d d
I

x x x→∞ →∞ →∞

∗ ∗
= = = ∗ =

+ ⋅ + +∫ ∫ limln ln
b→∞

∗ − ∗ = ∗ . 

Тобто невласний інтеграл ∗  1 – збігається; 2 – розбігається, і, отже 

допоміжний ряд також ∗ . 
Позначимо члени рядів вихідного й допоміжного різними буквами: 

( ) ( )
1

2 1 ln 2na
n n

=
+ +

, 
( ) ( )

1
2 ln 2nb

n n
=

+ ⋅ +
. 

Розглянемо ( ) ( )
( )

( )2 ln 2
lim lim 0

ln 2
n

n n
n

n na ;
b n→∞ →∞

+ ⋅ +
= = ∗ ≠ ≠ ∞

∗ ⋅ +
. 
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Випливає, за ознакою порівняння в граничній формі ряди збігаються або 

розбігаються одночасно. З того, що допоміжний ряд ∗ , випливає, що 

вихідний також ∗ . 

Приклад 14.5. Дослідити ряд на збіжність 

( ) 2

1

11 sinn

n n

∞

=

−∑ . 

Розв'язання. Даний ряд є ∗  (1 – знакосталим; 2 – знакозмінним; 3 – 

знакопереміжним). Розглянемо ряд з абсолютних величин членів даного 
ряду: 

1n

∞

=

∗∑  і дослідимо його на збіжність. 

Скористаємося ознакою порівняння в граничній формі 

2 1 1sinn n
a ~

n n ∗→+∞
= ; з того, що 1p = ∗ > , ряд, утворений з абсолютних 

величин вихідного ряду, збігається. Отже, даний ряд ∗  (1 – збігається 

умовно; 2 – збігається абсолютно; 3 – розбігається). 
Приклад 14.6. Знайти область збіжності степеневого ряду 

( ) ( )1

1

1 5
3

n n

n
n

x
n

−∞

=

− −
⋅∑ . 

Розв'язання. Позначимо ( ) 11
3

n

n na
n

−−
=

⋅
. Знайдемо радіус збіжності 

ряду 

( ) ( )
( )

1 1

1

1 1 3
lim lim

3 1

n n

nnn n
n

n
R

a n

− +

→∞ →∞
+

− + ⋅∗
= = = ∗

⋅ ⋅ −
. 

R = ∗  – радіус збіжності степеневого ряду. Інтервал збіжності: 3x − ∗ <  

або 2 x< < ∗ . 

Дослідимо збіжність даного ряду на кінцях інтервалу. 
1) Нехай 2x = , тоді одержимо числовий ряд 
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( ) ( ) ( )1

1 1 1

1 2 5 1 3 1
3 3

n n n

n n
n n nn n

− ∗∞ ∞ ∞

= = =

− − −
= = −

⋅ ⋅ ∗∑ ∑ ∑  – це гармонічний ряд, тобто 

розбіжний. 
2) Нехай 8x = , тоді одержимо числовий ряд 

( ) ( ) ( )1

1 1

1 8 5 1
3

n n

n
n nn n

− ∗∞ ∞

= =

− − −
=

⋅∑ ∑ . 

Цей ряд знакопереміжний. За ознакою Лейбніца повинні виконуватись дві 
умови: 

1) 1n nn a a +∀ > . У нашому випадку na = ∗  і, отже, перша умова 
виконана. 

2) lim nn
a

→∞
= ∗ . Обчислимо 1lim

n n→∞
= ∗ , отже, і друга умова виконана. 

Випливає, ряд при 8x =  збігається. Розглянемо ряд з абсолютних величин: 

1n n

∞

=

∗∑ . Це гармонічний ряд, і він розбігається. Тоді можна зробити 

висновок про те, що вихідний ряд при 8x =  ∗  (1 – збігається умовно; 2 – 
збігається абсолютно; 3 – розбігається). 
Відповідь: ( ]2 8;  – область збіжності вихідного ряду. 
 

Лабораторна робота 14. Дослідження збіжності рядів  
і пошук їхньої суми за допомогою системи Maple 

 
Завдання 1. Знайти суму ряду. 

а)
 ( )∑
∞

= +1n 1nn
1 ; б) ∑

∞

=






 +

1n n
11ln ; в) ∑

∞

= −−2n
2 5n12n9

24 . 

Виконання. Для виконання операції підсумовування використаємо 
команду 
sum(expr,var=var1..var2), де expr – вираз, що залежить від змінної 
підсумовування var, var1, var2 – межі підсумовування (вони можуть бути 
як скінченними, так і нескінченними). Позначимо через S суму ряду. Якщо 
MAPLE не може обчислити задану суму, то замість S виводиться 
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аналітичний запис суми ряду. Наприклад, потрібно знайти суму ряду 

∑
∞

=






 +

1n n
11ln . Задаємо команду 

<S:=sum(ln(1+1/n),n=1..infinity); 

∑
∞

=






 +=

1n n
11ln:S , 

з того, що виведений результат – формула, робимо висновок, що MAPLE 
не може обчислити задану суму. 
Переходимо до виконання завдання: 
а) > S:=sum(1/(n*(n+1)),n=1..infinity); 

1:S = ; 
б) > S:=sum(1/(n^(2/3)),n=2..infinity); 

∞=:S ; 
в) > S:=sum(24/(9*n^2-12*n-5),n=2..infinity); 

5:S = . 

Завдання 2. Дослідити збіжність числових рядів: а)
( )1

1
1n n n

∞

= +∑  ; б) 2
32

1
n n

∞

=
∑ ; 

в) 2
1

24
9 12 5n n n

∞

= − −∑ , г) 
( )2

3
2 1n

n

n
n

∞

=

+
−∑ ; д) 

1

n

n

n
n!

∞

=
∑ ; е) 

2

2
1

2 1
3 5

n

n

n
n

∞

=

 +
 + 

∑ . 

 

Виконання. При дослідженні на збіжність будемо опиратися на 
визначення збіжного ряду – ряд називається збіжним, якщо існує скінченна 
границя послідовності його часткових сум lim nn

S S
→∞

= . Позначимо S – суму 

ряду, na  – загальний член ряду. Таким чином, якщо ∑
∞

=
=

1n
naS  – скінченне 

число, то ряд збігається, якщо ∞=S , – розбігається. 
 

а) > S:=sum(1/(n*(n+1)),n=1..infinity); 
1:S = ,  (ряд збігається); 

б) > S:=sum(1/(n^(2/3)),n=2..infinity); 
∞=S ,  (ряд  розбігається); 

в) > S:=sum(24/(9*n^2-12*n-5),n=2..infinity);  
5:S = ;  (ряд збігається); 
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г) > an:=(n+3)/((2^n)*(n-1)); 

( )1n2
3n:an n −

+
= ; 

>S:=sum(an,n=2..infinity); 

( )
2
12ln2:S += ;  (ряд 

збігається); 
д) > an:=(n^n/n!); S:=sum(an,n=1..infinity); 

!n
n:an

n
= ;   ∑

∞

=
=

1n

n

!n
n:S ; 

Maple не може обчислити суму, використаємо для дослідження ряду 
ознаку Даламбера. Позначимо 1an  – ( )1n + -й член ряду, limDal  – границя 

відношення 1lim n

n
n

aDal : lim
a
+

→∞
= . 

>an1:=subs(n=n+1,an);  

( )( )

( )!1n
1n:1an

1n

+
+

=
+

; 

5:S = . 
>limdal:=limit(an1/an,n=infinity); 

e:Dallim = ; 
>if (limDal<1) then print("ряд_збігається") fi; 
if (limDal>1) then print("ряд_розбігається")fi; 
if (limDal=1) then 
print("використайте_інший_ознаку")fi; 

ряд_розбігається. 
е) > an:=((2*n^2+1)/(3*n^2+5))^n; 

n

2

2

5n3
1n2:an 








+
+

= ; 

>S:=sum(an,n=1..infinity);  

∑
∞

=









+
+

=
1n

n

2

2

5n3
1n2:S ; 
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Maple не може обчислити суму, використаємо для дослідження ряду 
радикальну ознаку Коші. Позначимо   lim lim n

nn
Koshi a

→∞
= . 

> limKoshi:=limit(an^(1/n),n=infinity); 

3
2Koshilim = ; 

>if (limKoshi<1) then print("ряд_збігається") fi; 
if (limKoshi>1) then print("ряд_розбігається")fi; 
if (limKoshi=1) then 
print("використайте_інший_ознаку")fi; 

ряд_збігається. 
Завдання 3. Розвинути функцію в ряд Тейлора за степенями x : 

а) ( )2ln 4 x x+ − ; б) 
x34

x2

−
; в) arcsinx x

x
− . 

Виконання. Для розвинення виразу rexp , що залежить від змінної x , у 
ряд Тейлора в точці ax = до членів порядку n , використовуємо команду 
taylor(expr,x=a,n). 
а)  > f:=ln(4+x-x^2);   

( )2xx4ln:f −+= ; 
> taylor(f,x=0,7); 

( ) ( )765432 xx
8192
99x

5120
101x

1024
49x

192
13x

32
9x

4
14ln Ο+−+−+−+  ; 

б) > f:=x^2/sqrt(4-3*x); 

x34
x:f

2

−
= ; 

> taylor(f,x=0,5); 

( )5432 xx
256
27x

16
3x

2
1 Ο+++ ;

 
в) > f:=arcsin(x)/x-x; 

x
x

xarcsin:f −= ; 

>taylor(f,x=0,6); 
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( )642 xx
40
3x

6
1x1 Ο+++− . 

Завдання 4. Обчислити наближене значення визначеного інтеграла 

∫ +

2
1

0
4 dx

x1
1 , взявши 3 члени розвинення підінтегральної функції в ряд, 

оцінити похибку. 
Виконання. Введемо позначення f  – підінтегральна функція, g  – 
результат розвинення функції f  в ряд Тейлора ( g  є змінною типу series, 
тобто формальним поданням розвинення). Для перетворення змінної g  в 
алгебраїчний вираз застосовується команда convert(g,polynom), 1g  – 
результат цього перетворення, 1i  – визначений інтеграл від функції  1g . 
>f:= (1/(1+x^4)); g:=taylor((1/(1+x^4)),x=0,3); 

4x1
1:f
+

= ;        ( )4x1:g Ο+= ; 

як бачимо, серед трьох перших членів розвинення тільки один відмінний 
від нуля, щоб отримати розкладання із трьома не рівними нулю членами, 
задамо 12n = . 
> g:=taylor(f,x=0,12); 

( )1284 xxx1:g Ο++−= ; 
> g1:=convert(g,polynom); 

84 xx1:1g +−= ; 
> i1:=int(g1,x=0..(1/2)); 

23040
11381:1i = . 

Розглянутий ряд є знакопереміжним, тому похибка обчислення del не 
перевищує величини першого з відкинутих членів. Для оцінки похибки 
обчислення одержимо розвинення функції в ряд із чотирма відмінними від 
нуля членами ( 2g  – алгебраїчне вираження цього ряду) і обчислимо 
інтеграл і2, а потім знайдемо абсолютну величину різниці  

1 2del i i= − , що є максимально можливим значенням похибки. 
>g:=taylor(f,x=0,16);g2:=convert(g,polynom); 
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( )161284 xxxx1:g Ο+−+−= ; 
1284 xxx1:2g −+−= ; 

> i2:=int(g2,x=0..(1/2)); 

4792320
2367203:2i = ; 

> del:=abs(i1-i2); 

106496
1:del = . 

Завдання 5. Записати у вигляді розвинення в ряд частинні розв’язки  
диференціальних рівнянь  із початковими умовами: 
а) 2 2y x y′ = − , 

0
0

x
y

=
= ; б) 2 2y y xy x′ = + + , 

0
1

x
y

=
= . 

Виконання. Для розв'язання рівнянь використуємо команди пакету 
DEtools. Для одержання розв'язку у вигляді ряду потрібно в команді dsolve 
задати значення type=series. Через eqn1, eqn2, eqn3 – позначені рівняння, 
що розв’язуються, через cond1, cond2, cond3 – початкові умови до них. 
а) > with(DEtools): 
> eqn1:=diff(y(x),x)=x^2)-y^2; 

( ) 22 yxxy
x

:1eqn −=
∂
∂

= ; 

> cond1:=y(0) =0; 
( ) 00y:1cond == ; 

> dsolve({eqn1,cond1},y(x),type=series); 

( ) 3x
3
1xy = . 

б) > eqn2:=diff(y(x),x)=y^2+x*y+x^2; 

( ) 22 xxyyxy
x

:2eqn ++=
∂
∂

= ; 

> cond2:=y(0) =1; 
( ) 10y:2cond == ; 

> dsolve({eqn2,cond2},y(x),type=series); 

( ) ( )65432 xx
2
5x

8
17x2x

2
3x1xy Ο++++++= . 
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Контрольні завдання до гл. 14 
 
Завдання 1. Знайти суму ряду. 

14.1.1. ∑
∞

= −−1
2 351236

1

n nn
. 

14.1.3. ∑
∞

= −−1
2 239

6

n nn
. 

14.1.5. ∑
∞

= −−1
2 335649

7

n nn
. 

14.1.7. ∑
∞

= −+1
2 351236

6

n nn
. 

14.1.9. ∑
∞

= −+2
2 2

2

n nn
. 

14.1.11. ∑
∞

= −1
2 94
3

n n
. 

14.1.13. ∑
∞

= −−1
2 15816

2

n nn
. 

14.1.15. ∑
∞

= −+1
2 2039

3

n nn
. 

14.1.17. ∑
∞

= −−1
2 52436

1

n nn
. 

14.1.2. ∑
∞

= −+1
2 15816

1

n nn
. 

14.1.4. ∑
∞

= −+1
2 12749

14

n nn
. 

14.1.6. ∑
∞

= −−1
2 6525

10

n nn
. 

14.1.8. ∑
∞

= −+1
2 102149

14

n nn
. 

14.1.10. ∑
∞

= −−1
2 63549

1

n nn
. 

14.1.12. ∑
∞

= −+1
2 6525

1

n nn
. 

14.1.14. ∑
∞

= −+1
2 102149

14

n nn
. 

14.1.16. ∑
∞

= −+1
2 404249

7

n nn
. 

14.1.18. ∑
∞

= −−1
2 138449

21

n nn
. 
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14.1.19. ∑
∞

= −+1
2 344

8

n nn
. 

14.1.21. ∑
∞

= −+1
2 2039

1

n nn
. 

14.1.23. ( )∑
∞

= −3
2 4
1

n nn
. 

14.1.25. ( )( )∑
∞

=
−−

3
21

4

n
nnn

. 

14.1.27. ( )( )∑
∞

=
++

1
21

1

n
nnn

. 

14.1.29. ∑
∞

= −+1
2 239

1

n nn
. 

14.1.20. ∑
∞

= −−1
2 15816

1

n nn
. 

14.1.22. ∑
∞

= −−1
2 247049

2

n nn
. 

14.1.24. ( )∑
∞

= −2
2 1
1

n nn
. 

14.1.26. ( )( )∑
∞

=
++

+

1
21

43

n
nnn

n . 

14.1.28. ( )∑
∞

= −

+

3
2 1

13

n nn
n . 

14.1.30. ( )( )∑
∞

=
−−

−

3
21

4

n
nnn

n . 

 

Завдання 2. Дослідити збіжність числових рядів.  

14.2.1. 
nn

un )1(
1
+

= . 14.2.2. 
)110(

1
+

=
nn

un . 

14.2.3. 
( )nn

nu
2

12 −
= . 14.2.4. 

1)1(
1

2 −+
=

n
un . 

14.2.5. 
)13)(23(

1
+−

=
nn

un . 14.2.6. 
12 2

2

+
=

n
nun . 

14.2.7. 
12 +

=
n

nun . 14.2.8. 
n

n n
nu 








+
=

13
3 . 
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14.2.9. 
56 −

=
n
nun . 14.2.10. 

)1(
12

+
+

=
nn
nun . 

14.2.11. 
n

n n
nu 








+
+

=
13
12 . 14.2.12. 

12
)1( 5

+
+

=
n

nun . 

14.2.13. 
12 3 +

=
n

nun . 14.2.14. nn n
u

2
1

= . 

14.2.15. 
23

1
2 −

=
n

un . 14.2.16. 
n

n n
nu 








−
+

=
12
1 . 

14.2.17. 
1

1
+

=
nn

un . 14.2.18. 2)12(
1
−

=
n

un . 

14.2.19. nnn
nu

32

5

+
= . 14.2.20. 

nn
un ln

1
= . 

14.2.21. 
15
12

+
+

= n

n

nu . 14.2.22. 
12

1
2 −

=
n

un . 

14.2.23. 
)12)(12(

1
+−

=
nn

un . 14.2.24. 
15

2
+

= n

n

nu . 

14.2.25. 2)12(
4
+

= n

n

nu . 14.2.26. nn
nu
3

12 −
= . 

14.2.27. n

n

n n
u

12 −
= . 14.2.28. 

1
1

2 ++
+

=
nn

nun . 

14.2.29. 
15
12

+
+

= n

n

nu . 14.2.30. 
n

n n
nu 








+
+

=
13
12 . 

 

Завдання 3. Дослідити збіжність числових рядів. 
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14.3.1. ∑
∞

=

+

1
22

2

cos
1

n nn
n . 

14.3.2. 

( )

∑
∞

= +

−+

1 2
2

11arcsin

n
n

n

n
. 

14.3.3. ( )( )
( )∑

∞

= +

−+

1
21ln
13arctg

n

n

n
. 14.3.4. ∑

∞

= +

π

2
3 3 1

3
sin

n n
n . 

14.3.5. ∑
∞

= −

−
π

2
2

4 4 1arctg2

n nn

n
. 

14.3.6. ∑
∞

= +1
35

ln

n nn

n . 

14.3.7. ∑
∞

=

π
+

1
33
13

sin3

n n
ctg

n

n

. 14.3.8. ∑
∞

= +

π

1

2

32
4

sin

n
n

n

. 

14.3.9. ∑
∞

= ++1
3 2

ln

n nn
n . 14.3.10. ∑

∞

= 





 π

+

+

1 3

2

3
sin3

23

n
nn

n . 

14.3.11. ∑
∞

= +1
4

22

3
cos

n n
nn . 14.3.12. ∑

∞

= +

+

1 2

3 3

3

2ln

n nn

nn . 

14.3.13. ∑
∞

= +

−

2 2 2

1arccos

n nn
n

n

. 
14.3.14. ( )

( )
∑
∞

= +

−

1
2 2

1arcctg

n

n

nn
. 

14.3.15. ( )∑
∞

=
+
−+

1
33
12

n
n

n
. 

14.3.16. ∑
∞

= 





 +

+
1

6
sin2

12
2sin

n nn

n
π

π

. 

14.3.17. ∑
∞

= +3
3 22 lnln

1

n nnn
. 14.3.18. ∑

∞

=1
2

2 2cos

n

n

n
. 

14.3.19. ∑
∞

=1
3

32sin

n nn
nn . 

14.3.20. 

( )

∑
∞

= +

−+

1
3 3

2
12arctg

n

n

n

n
. 
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14.3.21. ∑
∞

=1
4 9
ln

n n

n . 14.3.22. ( )∑
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=

−+

1
2

2 12arcsin
n

n

n
n . 
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=
++

π

1

2

32
4
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n
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n
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=

−+

1
3

13sin
n

n
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n . 
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3
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1
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. 
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1
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2
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n

n

n

n
. 
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1
2 13
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n n
n . 
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=

π
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3 4
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12sin

n

n

n
. 14.3.30. 

( )
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+

−

1
2 1

1
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n

n

n
n
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. 

 
Завдання 4. Дослідити збіжність числових рядів.  
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Завдання 5. Дослідити збіжність числових рядів.  
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Завдання 6. Дослідити збіжність числових рядів. 
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Завдання 7. Дослідити збіжність числових рядів. 
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Завдання 8. Дослідити збіжність числових рядів. 
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Завдання 9. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність 
знакопочережні числові ряди. 
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Завдання 10. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність числові 
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Завдання 14. Знайти області збіжності функціональних рядів. 
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Завдання 15. Знайти області збіжності функціональних рядів. 
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Завдання 16. Знайти суму ряду. 
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Завдання 17. Розкласти функцію в ряд Тейлора за степенями х. 
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14.17.5. 3 27 xx − .  14.17.6. ( )22ln xx −+ . 

14.17.7. 243
5

xx ++
.  14.17.8. 

x516
1
+

. 

14.17.9. 3
1

x
chx + .   14.17.10. ( )245ln xx −+ . 

14.17.11. 26
2

xx −−
.  14.17.12. xxx −








3
sin2 . 

14.17.13. 
x

x
34

2

−
.  14.17.14. 221

15
xx −+

. 

14.17.15. 3 27 x− .  14.17.16. 
x

xarctg 2
. 
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14.17.17. ( )23107ln xx ++ . 14.17.18. 
67

3
2 +− xx

. 

14.17.19. xxx −







2
sin2 2 . 14.17.20. 32 38 xx − . 

14.17.21. x
x

x
−

arcsin .  14.17.22. ( )234ln xx −+ . 

14.17.23. 21314
3

xx −−
.  14.17.24. ( ) xx 3sin2− . 

14.17.25. 3 427 x
x
−

.  14.17.26. 33
−

x
xsh . 

14.17.27. ( )261ln xx −+ .  14.17.28. 
152

8
2 −+ xx

. 

14.17.29. 
x

e x 21 −− .  14.17.30. 
x
e x−−1 . 

 
Завдання 18. Обчислити визначений інтеграл з точністю до 0,001, 

розклавши підінтегральну функцію в ряд і почленно інтегруючи цей ряд. 

14 ∫ +
5,0

1,0

2 )1ln(.1.18. dxx . 14. ∫
5,0

1,0
2

2sin.11.18 dx
x

x . 14. ∫ −
5,0

1,0

9,0 2
.21.18 dxe x . 

14. ∫ +
5,0

1,0

)1ln(.2.18 dxxx . 14. ∫ +
5,0

1,0

3 )1ln(.12.18 dxxx .  14. ∫
25,0

1,0

4sin.22.18 dx
x

x . 

14.18.3. ( )∫ +
5,0

1,0

1ln dxx . 14. ∫
5,0

1,0

2 sin.13.18 xdxx . 14. ∫ −
4,0

1,0

5,0 2
.23.18 dxe x . 

14. ∫ +
5,0

1,0

21.4.18 dxx . 14. ∫ +

5,0

1,0
21

.14.18 dx
x
x . 14. ∫ −

5,0

1,0 1
1ln.24.18 dx

x
. 

14.18.5. ∫
25,0

1,0

3cos dxx . 14.18. ∫ +

5,0

1,0
41

.15
x

dx .  14.18. ∫ +
5,0

1,0

2 )1ln(.25 dxxx . 

14.18.6 ∫
5,0

1,0

. dxex x .  14. ∫
5,0

1,0

2cos.16.18 dxxx . 14. ∫ +
5,0

1,0

3 )1ln(.26.18 dxxx . 
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14. ∫
5,0

1,0

cos.7.18 dxx  . 14.18. ∫ −
4,0

1,0

25,0.17 dxex x . 14. ∫
5,0

1,0

sin.27.18 dx
x
x . 

14. ∫
5,0

1,0

2.8.18 dxarctgx . 14. ∫ −
5,0

1,0

2 2
.18.18 dxe x . 14. ∫

25,0

1,0

3 cos.28.18 xdxx . 

14. ∫
5,0

1,0

2sin.9.18 dxxx . 14. ∫
5,0

1,0

3 cos.19.18 xdxx . 14. ∫
5,0

1,0

sin.29.18 xdxx . 

14. ∫
−5,0

1,0

2

2

.10.18 dxe
x

 . 14. ∫
25,0

1,0

5sin.20.18 dx
x

x . 14. ∫
25,0

1,0

sin.30.18 dx
x

x . 

 
Завдання 19 
а) подати інтегралом Фур’є функції; 
б) написати інтеграл Фур’є в комплексній формі для функцій. 

14.19.1.  а) 




+><
+≤≤

=
klxlx

klxlh
xf

,,0
,

)( ; б) 






><
≤≤=

1,0,0
10,)(

2

xx
xxxf . 

14.19.2. а) 










>

≤−
=

2
,0

2
),21(

)(
kx

kxx
k

h
xf ; б) 







<
>ω=

−

0,0
0,sin)(

x
xxexf

x
. 

14.19.3. а) 0,0,)( ≥>α= α− xexf x  (довизначити f(x) на )0;(−∞  парним 
способом); 

б) 








>

<−
=

ax

ax
a
x

h
xf

,0

),1(
)( . 

14.19.4. а) 




∞<<
≤≤−

=
x

xx
xf

32,0
320,32

)(   

(довизначити непарним способом на від’ємну піввісь); 

б) 










π
>

π
<

=

a
x

a
xax

xf
,0

,cos
)( , a > 0. 
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14.19.5. а) 













π>

π=
π

−

π<≤π

=

x

x

xx

xf

,0

,
22

1

0,cos2

)(   

(довизначити непарним способом на від’ємну піввісь); 

б) 
sign 1

0 1

x, x ,
f ( x )

, x .

 <= 
>

 

14.19.6. а) 0,0,)( ≥>= − xkexf kx  (довизначити непарним способом на 
від’ємну піввісь); 

б) 
0 1

0 0 1
x, x ,

f ( x )
, x , x .

≤ ≤
=  < >

 

14.19.7. а) 
0 0

0 1
0 1

, x ,
f ( x ) x, x ,

, x ;

<
= π ≤ ≤
 >

 б) 0
0 0

xe cos x, x ,f ( x )
, x .

− >= 
<

 

14.19.8. а) 








>
=

<<
=

3,0
3,1

30,2
)(

x
x

x
xf   

(довизначити парним способом на від’ємну піввісь); 

б) 0
0 0

xe sin x, x ,f ( x )
, x .

− >= 
<

 

14.19.9. а) 
2 0 2

0 2
x , x ,

f ( x )
, x ;
− ≤ <

=  >
  

(довизначити парним способом на від’ємну напіввісь); 

б) 
1 [0 ]

0 [0 ]
cos x , x ; ,

f ( x )
, x ; .

− ∈ π
=  ∉ π

 

14.19.10. а) 








>
=

<<
=

3,0
3,1

30,2
)(

x
x

x
xf   

(довизначити непарним способом на від’ємну піввісь); 
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б) 
2 [0 ]

0 [0 ].
cos x, x ; ,

f ( x )
, x ;

∈ π
=  ∉ π

 

14.19.11. а) 




∞<<
≤≤−

=
x

xx
xf

23,0
230,32

)(   

(довизначити парним способом на від’ємну піввісь); 

б) 
2 0

0 0

xe cos x, x ,f ( x )
, x .

− >= 
<

 

14.19.12. а) 0,)( >= − aexf xa ;  б) 
2 1 [0 1 2]
0 [0 1 2]

x , x ; ,
f ( x )

, x ; .
− ∈

=  ∉
 

14.19.13. а) xexf x cos)( −= ;  б) 
2 4 [0 2]
0 [0 2]

x , x ; ,
f ( x )

, x ; .
− ∈

=  ∉
 

14.19.14. а) 
0

0
cos x, x ,

f ( x )
, x ;

< < π
=  ≥ π

 

б) 




>
∈−

=
32,0

]32;0[,23
)(

x
xx

xf   

(довизначити парним способом на від’ємну піввісь). 

14.19.15. а) 0,)( >= − axexf xa ;  б) 

22 1

1 1 2

0 2

x , x ,

f ( x ) , x ,

, x .

 − ≤
= < ≤
 >

 

14.19.16. а) 

1 1 0
1 0 1
0 1

x, x ,
f ( x ) x, x ,

, x ;

 + − < <


= − < <
 ≥

 б) 0 0
0 0

axe , x ,f ( x ) a ,
, x .

− >= >
<

 

14.19.17. а)
0 0

0 0

axe , x ,f ( x ) a ;
, x ,

−β ≥= >
<

   б) 
1 1 0

1 0 1
0 1

x, x ,
f ( x ) x , x ,

, x .

 + − ≤ <


= − + ≤ ≤
 >

 

14.19.18. а) 
2 2 1

1 1
2 1 2

x , x ,
f ( x ) x, x ,

x , x .

− − − < < −
= − < <
− + < <

 б) 0,)( >= − aexf xa . 
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14.19.19. а) 

1 2 2 0
1 2 0 2

0 2

h( x ), x ,
f ( x ) h( x ), x ,

, x ;

 + τ − τ ≤ ≤


= − τ < ≤ τ
 > τ

 б) 0,)( >= − axexf xa . 

14.19.20. а) 
0

0
sin x, x ,

f ( x )
, x .

< < π
=  ≥ π

  б) 
1 0

1 0
0

, x a,
f ( x ) , a x ,

, x a.

 < <


= − − < <
 >

 

14.19.21. а) 




>
≤≤−

=
1,0

10,1
)(

x
xx

xf   

(довизначити непарним способом на від’ємну піввісь); 

б) 0,
0,0

0,cos)( >α






<
>=

α−

x
xxexf

x
. 

14.19.22. а) ∞<<= − xexf x 0,)(   (довизначити парним способом на 
від’ємну піввісь); 

б) 
1 1 1

0 1 1

x , x ,
f ( x )

, x .

 − − ≤= 
− >

 

14.19.23. а) 
2 2 0 1
0 [0 1]

x , x ,
f ( x )

, x ; ;
+ ≤ ≤

=  ∉
  б) 

0
2

0 0

x xe cos , x ,
f ( x )

, x .

− ≥= 
 <

 

14.19.24. а) 

2

2

0
0 0

0

x

x

e , x ,
f ( x ) , x ,

e , x ;

− >


= =

− <

   б) 
1 2

0 2

, x ,
f ( x )

, x .

 ≤= 
>

 

14.19.25. а) 




>
≤≤−

=
3,0

30,31
)(

x
xx

xf   

(довизначити непарним способом на від’ємну піввісь); 

б) 
[ 1 1]

0 [ 1 1]
shx, x ; ,

f ( x )
, x ; .

∈ −
=  ∉ −

 

14.19.26. а) 
0
h, l x l k ,

f ( x )
, x l , x l k;

≤ ≤ +
=  < > +

 б) 
2 0 1

0 0 1
x , x ,f ( x )
, x , x .

 ≤ ≤= 
< >
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14.19.27. а) 

2(1 )
2

0
2

kh x , x ,
kf ( x )

k, x ;

 − ≤= 
 >


 б) 0
0 0

xe sin x, x ,f ( x )
, x .

− ω >= 
<

 

14.19.28. а) 
0 0

0 1
0 1

, x ,
f ( x ) x, x ,

, x ;

<
= π ≤ ≤
 >

  б) 0
0 0

xe cos x, x ,f ( x )
, x .

− <= 
>

 

14.19.29. а) 0 0
0 0

axe , x ,f ( x ) a ,
, x .

−β ≥= >
<

 б) 
1 1 0

1 0 1
0 1

x, x ,
f ( x ) x , x ,

, x .

 + − ≤ <


= − + ≤ ≤
 >

 

14.19.30. а) 
2 2 1

1 1
2 1 2

x , x ,
f ( x ) x, x ,

x , x ;

− − − < < −
= − < <
− + < <

 б) 0,)( >= − aexf xa . 

 
Завдання 20. 
14.20.1. а) Розкласти в ряд Фур’є функцію xy sin= ; 

б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію y= –7x + 4, 
);( ππ−∈x .  

14.20.2. а) Розкласти в ряд Фур’є по синусах функцію 2)( xxf =  на 
проміжку );0[ π . Зобразити графік функції та графіки трьох часткових сум 
ряду Фур’є; 

б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію y= 8 x –3, 
);( ππ−∈x .  

14.20.3. а) Розкласти в ряд Фур’є функцію 
0 0

0
, x ,

f ( x )
x, x ;

− π < <
=  ≤ < π

 

б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію y=ch3x, )3;3(−∈x .  

14.20.4. а) Розкласти в ряд Фур’є функцію 
0

0
x, x ,

f ( x )
, x ;

− π ≤ <
= π < ≤ π

 

б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію y= xe3 , );0( ex∈ .  

14.20.5. а) Розкласти в ряд Фур’є функцію 
1 1 0

0 1
, x ,

f ( x )
x, x ;

− ≤ <
=  < ≤
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б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію y=3x–8, 
);( ππ−∈x .  

14.20.6. а) Розкласти в ряд Фур’є функцію f(x) = sinax (a – неціле) у 
проміжку − < <π πx ; 

б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію 
( )3 0

5 [ 0]
, x ; ,

f ( x )
, x ; .

 ∈ π
= 

− ∈ − π
 

14.20.7. а) Розкласти в ряд Фур’є по синусах функцію f(x)=cosx на 
проміжку ( ; )0 π ; 

б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію y = –3x + 8, 
x ∈ −( ; )π π . 

14.20.8. а) Розкласти в ряд Фур’є функцію 
0 2 0
2 0 2

, x ,
f ( x )

, x ;
− < <

=  < <
 

б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію y = ch5x, 
)5;5(−∈x .  

14.20.9. а) Розкласти в ряд Фур’є по синусах функцію 
0 2

2

lx, x ,
f ( x )

ll x, x l;

 ≤ <= 
− ≤ ≤

 

б) Не виписуючи ряду Фур’є функції 
0

1 2
x , x ,

f ( x )
, x
π ≤ < π

= − π < < π
 знайти значення суми цього ряду в точках 

1 2 3 40 2 3x , x , x , x .= = π = π = π  
14.20.10. а) Розкласти в ряд Фур’є по косинусах функцію 

0 0 2

2 2

l, x ,
f ( x )

l lx , x l;

 < ≤= 
− ≤ <

 

б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію y = Nmemx ∈, , 
);0( ex∈ .  

14.20.11. а) Розкласти в ряд Фур’є по косинусах функцію 
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0 22
0 2

l lx, x ,
f ( x )

l, x l;

 − < ≤= 
 < <

 

б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію y = shmx, 
);(, eexNm −∈∈ .  

14.20.12. а) Розкласти в ряд Фур’є по косинусах функцію 
2

)( xxf =  на 

проміжку 20 ≤≤ x ; 
б) Розкласти в ряд Фур’є з періодом π2  

функцію
xe , x ,f ( x )

ch , x .

 − π < < π= 
π = π

 

14.20.13. а) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію 
2 0

4 0
, x ( ; ),

y
, x ( ; );

∈ π
= − ∈ −π

 

б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію y = cos3x, );0( lx∈ . 
14.20.14. а) Розкласти в ряд Фур’є по синусах функцію y = sh4x, 

x ∈ −( ; )4 4 ; 
б) Розкласти в ряд Фур’є з періодом 2π  функцію 

0 ( 0]
(0 )

2

, x ; ,
f ( x ) x, x ; ,

, x .

∈ − π
= ∈ π
π = π

 

14.20.15. а) Розкласти в ряд Фур’є функцію y = ch4x, );( eex −∈ ; 
б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію 

(0 1)
0 (1 2)
l , x ; ,

f ( x )
, x ; .

∈
=  ∈

 ( l =2). 

14.20.16. а) Розкласти в ряд Фур’є по косинусах функцію y = sin2x, 
);0( lx∈ ; 

б) Розкласти в ряд Фур’є з періодом 2π  функцію f(x) = 2x–3 
на [-π π; ]. 

14.20.17. а) Розкласти в ряд Фур’є з періодом 2π  функцію 
0 0

0
, x ,

f ( x )
sin x, x ;

− π < <
=  ≤ ≤ π
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б) Розкласти в ряд Фур’є  функцію 
(0 3 2)

( 3)
(3 2 3)

l , x ; ,
f ( x ) l .

l , x ; .
∈

= =− ∈
 

14.20.18. а) Розкласти в ряд Фур’є з періодом l функцію 
(0 1)

( 2)
0 (1 2)
l , x ; ,

f ( x ) l .
, x ; .

∈
= = ∈

 

б) Подати у вигляді ряду Фур’є функцію f(x) = 5−x  на     
(–3;3). 

14.20.19. а) Розкласти в ряд Фур’є з періодом 2l функцію f(x) = 3 x−  
на (–5;5); 

б) Розкласти в ряд Фур’є функцію f(x) = xsinx на (–π π; ). 
14.20.20. а) Розкласти в ряд Фур’є функцію f(x) = xcosx на (-π π; ); 

б) Розкласти в ряд Фур’є функцію 

0 2

2

x, x ,
f ( x )

x, x .

π < ≤=  ππ − < < π

 

14.20.21. а) Розкласти в ряд Фур’є по синусах функцію f(x) = chx на 
(0;π ); 

б) Розкласти в ряд Фур’є по синусах функцію 
0 1

2 1 2
x, x ,

f ( x )
x, x .

≤ <
=  − ≤ <

 

14.20.22. а) Розкласти в ряд Фур’є по косинусах функцію f(x) = xsinx 
на (0;π ); 

б) Розкласти в ряд Фур’є функцію f(x) періода 2 4l = , 
означену на інтервалі (–2;2) виразом f(x) = 3–x. 

14.20.23. а) Розкласти в ряд Фур’є функцію f(x) = 1−xe  на (–2;2); 
б) Розкласти в ряд Фур’є по синусах функцію 

π<<
−π

= xxxf 0,
4
2)( . 

14.20.24. а) Розкласти в ряд Фур’є функцію f(x)= xe  на (–1;1); 
б) Розкласти в ряд Фур’є по синусах функцію f(x) = xsinx 

при π≤≤ x0 . 
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14.20.25. а) Розкласти в ряд Фур’є по синусах функцію 
2 0

0
x , x ,

f ( x )
x, x
− <

=  >
 на (–1;1). 

б) Розкласти в ряд Фур’є по косинусах функцію f(x)= xe  
при ∈x  (0; ln2). 
 

Завдання 21. Розкласти в ряд Фур’є в комплексній формі періодичні 
функції з періодом Т. 

14.21.1. π≤≤π== 20,2,)( xTexf x . 

14.21.2. π≤≤π−π== xTxxf ,2,
2

cos)( . 

14.21.3.
1 0

2
1 0

, x ,
f ( x ) T

, x ,
− − π < <

= = π < < π
. 

14.21.4.
2 4 0

8
1 0 4

, x ,
f ( x ) T

, x ,
− < <

= = < <
. 

14.21.5. π<<π−π== xTchxxf ,2,)( . 
14.21.6. π<<π−π== xTxxf ,2,)( . 
14.21.7. π<<π−π== xTxxf ,2,)( . 

14.21.8.
0 1 0
1 0 0 5 2
0 0 5 1

, x ,
f ( x ) , x . , T ,

, . x .

− < <
= < < =
 < <

 

14.21.9. π<<π−π== xTxxf ,2,)( 2 . 

14.21.10. lxllTexf x <<−== ,2,)( . 

14.21.11. π≤≤π−π== xTexf x ,2,)( 3 . 

14.21.12.
0 2

0 2
cos x, x ,

f ( x ) T
, x ,

< < π
= = π π ≤ ≤ π

. 

14.21.13. π<<π−π== xTaxxf ,2,sin)( . 

14.21.14.
2 0

24
0 0

x , x ,
f ( x ) T

, x ,

π − < < π= = π
 − π < <

. 

14.21.15. π≤≤π== xTxxxf 0,,sin)( . 
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14.21.16.
3
1

3
1,

3
2,)( 3 ≤≤−== xTexf x . 

14.21.17.
0 0

2
0

, x ,
f ( x ) T

x, x ,
< < π

= = π − π < ≤
. 

14.21.18.
0

2
0

bx, x ,
f ( x ) T

ax, x ,
< < π

= = π − π < ≤
. 

14.21.19.
0

2
2 0

x, x ,
f ( x ) T

, x ,
π − ≤ < π

= = ππ − π ≤ <
 

14.21.20.
0

2
0

x, x ,
f ( x ) T

x , x ,
π − ≤ < π

= = π + π − π ≤ <
. 

14.21.21. ).;(,
2

)( ππ−∈−= xxxf  

14.21.22. ).;(,
2

)( ππ−∈
+π

= xxxf  

14.21.23. .1,10,2)( =<<= Txxxf  
14.21.24. .10,155,10)( =<<−= Txxxf  

14.21.25.
0 1

2
2 1 2
x, x ,

f ( x ) T
x, x ,

< ≤
= = − < <

. 

14.21.26.
0 1 0
1 0 0 5 2
0 0 5 1

, x ,
f ( x ) , x . , T ,

, . x .

− < <
= < < =
 < <

 

14.21.27.
0 2

0 2
cos x, x ,

f ( x ) T
, x ,

< < π
= = π π ≤ ≤ π

. 

14.21.28. π<<π−π== xTaxxf ,2,sin)( . 

14.21.29.
2 0

24
0 0

x , x ,
f ( x ) T

, x ,

π − < < π= = π
 − π < <

. 

14.21.30.
0 1 0
1 0 0 5 2
0 0 5 1

, x ,
f ( x ) , x . , T

, . x ,

− < <
= < < =
 < <

. 
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