
Лекція 16.04.2020 

БІЛІНІЙНІ І КВАДРАТИЧНІ ФУНКЦІЇ (ФОРМИ) 

1. Лінійна функція (форма) 

 

Кажуть, що в векторному просторі V задана лінійна функція f(x), якщо кожному 

вектору xV поставлено у відповідність число f(x), так, що виконані наступні умови: 

1. f(x + y) =  f(x) + f(y), 

2. f(αx ) = α f(x), 

де х, у – довільні вектори із V, а  α - будь-яке дійсне число. 

Щоб знайти вираження лінійної функції в координатах, виберемо в просторі V базис e1, e2, 

…, en.  Нехай в цьому базисі довільний вектор  xV  зображається так: 

x = x1e1 + x2e2  + … + xnen. 

Тоді  

f(x) =  f(x1e1 + x2e2 + … +xnen) = x1 f (e1) + x2 f (e2) + … + xn f (en). 

Позначимо:                        f (e1) = a1,  f (e2) = a2, ...,  f (en) = an . 

Таким чином, при фіксованому базисі лінійна функція f(x)  подається лінійною 

формою: 

f(x) = a1 x1 + a2 x2  + … + an xn, 

де nxxx ,...,, 21  - координати вектора х, naaa ,..., 21  - коефіцієнти, які не залежать від вектора 

х. 

 

2. Поняття білінійної функції  

 

Задана у векторному просторі V функція двох змінних А(х, у) називається 

білінійною, якщо при фіксованому х вона лінійна за змінною у, а при фіксованому у – 

лінійна за х. 

Отже, якщо А(х, у) - білінійна функція, то при всіх x, y, z V і довільному дійсному α : 

A(х + у, z) = A(х, z) + A(y, z) ; 

                                               A(αх, y) = αA(х, у) ; 

A(z, х + у) = A(z, х) + A(z, y) ; 

 A(х, αy) = αA(х, у) 

Прикладом білінійної функції є скалярний добуток х, у. 

Знайдемо вираження білінійної функції в координатах. 

Нехай в просторі V заданий базис e1, e2, …, en  і  нехай 

 x = x1e1 + x2e2  + … + xnen =
i

xiei,   y = y1e1 + y2e2  + … + ynen =
j

yjej. 

Тоді A(х, у) = A(x1e1 + x2e2  + … + xnen, y1e1 + y2e2  + … + ynen) = 
ji ,

xi yj A(ei, ej) = 
ji ,

aij xi yj, 



де коефіцієнти aij = A(ei, ej)  залежать тільки від базису і не залежать від векторів х та у. 

Отже в даному базисі білінійна функція подається білінійною формою, тобто виразом
ji ,

aij xi yj.  Матриця A = [aij] називається матрицею цієї білінійної форми. 

Наприклад, скалярний добуток (х, у) подається наступною білінійною формою: 

(х, у) = (
i

xiei, 
j

yjej) = 
ji ,

aij xi yj ,   , де aij = (ei, ej). 

Вияснимо, як змінюється матриця білінійної форми при переході до нового базису. 

Нехай в базисі e1, e2, …, en: 

A(х, у) = 
ji ,

aij xi yj,  де aij = A(ei, ej), 

і нехай e'1, e'2, …, e'n  - новий базис , в якому: 

A(х, у) =
qp ,

bpq x'p y'q,  де bpq  = A(e'p, e'q). 

Покладемо A = [aij], B = [bij] і позначимо через C = [cij] матрицю переходу від старогo базису 

до нового. Тоді:  

e'p = c1p e1 + c2p e2 + … + cnp en, 
e'q = c1q e1 + c2q e2 + … + cnq en , 

bpq =  A(e'p, e'q)  =  A(c1p e1 + c2p e2 + … + c1n en,  c1q e1 + c2q e2 + … + cnq en) =  

       = 
ji ,

cip cjq A(ei, ej)  =  
ji ,

cip cjq aij = 
ji ,

cip aij cjq . 

Позначимо  cip  через dpi  , де матриця  [dpi] = C' - транспонована до матриці  C = [cip].  

Тоді   bpq = 
ji ,

dpi aij cjq . Далі, оскільки 
j

aij cjq  є елемент, який знаходиться в і-му рядку 

та q-му стовпчику матриці АС, то
ji ,

dpi aij cjq = 
i

dpi (
j

aij cjq) - це елемент, який 

знаходиться в p-му рядку і q-му стовпчику матриці ACC . Отже, ACCB  . 

Ранг матриці білінійної форми не залежить від вибору базису і може бути названий 

тому рангом білінійної форми. 

 

Білінійна форма називається симетричною, якщо x, y,V : 

                                                  A(х, у) = A(y, x ). 

У цьому випадку aij = aji, тобто матриця [aij]  симетричної білінійної форми в довільному 

базисі буде симетричною. 

Прикладом симетричної білінійної форми є скалярний добуток. 

 

Білінійна функція називається кососиметричною, якщо  

 x, y,V : A(х, у) = - A(y, x ).  

В заданому базисі кососиметрична білінійна функція подається кососиметричною 

білінійною формою A(х, у) = 
ji ,

aij xi yj,   де  aij = - aji,  при всіх  i,j,   зокрема,  aii = 0 при 

всіх і. 

3. КВАДРАТИЧНІ ФОРМИ 

Означення. Квадратичною формою (КФ) n змінних nx,,x,x ...21  називається 

однорідний багаточлен другого порядку від цих змінних: 

  
 


n

ki

kiik

n

i

n

k

kiikn xxaxxaxxxF
1,1 1

21 ,...,, ,    (3.1) 



при цьому вважається, що kiik aa  . 

Якщо змінні nx,,x,x ...21  розглядати як координати вектора x  лінійного n-вимірного 

простору в деякому базисі  
niie

,1
, то квадратичну форму можна визначити як скалярну 

функцію векторного аргументу: 

   xFxxxF n ,...,, 21      (3.2) 

Матриця  n
=ki,ika=A

1
 називається матрицею квадратичної форми (вона, 

природно, залежить від базису простору). Але в будь-якому базисі вона є симетричною, 

тому що kiik aa  . 

Приклад. Записати матрицю А квадратичної форми 
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Якщо дві квадратичні форми мають однакові матриці, які можуть відрізнятися тільки 

позначенням змінних, то вони називаються рівними. 

Для квадратичних форм може бути дано компактний матричний запис: 
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Або 

  XAXxxxF T

n ,...,, 21 ,      (3.3) 

де 
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Перетворення матриці квадратичної форми при переході до нового базису 

Нехай в n -вимірному лінійному просторі  
n=iix

1,
 і  

n=jjy
1,

 – координати одного і 

того ж вектора в двох базисах  
n=iig

1,
 і  

n=jjh
1,

, пов'язаних через формули: 
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Тоді  

yCxCx HG   , yxH       (3.5) 

де 
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 – матриця переходу від базису  
n=iig

1,
 до базису  

n=jjh
1,

. 

У розгорнутій формі (3.5) має вигляд: 
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      (3.6) 

Тоді можна говорити не про перетворення базису за формулами (3.4), а про лінійне 

перетворення змінних nx,,x,x ...21  в ny,,y,y ...21  в заданій квадратичної формі. 

Вираз (3.6) в матричної формі має вигляд: 

YCX  . 

Враховуючи що   XAXxF G
T  , і   TTTT CYYCX  , отримаємо: 

YCACYF G

TT  . 

Розглянемо матрицю  

CACB G

T  . 

Оскільки  

      CACCACCCACACB G
TT

G
TTTT

G

T

G
TT  ,  

то TB=B , а отже, це – симетрична матриця, яка визначає квадратичну форму. Таким чином, 

     yFxFYBYxF H
T

G   

YBYXAX T
G

T   



Оскільки позначення змінних в КФ не впливає на її сутність, то  

CACB G

T  ,       (3.7) 

або 

CACBA G

T

H   .     (3.8) 

Формули (3.7) і (3.8) – це формули, які зв'язують матриці КФ в різних базисах. 

З останньої рівності випливає, що 

  GACB detdetdet
2
       (3.9) 

Оскільки С – матриця переходу, то вона невироджена, а отже,   0det
2

>C , і знаки 

матриць B і GA  будуть завжди однаковими. 
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КЛАСИФІКАЦІЯ КФ 

Ранг матриці КФ називається рангом цієї форми. Якщо n=RgR  (розмірності 

простору), то КФ називається невиродженою, в іншому випадку – виродженою. 

Канонічним видом КФ  xF  називається такий її вид, при якому 

0ika , якщо ki≠ , 

тобто вигляд, який не містить добутків змінних: 

  22

22

2

11 ... nn xxxxF   . 

 

КФ  xF  називається додатно-означеною, якщо 0x ,   0xF . 

КФ  xF  називається від’ємно-означеною, якщо 0x ,   0xF . 

Теорема (критерій Сильвестра).  
 Для того, щоб квадратична форма А(x, x) була додатньо визначеною, необхідно і 

достатньо, щоб всі кутові мінори матриці А=[aij] були додатніми. 

 Для того ж, щоб квадратична форма була від’ємно визначеною, необхідно і 

достатньо, щоб знаки кутових мінорів чергувались, причому 01  . 

Доведення..  

а)Необхідність. Покажемо спочатку, що із умови знаковизначеності  квадратичної форми 

А(x, x) випливає 0 i , і=1, 2,..., n. 

 Переконаємось, що припущення 0 k  веде до протиріччя – при цьому припущенні 

існує ненульовий вектор х, для якого А(x, x), що суперечить знаковизноченості форми. 

 Нехай 0 k . Розглянемо наступну квадратну однорідну систему лінійних рівнянь: 
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 Оскільки k - визначник цієї системи, і k =0, то записана система рівнянь має 

ненульові розв’язки nxxx ,...,, 21  (не всі х i  рівні нулю ). Помножимо  перше із рівнянь 

системи на 1x , друге на 2x , ..., останнє на kx  і  додамо отримані співвідношення. В 

результаті дістанемо рівність  
k

ji

jiij xxa
,

0 , ліва частина якої є значенням квадратичної 

форми А(x, x) для ненульового вектора х  з координатами 0,...,0...,0,,...,, 21 kxxx . Це значення 

рівне нулю, що суперечить знаковизначеності форми. Отже, 0 i , і=1,2,...,n. 

Застосуємо метод Якобі  зведення форми А(x, x) до суми квадратів. Якщо А(x, x) –додатньо 

визначена форма, то із формул для знаходження  канонічних коефіцієнтів i  отримаємо  

,01  ,02  ..., 0 n . Якщо ж  А(x, x)– від’ємно визначена форма, то з тих же формул 

випливає, що знаки кутових мінорів чергуються, причому 01  . 



б) Достатність. Згідно умови теореми всі 0 i , і=1,2,...,n, тому, скориставшись  методом 

Якобі, отримаємо у першому випадку додатньо, а в другому – від’ємно визначену 

квадратичну форму.   

 

Теорема. КФ буде від’ємно-означеною тоді і тільки тоді, коли знаки iD  чергуються, 

починаючи з мінуса, тобто 

01 D , 02 D , 03 D , … 

 

 

 

 

 

Закон інерції квадратичних форм 

       При зведенні квадратичної форми А(x, x) до суми квадратів різними способами  можна 

отримати різні канонічні коефіцієнти . Однак має місце наступне твердження : 

Теорема (закон інерції квадратичних форм). 

Кількість доданків з додатніми (від’ємними) канонічними коефіцієнтами в 

канонічному вигляді  квадратичної форми не залежить від способу зведення форми 

до цього вигляду.  

Доведення (від супротивного). 

 Припустимо , що в базисі e=(e1, e2,…, en) квадратична форма А(x, x) має вигляд 

А(x, x) gppp xxxxx   ......
2

1

22

2

2

1 ,                             (*) 



де ix –   координати вектора x в цьому  базисі, і нехай в іншому базисі e1
’, e2

’,…, en
’  

А(x, x) 
22

1

22

2

2

1 ...... mkkk xxxxx 
 ,                           (**) 

де 


ix – координати вектора  x  в новому базисі. Припустимо, що, наприклад, p>k. 

Розглянемо в просторі V підпростір 1V , породжений векторами e1, e2,…, en, і підпростір 2V , 

породжений векторами nkk eee 
 ,...,, 21 . Оскільки сума їх розмірностей p+(n-k) більша за n, 

то їх перетин має ненульову розмірність, тобто існує вектор 0x  , який належить 21 VV  . 

Цей вектор можна подати як у вигляді  

ppeeex   ...2211 , 

так і у вигляді 

nnkkkk eeex    ...2211 . 

Для вектора х за формулою (*) 

А(x, x) 0...
22

2

2

1  p , 

оскільки хоча б одне із 0i . 

В той же час для вектора х за формулою (**) 

А(x, x) 0...
22

2

2

1   mkkk  . 

Ми отримали протиріччя, із якого випливає, що p k. Аналогічно доводиться: неможливість 

нерівності p<k. Значить, p=k. Так само доводиться, що q=m. 

Ясно, що сума p+ q дорівнює рангу r квадратичної форми. 

 

 

Число положительных канонических коэфициентов квадратичной формы 

называется положительным индексом инерции квадратичной формы. Число отрицательных 

канонических коэфициентов квадратичной формы называется отрицательным индексом 

инерции квадратичной формы. Разность между положительным и отрицательным 

индексами квадратичной формы называется сигнатурой квадратичной формы. Число 

ненулевых канонических коэффициентов называется рангом квадратичной формы. 

 

Пример 1.  

Пусть k(x) = x1
2 + x2

2— квадратичная форма в пространствеR2. 

Пусть e1= (1, 0), e2= (0, 1) — базис в R2. Матрица A квадратичной формы 

диагональна: 

 
Это означает, что базис e1= (1, 0), e2= (0, 1) — канонический базис квадратичной 

формы. 

Квадратичная форма k(x) = x1
2 + x2

2 имеет канонический вид, числа 1, 1 — 

канонические коэффициенты квадратичной формы, положительный индекс 
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инерции квадратичной формы равен 2, отрицательный индекс инерции квадратичной 

формы равен 0, сигнатура квадратичной формы равна 2 − 0 = 2, ранг квадратичной 

формы равен 2. 

 

Пример 2.  

Пусть k(x) = 3x1
2 − 2x2x1+ 3x2

2— квадратичная форма в пространствеR2. 

Канонический вид квадратичной формы в этом базисе k(y) = 4y1
2 + 2y2

2. 

Числа 4, 2 — канонические коэффициенты квадратичной 

формы. Положительный индекс инерции квадратичной формы равен 2. 

Отрицательный индекс инерции квадратичной формы равен 0. Сигнатура 

квадратичной формы равна 2 − 0 = 2. Ранг квадратичной формы равен 2. 

 

 

 

Лекція 30.04.2020 

 

ЗВЕДЕННЯ КВАДРАТИЧНОЇ ФОРМИ ДО СУМИ КВАДРАТІВ 

 

 Розглянемо два різні способи зведення квадратичної форми до суми квадратів, тобто 

знайдемо методи вибору такого базису у векторному просторі V , по відношенню до якого 

квадратична форма подається в канонічному вигляді 

А(х, х) = λ1x'21  + λ2x'22  + … + λnx'2n, 

де x'1, x'2, …, x'n – координати вектора х в новому базисі. Коефіцієнти λ1, λ2, …, λn 

називаються канонічними коефіцієнтами. 

 Оскільки кожному перетворенню базису відповідає невироджене лінійне 

перетворення координат (і навпаки), то питання про зведення квадратичної форми до 

канонічного вигляду можна розв’язувати шляхом відшукання відповідного невиродженого 

перетворення координат. 

 

а) Метод Лагранжа 

 

 Теорема. Для довільної квадратичної форми А(х, х), заданої в п-вимірному 

векторному просторі, існує такий базис, в якому ця форма зводиться до суми квадратів 

(тобто в якому всі коефіцієнти при попарних добутках координат вектора  х  рівні нулю). 

 Доведення. 

 Скористаємось індукцією за кількістю змінних і методом Лагранжа, який полягає в 

послідовному доповненні квадратного тричлена за кожною змінною до повного квадрата. 

 Якщо в А(х, х) входить тільки одна координата, то  

А(х, х) = а11х
2

1, 

 

твердження теореми доведене. 

 Припустимо, що це твердження справедливе для всіх квадратичних форм, які 

залежать від к-1 координат, і розглянем для випадку к: 

А(х, х) = a11x1
2+2a12x2x1+a22x2

2+…+akkxk
2. 
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 Якщо тут є хоч один квадрат з ненульовим коефіцієнтом, наприклад, якщо аkk ≠ 0, то 

зберемо всі члени, що містять хk , і виділимо повний квадрат: 
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 Тоді А(х, х) = 
kka

1
(a1kx1 + a2kx2 +  … + akkxk)

2 + B(х, х) , де квадратична форма B(х, х) 

містить вже тільки k-1 координат x1, x2, …, xk –1. Покладемо: 
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Оскільки визначник цього перетворення 
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, 

то цей перехід до нових координат викликається переходом до деякого нового базису (з 

матрицею переходу, оберненою до матриці даного визначника). 

 Згідно припущення індукції, форму B(x,x), яка залежить від к-1 змінних x1, x2, …, xk 

–1, 

шляхом переходу до нового базису можна звести до суми квадратів. При цьому відбудеться 

кінцеве зведення до суми квадратів і форми  А(х, х). 

 Ми вважали, що хоча б один із квадратів входить в форму А(х, х) з ненульовим 

коефіцієнтом. Якщо це не так, тобто якщо всі aii=0, то припустимо, що, наприклад, ai2 0, і 

покладемо 

x1=y1+y2, 
x2=y1–y2, 
x3=y3, 

……….......... 

xn=yn.. 
Це відповідає переходу до нового базису 

1e = e1 + e2, 

2e = e1 – e2, 

3e = e3, 

……… 

ne = en 

з матрицею переходу 
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яка є невиродженою (її визначник дорівнює –2). При цьому добуток 21xx перетвориться в 
2

2

2

1 yy  , і ми перейдемо до першого випадку (існування  квадрата з ненульовим 

коефіцієнтом). 

 Таким чином, доведено, що якщо в n – вимірному векторному просторі V задана 

довільна квадратична форма, то в просторі V існує такий базис, в якому ця форма зведеться 

до суми квадратів:А(х, х) = λ1x'21  + λ2x'22  + … + λnx'2n, 

де ''

2

'

1 ,...,, nxxx  – координати вектора  x  в новому канонічному базисі. 

Коефіцієнти i  можуть мати різні знаки чи дорівнювати нулю. Якщо здійснити підстановку 

iii zx ' , то   А(х, х) = ± z1
2 ± z2

2 ± … ±zm
2 , 

де коефіцієнт перед кожним невідомим mzzz ,...,, 21  рівний або +1, або –1. 

 Змінивши ще й нумерацію базисних векторів, отримаємо 

    А(х, х) = z1
2 + z2

2 + … +zp
2 – zp+1

2  - zp+2
2 - … - zp+q

2 . 

 Ця форма запису квадратичної форми A(x,x) називається нормальною. 

  

Приклад. 

 Звести квадратичну форму 2

33231

2

221

2

1 56432 xxxxxxxxx   до суми квадратів. 

Знайти відповідне невироджене лінійне перетворення і канонічний базис. 

Розв’язання. 
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Лінійне перетворення: 
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Це перетворення невироджене, оскільки 

    .01
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Канонічний базис має вигляд: 

                                                          f1 = (1, 0, 0), 

                                                         f2 = (
3

1
,...,

3

1
,

3

1
 ), 

                                                         f3 = (-
5

1
,0,

5

2
). 

 

б) Метод Якобі 

 

 При деяких додаткових припущеннях про квадратичну форму А(х, х) можна вказати 

явні формули переходу від даного базису e=(e1, e2,…, en) до канонічного базису f=(f1, f2,,…, 

fn) і формули для канонічних коефіцієнтів i . 

 Введемо попередньо поняття трикутного перетворення базисних векторів. 

 Перетворення базисних векторів e1, e2,…, en називається трикутним, якщо воно має 

наступний вигляд: 
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 Оскільки визначник матриці цього трикутного перетворення відмінний від нуля 

(дорівнює 1), то вектори  f1, f2,…, fn  утворюють базис. 

 Розглянемо кутові мінори матриці A=[aij] коефіцієнтів форми A(x, x) в базисі e, 

позначивши їх 121 ,...,,  n : 
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Теорема.  Якщо кутові мінори 121 ,...,,  n  матриці A квадратичної форми A(x, x) 

відмінні від нуля, то існує єдине трикутне перетворення базисних векторів, з 

допомогою якого форму A(x, x) можна звести до суми квадратів. 

Доведення. 

 Нагадаємо, що коефіцієнти bij квадратичної форми A(x, x) в базисі f1, f2,,…, fn 

обчислюються за формулами bij = A(fi,  fj). 

 Якщо форма A(x, x) в базисі  f1, f2,,…, fn  має канонічний вигляд, то 0ijb  при ji  . 

Тому для доведення теореми досить побудувати (з допомогою трикутного перетворення) 

такий базис f1, f2,,…, fn, в якому будуть виконуватися співвідношення     A(fi,  fj ) = 0 при 

ji  , або, що те саме, при ji  . 

При цьому треба переконатися, що шукане перетворення єдине. 

 Згідно останньої формули 

A( e 1,  fj ) = 0, A( e 2,  fj ) = 0, …,  A( e j-1,  fj ) = 0,   j = 1, 2, …, n                              () 

Запишемо ці формули в розгорнутому вигляді. Для цього підставимо в ліві частини цих 

формул вираз із трикутного перетворення: 

  .... 11,2211 jjjjjjj eeeef    

Використовуючи властивість лінійності A(x, x) за кожним аргументом: позначення 

ijji aA ),( ee , отримаємо в результаті систему лінійних рівнянь для невідомих коефіцієнтів 

ji : 
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 Визначник цієї системи дорівнює
1 j
, який, за умовою, відмінний від нуля. 

Значить, отримана система має єдиний розв’язок. Таким чином, можна побудувати єдине 

трикутне перетворення базисних векторів, з допомогою якого форма A(x, x) зводиться до 

канонічного вигляду. ▲ 

 Відшукаємо формули, за якими можна обчислити коефіцієнти ji  шуканого 

трикутного перетворення, і формули для канонічних коефіцієнтів ji . 



 Позначимо символом 
ij ,1  мінор матриці A=[aij], розміщений на перетині рядків з 

номерaми 1,2,…, j-1 і стовпчиків з номерами 1,2,…, i-1, i+1,…, j. Тоді, скориставшись 

формулами Крамера, із останньої системи лінійних рівнянь знайдемо 
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 Обчислимо тепер канонічні коефіцієнти j . 
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Підставимо в ці формули отримані вище значення для ji : 
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Чисельник отриманого виразу є сумою добутків елементів рядка з номером j у визначнику  

j  на алгебраїчні доповнення даних елементів. Значить, цей чисельник дорівнює 

визначнику  j . Тому  
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j ,    j = 2, 3, …, n. 
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Приклад. Звести квадратичну форму 323121
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1 48453 xxxxxxxxx   до 

канонічного виду методом Якобі. 

Розв’язання. 

Запишемо матрицю цієї форми 
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Знаходимо канонічні коефіцієнти 

1
1

1
,

3

1
,3

2

3
3

1

2
211 














  . 

Отже, шуканий канонічний вигляд: 
2

3

2

2

2

1
3

1
3 xxx  . 
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