
Лекція 17.04.2020 

Метод варіації довільних сталих (метод Лагранжа) 

побудови загального розв’язку лінійного неоднорідного 

диференціального рівняння (ЛНДР) ІІ порядку 

 

 



 

 

 

 



 

 

Розв’язання лінійного неоднорідного диференціального рівняння зі 

сталими коефіцієнтами та правою частиною спеціального вигляду 

 

Для побудови загального розв’язку ЛНДР 

𝑦(𝑛) + 𝑎1𝑦
(𝑛−1) + 𝑎2𝑦

(𝑛−2)+. . . +𝑎𝑛−1𝑦
′ + 𝑎𝑛𝑦 = 𝑓(𝑥) 

за теоремою про структуру загального розв’язку ЛНДР необхідно знати 

загальний розв’язок відповідного ЛОДР та деякий частинний розв’язок 

заданого ЛНДР. У випадку, коли права частина 𝑓(𝑥) ЛНДР має спеціальний 

вигляд, частинний розв’язок ЛНДР можна знаходити методом невизначених 

коефіцієнтів. Спеціальною правою частиною диференціального рівняння 

називають вираз: 

І. 𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥𝑃𝑚(𝑥), 

II. 𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥(𝑃𝑚(𝑥) cos 𝛽𝑥 + 𝑄𝑙(𝑥) sin 𝛽𝑥),        

де α, β – дійсні числа, 𝑃𝑚(𝑥),   𝑄𝑙(𝑥) – многочлени з дійсними коефіцієнтами 

степені m та l відповідно. (𝑃𝑚(𝑥) = 𝑎𝑚𝑥
𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑥

𝑚−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0). 

Метод невизначених коефіцієнтів полягає в підбиранні вигляду 

частинного розв’язку ЛНДР. Вигляд частинного розв’язку залежить від 

коренів характеристичного рівняння відповідного лінійного однорідного 

диференціального рівняння та від правої частини заданого неоднорідного 

рівняння. Розглянемо наступні випадки. 



І. Нехай права частина ЛНДР має вигляд   𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥𝑃𝑚(𝑥) 

а) частинний розв’язок ЛНДР має вигляд 

𝑦чн = 𝑒𝛼𝑥𝑃𝑚̃(𝑥), 

якщо число α – не є розв’язком характеристичного рівняння; 

б) частинний розв’язок ЛНДР має вигляд 

𝑦чн = 𝑥𝑟𝑒𝛼𝑥𝑃𝑚̃(𝑥), 

якщо число α – є розв’язком кратності r характеристичного рівняння; 

𝑃𝑚̃(𝑥) – многочлен степені m з невизначеними коефіцієнтами 

𝑃𝑚̃(𝑥) = 𝐴𝑚𝑥
𝑚 + 𝐴𝑚−1𝑥

𝑚−1 +⋯+ 𝐴1𝑥 + 𝐴0.  

 

 

 

 

 



IІ. Нехай права частина ЛНДР має вигляд 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥(𝑃𝑚(𝑥) cos 𝛽𝑥 + 𝑄𝑙(𝑥) sin 𝛽𝑥) 
а) частинний розв’язок ЛНДР має вигляд 

𝑦чн = 𝑒𝛼𝑥(𝑃𝑚̃(𝑥) cos 𝛽𝑥 + 𝑄𝑙̃(𝑥) sin 𝛽𝑥), 
якщо число α+i β – не є розв’язком характеристичного рівняння; 

б) частинний розв’язок ЛНДР має вигляд 

𝑦чн = 𝑥𝑟𝑒𝛼𝑥(𝑃𝑚̃(𝑥) cos 𝛽𝑥 + 𝑄𝑙̃(𝑥) sin 𝛽𝑥), 
якщо число α+i β – є розв’язком кратності r характеристичного рівняння; 

𝑃𝑛̃(𝑥), 𝑄𝑛̃(𝑥) – многочлен степені n з невизначеними коефіцієнтами 

𝑃𝑛̃(𝑥) = 𝐴𝑛𝑥
𝑛 + 𝐴𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝐴1𝑥 + 𝐴0.  

𝑄𝑛̃(𝑥) = 𝐵𝑛𝑥
𝑛 + 𝐵𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝐵𝑥 + 𝐵, 

n = max(m,l). 

 

 

 

 



Зауваження. Вигляд частинного розв’язку залишається і у випадку, коли в 

правій частині рівняння один із многочленів тотожно дорівнює нулю, тобто 

коли права частина має вид 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥𝑃𝑚(𝑥) cos 𝛽𝑥  або  𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥𝑄𝑙(𝑥) sin 𝛽𝑥. 

 

 



Системи лінійних диференціальних рівнянь 

При розв'язанні багатьох задач потрібно знайти функції 

y y x y y x1 1 2 2= =( ), ( ), …, )(xyy nn = , що задовольняють системі 

диференціальних рівнянь, які містять незалежну змінну x , шукані функції 

y y yn1 2, ,...,  та їхні похідні.  

 
 

Інтегрування нормальних систем 

 



 
 

Приклад. Знайти загальний розв’язок системи лінійних 

диференціальних рівнянь 

 



 

 
 

 

  



Практичні заняття за темою лекції (17.04.2020, 20.04.2020, 23.04.2020, 

24.04.2020) 
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Домашнє завдання 

Завершити виконання ІІІ частини Індивідуального завдання.  

Виконане завдання надіслати для перевірки на адресу i.morachkovska@gmail.com  

 або TELEGRAM 0502983683  

mailto:i.morachkovska@gmail.com

