
Лекція 1.05.2020 

Функціональні ряди 

 

 Ряд, члени якого є функції від x, називається функціональним:  

∑ 𝑢𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

= 𝑢1(𝑥) + 𝑢2(𝑥) + ⋯ + 𝑢𝑛(𝑥) + ⋯ 

Для кожного значення 𝑥 = 𝑥0, маємо числовий ряд 

∑ 𝑢𝑛(𝑥0)

∞

𝑛=1

= 𝑢1(𝑥0) + 𝑢2(𝑥0) + ⋯ + 𝑢𝑛(𝑥0) + ⋯, 

який може бути як збіжним, так і розбіжним. Якщо цей ряд збіжний, то точка 𝑥0 

називається точкою збіжності ряду (1). 

Множина точок збіжності функціонального ряду (1) називається областю 

збіжності цього ряду. 

Для знаходження області збіжності ряда використовується ознака Даламбера 

або радикальна ознака Коші: 

Якщо lim
𝑛→∞

|
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
| = |𝑝(𝑥)|, то при |𝑝(𝑥)| < 1ряд збігається. 

Якщо lim
𝑛→∞

| √𝑢𝑛
𝑛 | = |𝑝(𝑥)|, то при |𝑝(𝑥)| < 1ряд збігається. 

 

Приклад 1. Знайти область збіжності ряду 

∑
(cos 𝑥)𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Скористаємося ознакою Даламбера.  

𝑢𝑛 =
(cos 𝑥)𝑛

𝑛
;  𝑢𝑛+1 =

(cos 𝑥)𝑛+1

𝑛 + 1
 

lim
𝑛→∞

|
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
| = lim

𝑛→∞

|cos 𝑥|𝑛+1

𝑛 + 1
∙

𝑛

|cos 𝑥|𝑛
= |cos 𝑥|. 

Отже, заданий ряд збігається, якщо |cos 𝑥| < 1,    або    −1 < cos 𝑥 < 1. Ця нерівність 

виконується при всіх значеннях х окрім тих, де cos 𝑥 = 1 або cos 𝑥 = −1.  

Нехай cos 𝑥 = 1. Маємо 𝑥 = 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍. 

Нехай cos 𝑥 = −1. Маємо 𝑥 = (2𝑘 + 1)𝜋, 𝑘 ∈ 𝑍. 

Досліджуємо даний ряд цих точках. 

При  𝑥 = 2𝜋𝑘, cos 𝑥 = 1 маємо розбіжний гармонічний ряд ∑
1

𝑛
∞
𝑛=1 . 

При 𝑥 = (2𝑘 + 1)𝜋, 𝑘 ∈ 𝑍 маємо знакопереміжний ряд ∑
(−1)𝑛

𝑛
∞
𝑛=1 , який збігається за 

ознакою Лейбниця, тобто умовно. 

Отже, область збіжності даного ряду 𝑥 ≠ 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍. 

(1) 



Приклад 2. Знайти область збіжності ряду 

∑
(𝑙𝑛 𝑥)𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Скористаємося радикальною ознакою Коші.  

lim
𝑛→∞

| √𝑢𝑛
𝑛 | = lim

𝑛→∞
| √

(𝑙𝑛 𝑥)𝑛

𝑛

𝑛

| = lim
𝑛→∞

|𝑙𝑛 𝑥|

√𝑛
𝑛 = |𝑙𝑛 𝑥|   ( lim

𝑛→∞
√𝑛
𝑛

= 1) . 

Отже, заданий ряд збігається, якщо |𝑙𝑛 𝑥| < 1, або 

−1 < 𝑙𝑛 𝑥 < 1;  
1

𝑒
< 𝑥 < 𝑒. 

Досліджуємо даний ряд на кінцях одержаного проміжку. 

При  𝑥 = 𝑒 маємо розбіжний гармонічний ряд ∑
1

𝑛
∞
𝑛=1 . 

При  𝑥 =
1

𝑒
 маємо знакопереміжний ряд ∑

(−1)𝑛

𝑛
∞
𝑛=1 , який є умовно збіжним. 

Отже, областю збіжності даного ряду є множина [
1

𝑒
; 𝑒). 

 

Рівномірна збіжність функціонального ряду 

 

Функціональний ряд  

∑ 𝑢𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

= 𝑢1(𝑥) + 𝑢2(𝑥) + ⋯ + 𝑢𝑛(𝑥) + ⋯ 

називається рівномірно збіжним на деякому проміжку, якщо, яким би не було 𝜀 < 0, 

існує таке число N з множини натуральних чисел, що для  кожного 𝑛 > 𝑁  та для всіх 

x з даного проміжку виконується нерівність. 

|𝑅𝑛(𝑥)| <  𝜀, 

де 𝑅𝑛(𝑥) – залишок ряду. 

Теорема (ознака Вейєрштрасса рівномірної збіжності функціонального ряду). 

Функціональний ряд  

∑ 𝑢𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

= 𝑢1(𝑥) + 𝑢2(𝑥) + ⋯ + 𝑢𝑛(𝑥) + ⋯ 

збігається абсолютно і рівномірно на деякому проміжку, якщо існує збіжний числовий 

ряд з додатними членами 

∑ 𝑎𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 + ⋯ 

такий, що для всіх  x  з даного проміжку мають місце нерівності 

|𝑢𝑛(𝑥)| <  𝑎𝑛 ,       𝑛 = 1,2, …. 

В цьому випадку ряд (2) називається мажорантним, а ряд (1) – мажорованим. 

(1) 

(2) 



Властивості рівномірно збіжних функціональних рядів 

1. Сумою рівномірно збіжного на відрізку [a,b] функціонального ряду, члени якого 

неперервні на [a,b], є функція, неперервна на цьому відрізку. 

2. Якщо члени збіжного ряду (1) мають неперервні на [a,b] похідні, а ряд 

∑ 𝑢′𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  збігається рівномірно на відрізку [a,b], то на цьому відрізку ряд (1) 

можна почленно диференціювати, тобто  

(∑ 𝑢𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

)

′

= ∑ 𝑢′𝑛(𝑥),       𝑥𝜖[𝑎, 𝑏].

∞

𝑛=1

 

3. Якщо члени ряду (1) неперервні на відрізку [a,b] і цей ряд збігається рівномірно 

на [a,b], то його можна почленно інтегрувати  на цьому відрізку, тобто 

∫ (∑ 𝑢𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∑ ∫ 𝑢𝑛(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

,       𝑥𝜖[𝑎, 𝑏].

∞

𝑛=1

 

 

 

Степеневі ряди  

 

Степеневим рядом називається функціональний ряд, який наступного вигляду 

∑ 𝑐𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑐0 + 𝑐1(𝑥 − 𝑥0) + 𝑐2(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ + 𝑐𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛 + ⋯ 

де 𝑥0 – фіксована точка числової осі, 𝑎𝑛 – сталі числа (n=0,1,2,…), коефіцієнти ряду. 

При 𝑥0 = 0 ряд (3) набуває вигляду 

∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑥𝑛 + ⋯ 

Область збіжності степеневого ряду на дійсній осі задається наступною 

теоремою.  

Теорема Абеля. Нехай степеневий ряд ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0  збігається в точці 𝑥0 ≠ 0, тоді 

він збігається абсолютно в довільній точці x, що задовольняє нерівність |𝑥| < |𝑥0|. 

Якщо ряд розбігається в деякій точці 𝑥1, то він розбігається і у всіх точках x, таких, 

що |𝑥| > |𝑥1|. 

Теорема Абеля характеризує множини точок збіжності та розбіжності 

степеневого ряду. Дійсно, якщо 𝑥0 – точка збіжності ряду (4), тоді він збігається 

абсолютно в інтервалі (−|𝑥0|, |𝑥0| ) з центром в точці 0. Якщо 𝑥1 — точка розбіжності 

ряду (4), тоді ряд розбігається в області (−∞; −|𝑥1| ) ∪ (|𝑥1|; +∞ ). 

 

(3) 

(4) 



Отже, для області збіжності степеневого ряду (4) можливі лише три випадки:  

1) ряд збігається лише в точці 𝑥0 

2) ряд збігається при всіх (−∞; +∞ ); 

3) існує таке скінченне число 𝑅 > 0, що при |𝑥| < 𝑅 степеневий ряд (4) абсолютно 

збігається, а при |𝑥| > 𝑅 — розбігається. 

Невід’ємне число R, таке, що степеневий ряд ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0  збігається в інтервалі 

(−𝑅; 𝑅 ) й розбігається при |𝑥| > 𝑅, називають радіусом збіжності степеневого ряду, 

а інтервал (−𝑅; 𝑅 ) – інтервалом збіжності степеневого ряду. 

Якщо ряд ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0 збігається лише в точці 𝑥0 = 0, тоді вважають 𝑅 = 0. Якщо 

ж ряд збігається на всій дійсній осі, то 𝑅 = +∞. 

Зауваження. Питання про збіжність ряду на кінцях інтервалу збіжності, тобто 

в точках 𝑥 = −𝑅 та 𝑥 = 𝑅 розглядається для кожного ряду окремо. Таким чином, 

областю збіжності степеневого ряду ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0  є інтервал (−𝑅; 𝑅 ), до якого може 

додаватись одна або обидві граничні точки інтервалу. 

Радіус збіжності степеневого ряду можна знаходити за формулами 

𝑅 = lim
𝑛→∞

|
с𝑛

с𝑛+1
|              𝑅 =

1

lim
𝑛→∞

|𝑐𝑛|
  

Радіус збіжності ряду ∑ 𝑐𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛∞
𝑛=0  визначається за тими самими 

формулами, що й для ряду ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0 . 

Інтервал збіжності ряду ∑ 𝑐𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛∞
𝑛=0  є симетричним відносно точки 

𝑥0  (𝑥0 − 𝑅; 𝑥0 + 𝑅 ). 

Область збіжності степеневого ряду можна знаходити безпосередньо 

застосовуючи ознаку Даламбера або радикальну ознаку Коші для ряду, складеного з 

модулів членів заданого степеневого ряду. 

 

Приклад. Знайти радіус та область збіжності ряду 

∑
𝑥𝑛

√𝑛

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Знаходимо радіус збіжності 

𝑅 = lim
𝑛→∞

|
с𝑛

с𝑛+1
| = lim

𝑛→∞
|
√𝑛 + 1

√𝑛
| = 1. 

Отже, ряд збігається в інтервалі (−1; 1 ). Досліджуємо поведінку ряду в точках 

𝑥 = −1 та 𝑥 = 1. 

При  𝑥 = 1 маємо розбіжний ряд ∑
1

√𝑛
∞
𝑛=1 , (𝑝 =

1

2
< 1). 

При  𝑥 = −1 маємо умовно збіжний ряд ∑
(−1)𝑛

√𝑛
∞
𝑛=1 . 

Таким чином, областю збіжності ряду є інтервал [−1;1). 



Властивості степеневих рядів 

1. Якщо радіус збіжності степеневого ряду 𝑅 ≠ 0, то цей ряд збігається рівномірно 

на кожному відрізку [a, b], розташованому строго всередині проміжку збіжності 

цього ряду. 

2. Сума степеневого ряду є функцією, неперервною в кожній внутрішній точці його 

проміжку збіжності.  

3. Всередині інтервалу збіжності степеневий ряд можна почленно диференціювати 

і почленно інтегрувати; причому інтервал збіжності одержаного таким чином 

ряду співпадає з інтервалом збіжності ряду, який почленно диференціювали або 

інтегрували. 

 

Розвинення функцій у степеневий ряд 

Сума довільного збіжного степеневого ряду є функцією, яка неперервна та 

нескінченну кількість разів диференційована в інтервалі збіжності цього ряду. 

Поставимо зворотну задачу: з’ясуємо, за яких умов задану функцію можна подати у 

вигляді степеневого ряду і як знайти цей ряд. 

Функцію 𝑓(𝑥)називають розвиненою у степеневий ряд  

∑ 𝑐𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛

∞

𝑛=0

 

в інтервалі (𝑥0 − 𝑅; 𝑥0 + 𝑅 ), 𝑅 > 0, якщо в цьому інтервалі вказаний ряд збігається і 

його сума дорівнює 𝑓(𝑥). 

Теорема (про єдиність розвинення функції у степеневий ряд) 

Нехай функція 𝑓(𝑥) розвинена у степеневий ряд в околі точки 𝑥0, тоді таке 

розвинення єдине, а коефіцієнти степеневого ряду знаходяться за формулою 

с𝑛 =
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
. 

 

Ряд Тейлора 

 

Рядом Тейлора функції 𝑓(𝑥)в околі точки 𝑥0 називають степеневий ряд 

вигляду  

𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) +
𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ +

𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛 + ⋯ = 

= ∑
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛

∞

𝑛=0

. 



Коефіцієнти цього ряду 𝑐0 = 𝑓(𝑥0), 𝑐1 =
𝑓′(𝑥0)

1!
, 𝑐2 =

𝑓′′(𝑥0)

2!
, 𝑐𝑛 =

𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
 

називають коефіцієнтами Тейлора. 

Якщо 𝑥0 = 0, тоді ряд  

𝑓(0) + 𝑓′(0)𝑥 +
𝑓′′(0)

2!
𝑥2 + ⋯ +

𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛 + ⋯ = ∑

𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

називають рядом Маклорена. 

Твердження. Якщо в інтервалі (𝑥0 − 𝑅; 𝑥0 + 𝑅 ) функція 𝑓(𝑥) розвинена в 

степеневий ряд ∑ 𝑐𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛∞
𝑛=0 , то цей ряд є рядом Тейлора.  

Для довільної функції 𝑓(𝑥), яка в околі точки 𝑥0 має похідні довільного порядку, 

можна побудувати ряд Тейлора: 

𝑓(𝑥)~ ∑
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛

∞

𝑛=0

. 

Але сумою такого ряду не завжди є функція 𝑓(𝑥) (ряд може навіть розбігатись). 

Для функції 𝑓(𝑥), що має похідні всіх порядків, справедлива формула Тейлора 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + ⋯ +
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛 + 𝑟𝑛(𝑥), 

де 𝑟𝑛(𝑥) =
𝑓(𝑛+1)(𝜃)

(𝑛+1)!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛+1,   с ∈ (𝑥0, 𝑥) – залишковий член формули Тейлора у 

формі Лагранжа. 

Теорема 1. Для того щоб ряд Тейлора збігався в інтервалі (𝑥0 − 𝑅; 𝑥0 + 𝑅 ) до 

функції 𝑓(𝑥) необхідно і достатньо, щоб в цьому інтервалі функція мала похідні всіх 

порядків і залишковий член 𝑟𝑛(𝑥) її формули Тейлора прямував до нуля при 𝑛 → ∞ 

для всіх x з цього інтервалу: 

lim
𝑛→∞

𝑟𝑛(𝑥) = 0,    𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝑅; 𝑥0 + 𝑅 ). 

На практиці зручно застосовувати наступну достатню умову розвинення 

функції в ряд Тейлора. 

Теорема 2. Якщо похідні довільного порядку функції 𝑓(𝑥) обмежені в околі 

точки 𝑥0 , тобто 

∃𝑀 > 0   ∀𝑥, 𝑛: |𝑓(𝑛)(𝑥)| ≤ 𝑀, 

тоді ряд Тейлора, побудований для функції 𝑓(𝑥), збігається до неї.   

 

 

 



Розвинення основних елементарних функцій в ряд Маклорена 

 

Наведемо розвинення основних елементарних функцій в ряд Тейлора (Маклорена) за 

степенями x: 

∑
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛.

∞

𝑛=0

 

1. 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥. За формулою Маклорена для 𝑒𝑥  

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ 𝑟𝑛(𝑥), 

де залишковий член 𝑟𝑛(𝑥) =
𝑒𝜃

(𝑛+1)!
𝑥𝑛+1, 𝜃 ∈ (0, 𝑥). 

Оскільки lim
𝑛→∞

𝑟𝑛(𝑥) = 0, для довільного х, то ряд  

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ =  ∑

𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

, 

збігається для всіх 𝑥 ∈ 𝑅. 

 

2. 𝑓(𝑥) = sin 𝑥. Оскільки |𝑓(𝑛)(𝑥)| = |sin (𝑥 +
𝑛𝜋

2
)| ≤ 1, ∀𝑥 ∈ 𝑅, то за теоремою 2 

функцію 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 можна розвинути в ряд Маклорена для всіх 𝑥 ∈ 𝑅. 

sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− ⋯ + (−1)𝑛

𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
+ ⋯ = ∑(−1)𝑛

𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

3. 𝑓(𝑥) = cos 𝑥. Застосовуючи властивість степеневого ряду, продиференціюємо 

ряд для sin 𝑥. Дістанемо ряд для всіх 𝑥 ∈ 𝑅. 

cos 𝑥 = (sin 𝑥)′ = (𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− ⋯ + (−1)𝑛

𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
+ ⋯ )′. 

cos 𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
− ⋯ + (−1)𝑛

𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+ ⋯ = ∑(−1)𝑛

𝑥2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

. 

 

4. 𝑓(𝑥) = (1 + 𝑥)𝛼. Ряд Маклорена має вигляд 

(1 + 𝑥)𝛼 = 1 + 𝛼𝑥 +
𝛼(𝛼 − 1)

2!
𝑥2 + ⋯ +

𝛼(𝛼 − 1) … (𝛼 − (𝑛 − 1))

𝑛!
𝑥𝑛 + ⋯, 

де −1 < 𝑥 < 1. Цей ряд називають біноміальним. Якщо α — ціле додатне число або 

нуль, тоді ряд є біномом Ньютона: 

(1 + 𝑥)𝑛 = 1 +
𝑛𝑥

1!
+

𝑛(𝑛 − 1)𝑥2

2!
+ ⋯ 

Збіжність біноміального ряду в кінцевих точках інтервалу (−1; 1) залежить від числа 

α:  

при 𝛼 ≥ 0 ряд збігається, якщо 𝑥 ∈ [−1; 1]; 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 



при −1 < 𝛼 < 0, якщо 𝑥 ∈  (−1; 1]; 

при 𝛼 ≤ −1, якщо 𝑥 ∈  (−1; 1). 

Корисно виділити наступні часткові випадки біноміального ряду: 

1

1 + 𝑥
= 1 − 𝑥 + ⋯ + (−1)𝑛𝑥𝑛 + ⋯ = ∑(−1)𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

, 

1

1 − 𝑥
= 1 + 𝑥 + 𝑥2 … + 𝑥𝑛 + ⋯ = ∑ 𝑥𝑛

∞

𝑛=0

, 

1

√1 + 𝑥
= 1 + ∑(−1)𝑛

(2𝑛 − 1)

(2𝑛)‼
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

, 

де 𝑥 ∈  (−1; 1). 

 

5. 𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑥). Ряд Маклорена знайдемо почленним інтегруванням ряда (4а) 

ln(1 + 𝑥) = ∫
𝑑𝑡

1 + 𝑡
= 𝑥 −

𝑥2

2

𝑥

0

+
𝑥3

3
− ⋯ = ∑

(−1)𝑛−1

𝑛

∞

𝑛=1

𝑥𝑛, 

тобто  

ln(1 + 𝑥) = ∑
(−1)𝑛−1

𝑛

∞

𝑛=1

𝑥𝑛,   𝑥 ∈ (−1; 1]. 

 

 

(4а) 

(4б) 

(4в) 



Практичні заняття за темою лекції (4.05.2020, 7.05.2020, 8.05.2020) 

 

Функціональні ряди 

 

Завдання 1. Знайти область збіжності степеневого ряду 

а)    ∑
(𝑥 − 1)𝑛

𝑛2

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Скористаємося ознакою Даламбера.  

𝑢𝑛 =
(𝑥 − 1)𝑛

𝑛2
;   𝑢𝑛+1 =

(𝑥 − 1)𝑛+1

(𝑛 + 1)2
 

lim
𝑛→∞

|
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
| = lim

𝑛→∞

|𝑥 − 1|𝑛+1𝑛2

(𝑛 + 1)2|𝑥|𝑛
= lim

𝑛→∞

|𝑥 − 1|𝑛2

𝑛2
= |𝑥 − 1|. 

Отже, заданий ряд збігається, якщо |𝑥 − 1| < 1, або −1 < 𝑥 − 1 < 1;     0 < 𝑥 < 2 . 

Досліджуємо даний ряд на кінцях одержаного проміжку. 

При  𝑥 = 2 маємо збіжний ряд ∑
1

𝑛2
∞
𝑛=1 , (𝑝 = 2 > 1). 

При  𝑥 = 0 маємо знакопереміжний ряд ∑
(−1)𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1 , який збігається абсолютно. 

Отже, область збіжності даного ряду 0 ≤ 𝑥 ≤ 2. 

 

б)    ∑
(𝑥 − 3)𝑛

4𝑛

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Скористаємося радикальною ознакою Коші.  

lim
𝑛→∞

| √𝑢𝑛
𝑛 | = lim

𝑛→∞
| √

(𝑥 − 3)𝑛

4𝑛

𝑛

| =
|𝑥 − 3|

4
. 

Отже, заданий ряд збігається, якщо 
|𝑥−3|

4
< 1, або 

|𝑥 − 3| < 4;  −4 < 𝑥 − 3 < 4;    −1 < 𝑥 < 7 . 

Досліджуємо даний ряд на кінцях одержаного проміжку. 

При  𝑥 = 7 маємо ряд ∑ 1𝑛∞
𝑛=1 = 1 + 1 + ⋯, який є розбіжним. 

При  𝑥 = −1 маємо знакопереміжний ряд ∑ (−1)𝑛 = −1 + 1 − 1 + 1 − ⋯∞
𝑛=1 , який теж 

розбіжний. 

Отже, область збіжності даного ряду −1 < 𝑥 < 7. 

 



в)    ∑
𝑥2𝑛−1

𝑛

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Скористаємося ознакою Даламбера.  

 

 

Завдання 2. Знайти радіус та область збіжності степеневого ряду 

 

а)    ∑
(𝑥 − 1)𝑛

(2𝑛 + 3)4𝑛

∞

𝑛=1

. 

Розв’язання.  

 
 

б)    ∑
(𝑛 − 1)2(𝑥 + 2)𝑛

𝑛 + 2

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. 𝑅 = lim
𝑛→∞

|
с𝑛

с𝑛+1
| = lim

𝑛→∞

(𝑛−1)2(𝑛+3)

(𝑛+2) 𝑛2
= 1. 

 
 



в)    ∑ 𝑛! 𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. 𝑅 = lim
𝑛→∞

|
с𝑛

с𝑛+1
| = lim

𝑛→∞

𝑛!

(𝑛+1)!
= lim

𝑛→∞

1

(𝑛+1)
= 0. 

Це означає, що областю збіжності даного функціонального ряду є одна точка 𝑥 = 0. 

 

г)    ∑
(𝑥 − 3)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=1

. 

Розв’язання. 𝑅 = lim
𝑛→∞

|
с𝑛

с𝑛+1
| = lim

𝑛→∞

(𝑛+1)!

𝑛!
= lim

𝑛→∞
(𝑛 + 1) = ∞. Отже, ряд 

збігається в інтервалі (−∞; +∞). 

 

Завдання 3. Користуючись формулами розкладу в ряд Маклорена функцій 

𝑒𝑥, sin 𝑥 , cos 𝑥 , ln(1 + 𝑥) розкласти дані функції в ряд в околі точки 𝑥 = 0.  

 

а)    𝑦 = {
𝑒𝑥 − 1

𝑥
,   при 𝑥 ≠ 0,

1,             при 𝑥 = 0
. 

Розв’язання. Для  𝑥 ∈ (−∞; +∞) 

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

𝑒𝑥 − 1 = 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

𝑒𝑥 − 1

𝑥
=

1

𝑥
(𝑥 +

𝑥2

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ ) = 1 +

𝑥

2!
+

𝑥2

3!
… +

𝑥𝑛−1

𝑛!
+ ⋯.   

  

б)      у = sin
𝑥

2
. 

Розв’язання. Для  𝑥 ∈ (−∞; +∞) 

 

sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− ⋯ + (−1)𝑛

𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
+ ⋯ 

sin
𝑥

2
=

𝑥

2
−

𝑥3

233!
+

𝑥5

255!
− ⋯ + (−1)𝑛

𝑥2𝑛+1

22𝑛+1(2𝑛 + 1)!
+ ⋯ 



 

в)      у = cos2 𝑥. 

Розв’язання. cos2 𝑥 =
1

2
(1 + cos 2𝑥) 

cos 𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
− ⋯ + (−1)𝑛

𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+ ⋯ 

cos2 𝑥 =
1

2
(1 + 1 −

(2𝑥)2

2!
+

(2𝑥)4

4!
− ⋯ + (−1)𝑛

(2𝑥)2𝑛

(2𝑛)!
+ ⋯ ) = 

= 1 − 𝑥2 +
23𝑥4

4!
− ⋯ + (−1)𝑛

22𝑛−1𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+ ⋯  ,    𝑥 ∈ (−∞; +∞). 

 

  

г)      у = ln(10 + 𝑥). 

Розв’язання. Скористаємося властивостями логарифма: 

у = ln(10 + 𝑥) = ln 10(1 +
𝑥

10
) = ln 10 + ln(1 +

𝑥

10
). 

ln(1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
− ⋯ +

(−1)𝑛−1

𝑛
𝑥𝑛,   𝑥 ∈ (−1; 1]. 

у = ln(10 + 𝑥) = ln 10 + ln(1 +
𝑥

10
) = ln 10 +

𝑥

10
−

𝑥2

1022
+

𝑥3

1033
− ⋯ 

(−1)𝑛−1

10𝑛𝑛
𝑥𝑛, 

𝑥 ∈ (−1; 1]. 

 

 

Домашнє завдання 

Завершити виконання четвертої частини Індивідуального завдання.  

Виконане завдання надіслати для перевірки на адресу i.morachkovska@gmail.com або 

TELEGRAM 0502983683  

mailto:i.morachkovska@gmail.com

