
Практичні заняття за темою лекції від 24.04.2020 (24.04.2020) 

 

Числові ряди 

 

 Для збіжності числового ряду необхідно, щоб його загальний член прямував до 

нуля, коли n нескінченно зростає. Тобто, якщо ряд збігається, то lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 0 

(необхідна ознака збіжності числового ряду). 

Але не навпаки: коли lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 0, то не можна зробити висновок, що ряд обов’язково 

збігається: він може, як збігатись,  так і розбігатись. Тобто ця ознака  є лише 

необхідною, але не є достатньою для збіжності. 

Якщо lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 ≠ 0, то ряд розбігається (достатня ознака розбіжності числового 

ряду). 

 

Завдання 1. Дослідити на збіжність числові ряди. 

а)     ∑
3𝑛 + 4

5𝑛 − 1

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Перевіримо виконання необхідної ознаки збіжності ряду 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

3𝑛 + 4

5𝑛 − 1
= lim

𝑛→∞

3𝑛

5𝑛
=

3

5
≠ 0. 

Оскільки lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 ≠ 0, то ряд розбігається. 

б)     ∑
𝑛2

2𝑛2 − 𝑛 + 5

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Перевіримо виконання необхідної ознаки збіжності ряду 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛2

2𝑛2 − 𝑛 + 5
= lim

𝑛→∞

𝑛2

2𝑛2
=

1

2
≠ 0. 

Оскільки lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 ≠ 0, то ряд розбігається. 

в)     ∑ (
3𝑛 + 4

3𝑛 − 1
)

𝑛∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Перевіримо виконання необхідної ознаки збіжності ряду 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

(
𝑛 + 4

𝑛 − 1
)

𝑛

= ‖1∞‖ = lim
𝑛→∞

(1 +
𝑛 + 4

𝑛 − 1
− 1)

𝑛

= 

= lim
𝑛→∞

(1 +
𝑛 + 4 − 𝑛 + 1

𝑛 − 1
)

𝑛

= lim
𝑛→∞

(1 +
5

𝑛 − 1
)

𝑛

= 

= lim
𝑛→∞

(1 +
5

𝑛 − 1
)

𝑛−1
5

∙
5

𝑛−1
∙𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑒
5𝑛

𝑛−1 = 𝑒5 ≠ 0 

Оскільки lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 ≠ 0, то ряд розбігається. 



Достатні ознаки збіжності рядів з додатними членами 

 

Ознаки порівняння 

Перша ознака порівняння: 

Нехай дани два ряди 


=1n

na  та 


=1n

nb , причому для всіх Nn   nn ba  . Тоді:  

а) зі збіжності ряду 


=1n

nb  випливає збіжність ряду 


=1n

na ; 

б) із розбіжності ряду 


=1n

na  випливає розбіжність ряду 


=1n

nb . 

Друга ознака порівняння (гранична форма ознаки порівняння): 

Нехай дани два ряди 


=1n

na  та 


=1n

nb , й існує ),0(lim =
→

LLL
b

a

n

n

n
,  

тоді обидва ряди збігаються або розбігаються одночасно. 

 

При застосуванні ознак порівняння ряд, що досліджується на збіжність, 

порівнюється з еталонним рядом. За еталонні ряди зазвичай приймають: 

✓ узагальнений гармонічний ряд 


=1

1

n
pn

, що збігається при 1p  і розбігається 

при 1p ,  

✓ ряд геометричної прогресії: 
1

збігається, якщо 1

розбігається, якщо 1

n

n

q ,
aq

q .



=

 
− 


  

  

Завдання 2. Дослідити на збіжність числові ряди. 

а)     ∑
𝑛

𝑛2 + 5

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Необхідна ознака збіжності виконується: 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛2 + 5
= lim

𝑛→∞

𝑛

𝑛2
= lim

𝑛→∞

1

𝑛
=

1

∞
= 0. 

Застосуємо достатню граничну ознаку порівняння. Оскільки 

𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛2 + 5
~

𝑛

𝑛2
=

1

𝑛
= 𝑣𝑛, 



порівняємо даний рід з розбіжним гармонічним рядом ∑
1

𝑛
∞
𝑛=1  .  

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛

𝑣𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑛 ∙ 𝑛

𝑛2 + 5
= lim

𝑛→∞

𝑛2

𝑛2
= 1 (≠ 0, ≠ ∞  ). 

Отже ці ряди поводять себе однаково, тобто заданий ряд також розбігається. 

б)     ∑
𝑛

𝑛3 + 2

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Необхідна ознака збіжності виконується: 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛3 + 2
= lim

𝑛→∞

𝑛

𝑛3
= lim

𝑛→∞

1

𝑛2
=

1

∞
= 0. 

Оскільки 

𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛3 + 2
~

𝑛

𝑛3
=

1

𝑛2
= 𝑣𝑛, 

Застосуємо першу ознаку порівняння зі збіжним рядом ∑
1

𝑛2
∞
𝑛=1  ( 1p ). 

𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛3 + 2
< 𝑣𝑛 =

𝑛

𝑛3
=

1

𝑛2
. 

Оскільки 𝑢𝑛 < 𝑣𝑛, то заданий ряд також збігається. 

 

Ознака Д’Аламбера  

 

Нехай для знакосталого ряду існує границя частки  

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
= 𝑝, 

тоді: при 𝑝 < 1 ряд збігається; при 𝑝 > 1 ряд розбігається; при 𝑝 = 1 ознака 

Даламбера непридатна. 

 На практиці ознаку Д`Aламбера доцільно застосовувати до рядів, члени яких 

містять факторіали, показникові функції. 

 

Завдання 3. Дослідити на збіжність числові ряди: 

а)     ∑
3𝑛 + 1

4𝑛

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. У загальний член цього ряду входить показникова функція 4𝑛, 

тому доцільно застосувати достатню ознаку Д`Aламбера: 

𝑢𝑛 =
3𝑛 + 1

4𝑛
;   𝑢𝑛+1 =

3(𝑛 + 1) + 1

4𝑛+1
=

3𝑛 + 4

4𝑛+1
 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
= lim

𝑛→∞

(3𝑛 + 4)4𝑛

4𝑛+1(3𝑛 + 1)
= lim

𝑛→∞

(3𝑛)4𝑛

4 ∙ 4𝑛(3𝑛)
=

1

4
< 1. 

Отже, заданий ряд збігається. 



б)     ∑
𝑛!

𝑛2 + 3

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. У загальний член цього ряду входить 𝑛!, тому доцільно 

застосувати достатню ознаку Д`Aламбера: 

𝑢𝑛 =
𝑛!

𝑛2 + 3
;  𝑢𝑛+1 =

(𝑛 + 1)!

(𝑛 + 1)2 + 3
 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
= lim

𝑛→∞

(𝑛 + 1)! (𝑛2 + 3)

((𝑛 + 1)2 + 3)𝑛!
= lim

𝑛→∞

𝑛! ∙ (𝑛 + 1) ∙ 𝑛2

𝑛2 ∙ 𝑛!
= lim

𝑛→∞
(𝑛 + 1) = ∞ > 1. 

Отже, заданий ряд розбігається. 

 

Радикальна ознака Коші 

 

Нехай для знакосталого ряду існує границя:  

lim
𝑛→∞

√𝑢𝑛
𝑛 = 𝑝, 

тоді: при 𝑝 < 1 ряд збігається; при 𝑝 > 1 ряд розбігається; при 𝑝 = 1 ознака Коші 

непридатна. 

Радикальну ознаку Коші зручно застосовувати, коли загальний член ряду має в 

своєму складі показникові функції від n, з яких досить просто добувається корінь 

n - го степеня. 

 

Завдання 4. Дослідити на збіжність числові ряди: 

а)     ∑ (
3𝑛 + 1

4𝑛 − 3
)

𝑛∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Загальний член ряду є n-м степенем дробу 
3𝑛+1

4𝑛−3
, тому застосуємо 

радикальну ознаку Коші: 

lim
𝑛→∞

√𝑢𝑛
𝑛 = lim

𝑛→∞
√(

3𝑛 + 1

4𝑛 − 3
)

𝑛𝑛

= lim
𝑛→∞

3𝑛 + 1

4𝑛 − 3
= lim

𝑛→∞

3𝑛

4𝑛
=

3

4
< 1. 

Отже, заданий ряд збігається. 

б)     ∑ 𝑠𝑖𝑛𝑛

∞

𝑛=1

𝑛

4𝑛2 + 1
 

Розв’язання. Загальний член ряду є степенем з показником n виразу sin
𝑛

4𝑛2+1
, 

тому застосуємо радикальну ознаку Коші: 

lim
𝑛→∞

√𝑢𝑛
𝑛 = lim

𝑛→∞
√𝑠𝑖𝑛𝑛

𝑛

4𝑛2 + 1

𝑛
= lim

𝑛→∞
sin

𝑛

4𝑛2 + 1
= lim

𝑛→∞
sin

𝑛

4𝑛2
= lim

𝑛→∞
sin

1

4𝑛
=

= sin 0 = 0 < 1. 

Отже, заданий ряд збігається. 



в)     ∑ (
5𝑛 + 3

2𝑛 + 2
)

𝑛−2∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Загальний член ряду є (n–2)-м степенем виразу 
5𝑛+3

2𝑛+2
, тому 

застосуємо радикальну ознаку Коші: 

lim
𝑛→∞

√𝑢𝑛
𝑛 = lim

𝑛→∞
√(

5𝑛 + 3

2𝑛 + 2
)

𝑛−2𝑛

= lim
𝑛→∞

(
5𝑛 + 3

2𝑛 + 2
)

𝑛−2
𝑛

= lim
𝑛→∞

(
5𝑛

2𝑛
)

𝑛
𝑛

= lim
𝑛→∞

(
5

2
)

1

=
5

2
> 1. 

Отже, заданий ряд розбігається. 

 

Ознака Лейбниця  

 

Якщо для знакопереміжного ряду  

∑(−1)𝑛𝑎𝑛

∞

𝑛=1

 

виконуються дві умови: 

1)  lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0; 

2)  𝑎𝑛 > 𝑎𝑛+1, для всіх 𝑛 = 1,2, …, 

тоді цей ряд є збіжним. 

Якщо збігається ряд, складений із модулів членів даного ряду, тобто ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  

є збіжним, то сам ряд ∑ (−1)𝑛𝑎𝑛
∞
𝑛=1  називається абсолютно збіжним. 

Якщо ряд з модулів ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  розбігається, а сам ряд ∑ (−1)𝑛𝑎𝑛

∞
𝑛=1  збігається, 

тоді він називається умовно збіжним. 

Виконання ознаки Лейбниця гарантує не абсолютну, а лише умовну збіжність 

ряду. 

 

Завдання 5. Дослідити на умовну та абсолютну збіжність числові ряди: 

а)     ∑(−1)𝑛

∞

𝑛=1

1

3𝑛2 + 1
 

Розв’язання. Складемо ряд з абсолютних величин ∑
1

3𝑛2+1
∞
𝑛=1 . Використаємо 

ознаку порівняння 

Оскільки 
1

3𝑛2+1
~

1

𝑛2
, порівняємо зі збіжним рядом ∑

1

𝑛2
∞
𝑛=1 , (𝑝 = 2 > 1) . 

𝑢𝑛 =
1

3𝑛2 + 1
< 𝑣𝑛 =

1

𝑛2
. 

Оскільки 𝑢𝑛 < 𝑣𝑛, то ряд з модулів збігається.  

Таким чином, даний знакопереміжний ряд збігається абсолютно. 

 



б)     ∑(−1)𝑛

∞

𝑛=1

2𝑛

(𝑛 + 1)(𝑛 + 4)
 

Розв’язання. Складемо ряд з абсолютних величин ∑
2𝑛

(𝑛+1)(𝑛+4)
∞
𝑛=1 .  

Оскільки 
2𝑛

(𝑛+1)(𝑛+4)
~

2𝑛

𝑛2
=

2

𝑛
, порівняємо з розбіжним гармонічним рядом 

∑
1

𝑛
∞
𝑛=1 , (𝑝 = 1) . Використаємо граничну форму ознаки порівняння: 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛

𝑣𝑛
= lim

𝑛→∞

2𝑛 ∙ 𝑛

(𝑛 + 1)(𝑛 + 4)
= lim

𝑛→∞

2𝑛2

𝑛2
= 2 (≠ 0, ≠ ∞  ). 

Таким чином, ряд з модулів розбігається. 

Дослідимо знакопереміжний ряд ∑ (−1)𝑛∞
𝑛=1

2𝑛

(𝑛+1)(𝑛+4)
 на умовну збіжність за 

ознакою Лейбниця. 

1) lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

2𝑛 

(𝑛+1)(𝑛+4)
= lim

𝑛→∞

2𝑛

𝑛2
= lim

𝑛→∞

2

𝑛
= 0; 

2)  𝑎𝑛 =
2𝑛

(𝑛+1)(𝑛+4)
> 𝑎𝑛+1 =

2(𝑛+1)

((𝑛+1)+1)((𝑛+1)+4)
=

2𝑛+2

(𝑛+2)(𝑛+5)
, для всіх 𝑛 = 1,2, …, 

Таким чином, даний ряд збігається, але, оскільки ряд з його абсолютних величин 

розбігається, то ця збіжність умовна. 

 

Завдання для самостійного розв’язання: 

Дослідити на збіжність дані числові ряди: 

1) ∑
3𝑛

𝑛 + 6

∞

𝑛=1

 2) ∑
𝑛3

5𝑛3 − 1

∞

𝑛=1

 3) ∑
𝑛 + 4

√𝑛2 + 2

∞

𝑛=1

 

4) ∑
𝑛

𝑛4 − 1

∞

𝑛=1

 5) ∑
𝑛

𝑛2 + 2𝑛 − 1

∞

𝑛=1

 6) ∑ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
1

2𝑛

∞

𝑛=1

 

7) ∑
2𝑛 + 3

7𝑛

∞

𝑛=1

 8) ∑
(𝑛 + 1)!

𝑛3 + 1

∞

𝑛=1

 9) ∑
𝑛 ∙ 3𝑛+4

𝑛2

∞

𝑛=1

 

10) ∑ (
4𝑛 + 1

5𝑛 − 3
)

𝑛∞

𝑛=1

 11) ∑ 𝑡𝑔𝑛
𝑛

𝑛3 + 2

∞

𝑛=1

 12) ∑ (
3𝑛2 + 1

2𝑛2 − 3𝑛 + 5
)

𝑛+1∞

𝑛=1

 

13) ∑(−1)𝑛

∞

𝑛=1

2 + 𝑛

(𝑛 + 1)(𝑛 + 5)
 14) ∑(−1)𝑛

∞

𝑛=1

(
2𝑛 + 3

5𝑛 − 2
)

𝑛

 15) ∑(−1)𝑛

∞

𝑛=1

1

𝑙𝑛2(𝑛 + 4)
 

 

Домашнє завдання 
Виконати завдання 1 четвертої частини Індивідуального завдання.  

Виконане завдання надіслати для перевірки на адресу i.morachkovska@gmail.com або 

TELEGRAM 0502983683  

mailto:i.morachkovska@gmail.com

