
Практичні заняття за темою лекції від 1.05.2020     (4.05.2020) 

 

Функціональні ряди 

 

Завдання 1. Знайти область збіжності степеневого ряду 

а)    ∑
(𝑥 − 1)𝑛

𝑛2

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Скористаємося ознакою Даламбера.  

𝑢𝑛 =
(𝑥 − 1)𝑛

𝑛2
;   𝑢𝑛+1 =

(𝑥 − 1)𝑛+1

(𝑛 + 1)2
 

lim
𝑛→∞

|
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
| = lim

𝑛→∞

|𝑥 − 1|𝑛+1𝑛2

(𝑛 + 1)2|𝑥|𝑛
= lim

𝑛→∞

|𝑥 − 1|𝑛2

𝑛2
= |𝑥 − 1|. 

Отже, заданий ряд збігається, якщо |𝑥 − 1| < 1, або −1 < 𝑥 − 1 < 1;     0 < 𝑥 < 2 . 

Досліджуємо даний ряд на кінцях одержаного проміжку. 

При  𝑥 = 2 маємо збіжний ряд ∑
1

𝑛2
∞
𝑛=1 , (𝑝 = 2 > 1). 

При  𝑥 = 0 маємо знакопереміжний ряд ∑
(−1)𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1 , який збігається абсолютно. 

Отже, область збіжності даного ряду 0 ≤ 𝑥 ≤ 2. 

 

б)    ∑
(𝑥 − 3)𝑛

4𝑛

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Скористаємося радикальною ознакою Коші.  

lim
𝑛→∞

| √𝑢𝑛
𝑛 | = lim

𝑛→∞
| √

(𝑥 − 3)𝑛

4𝑛

𝑛

| =
|𝑥 − 3|

4
. 

Отже, заданий ряд збігається, якщо 
|𝑥−3|

4
< 1, або 

|𝑥 − 3| < 4;  −4 < 𝑥 − 3 < 4;    −1 < 𝑥 < 7 . 

Досліджуємо даний ряд на кінцях одержаного проміжку. 

При  𝑥 = 7 маємо ряд ∑ 1𝑛∞
𝑛=1 = 1 + 1 + ⋯, який є розбіжним. 

При  𝑥 = −1 маємо знакопереміжний ряд ∑ (−1)𝑛 = −1 + 1 − 1 + 1 − ⋯∞
𝑛=1 , який теж 

розбіжний. 

Отже, область збіжності даного ряду −1 < 𝑥 < 7. 

 



в)    ∑
𝑥2𝑛−1

𝑛

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Скористаємося ознакою Даламбера.  

 
 

Завдання 2. Знайти радіус та область збіжності степеневого ряду 

 

а)    ∑
(𝑥 − 1)𝑛

(2𝑛 + 3)4𝑛

∞

𝑛=1

. 

Розв’язання.  

 
 

б)    ∑
(𝑛 − 1)2(𝑥 + 2)𝑛

𝑛 + 2

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. 𝑅 = lim
𝑛→∞

|
с𝑛

с𝑛+1
| = lim

𝑛→∞

(𝑛−1)2(𝑛+3)

(𝑛+2) 𝑛2
= 1. 

 
 



в)    ∑ 𝑛! 𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. 𝑅 = lim
𝑛→∞

|
с𝑛

с𝑛+1
| = lim

𝑛→∞

𝑛!

(𝑛+1)!
= lim

𝑛→∞

1

(𝑛+1)
= 0. 

Це означає, що областю збіжності даного функціонального ряду є одна точка 𝑥 = 0. 

г)    ∑
(𝑥 − 3)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=1

. 

Розв’язання. 𝑅 = lim
𝑛→∞

|
с𝑛

с𝑛+1
| = lim

𝑛→∞

(𝑛+1)!

𝑛!
= lim

𝑛→∞
(𝑛 + 1) = ∞. Отже, ряд 

збігається в інтервалі (−∞; +∞). 

 

Завдання 3. Користуючись формулами розкладу в ряд Маклорена функцій 

ⅇ𝑥, sin 𝑥 , cos 𝑥 , ln(1 + 𝑥) розкласти дані функції в ряд в околі точки 𝑥 = 0.  

 

а)    𝑦 = {
ⅇ𝑥 − 1

𝑥
,   при 𝑥 ≠ 0,

1,             при 𝑥 = 0
. 

Розв’язання. Для  𝑥 ∈ (−∞; +∞) 

ⅇ𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

ⅇ𝑥 − 1 = 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

ⅇ𝑥 − 1

𝑥
=

1

𝑥
(𝑥 +

𝑥2

2!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ ) = 1 +

𝑥

2!
+

𝑥2

3!
… +

𝑥𝑛−1

𝑛!
+ ⋯.   

  

б)      у = sin
𝑥

2
. 

Розв’язання. Для  𝑥 ∈ (−∞; +∞) 

 

sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− ⋯ + (−1)𝑛

𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
+ ⋯ 

sin
𝑥

2
=

𝑥

2
−

𝑥3

233!
+

𝑥5

255!
− ⋯ + (−1)𝑛

𝑥2𝑛+1

22𝑛+1(2𝑛 + 1)!
+ ⋯ 



 

в)      у = cos2 𝑥. 

Розв’язання. cos2 𝑥 =
1

2
(1 + cos 2𝑥) 

cos 𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
− ⋯ + (−1)𝑛

𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+ ⋯ 

cos2 𝑥 =
1

2
(1 + 1 −

(2𝑥)2

2!
+

(2𝑥)4

4!
− ⋯ + (−1)𝑛

(2𝑥)2𝑛

(2𝑛)!
+ ⋯ ) = 

= 1 − 𝑥2 +
23𝑥4

4!
− ⋯ + (−1)𝑛

22𝑛−1𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+ ⋯  ,    𝑥 ∈ (−∞; +∞). 

 

  

г)      у = ln(10 + 𝑥). 

Розв’язання. Скористаємося властивостями логарифма: 

у = ln(10 + 𝑥) = ln 10(1 +
𝑥

10
) = ln 10 + ln(1 +

𝑥

10
). 

ln(1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
− ⋯ +

(−1)𝑛−1

𝑛
𝑥𝑛,   𝑥 ∈ (−1; 1]. 

у = ln(10 + 𝑥) = ln 10 + ln(1 +
𝑥

10
) = ln 10 +

𝑥

10
−

𝑥2

1022
+

𝑥3

1033
− ⋯ 

(−1)𝑛−1

10𝑛𝑛
𝑥𝑛, 

𝑥 ∈ (−1; 1]. 

 

 

Домашнє завдання 

Завершити виконання четвертої частини Індивідуального завдання.  

Виконане завдання надіслати для перевірки на адресу i.morachkovska@gmail.com або 

TELEGRAM 0502983683  

mailto:i.morachkovska@gmail.com

