
Невизначений iнтеграл

Заняття 1. Невизначений iнтеграл
Означення 0.1. Функцiя F (x) називається первiсною для функцiї f(x) на
деякому промежку, якщо на цьому промiжку вiконується умова

F ′(x) = f(x).

Означення 0.2. Множина всiх первiсних функцiй для функцiї f(x) називає-
ться невизначеним iнтегралом i позначається∫

f(x) dx.

Тут f(x) називається пiдiнтегральною функцiєю, f(x)dx називається пi-
дiнтегральним виразом, x — змiнна iнтегрування, dx — диференцiал змiної
iнтегрування.

Таким чином, якщо функцiя F (x) є первiсною для функцiї f(x), тодi∫
f(x) dx = F (x) + C.

Тут C — довiльна стала, яка називається сталою iнтегрування.

Властивостi невизначеного iнтеграла

1.

(∫
f(x) dx

)′
= f(x),

2. d

(∫
f(x) dx

)
= f(x)dx,

3.

∫
F ′(x) dx = F (x) + C,

4.

∫
dF (x) = F (x) + C,

5.

∫
A · f(x) dx = A ·

∫
f(x) dx, A = const,

6.

∫
(f(x)± g(x)) dx =

∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx.

Зауваження 0.1. З властивостi 4 випливає, що змiнною iнтегрування може
бути функцiя!
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Таблиця основних iнтегралiв

1.

∫
0 · dx = C.

2.

∫
1 · dx = x+ C.

3.

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C, (n 6= −1).

4.

∫
dx

x
= ln |x|+ C.

5.

∫
dx√
x
= 2
√
x+ C.

6.

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C, (a > 0, a 6= 1).

7.

∫
ex dx = ex + C.

8.

∫
sinx dx = − cosx+ C.

9.

∫
cosx dx = sinx+ C.

10.

∫
1

cos2 x
dx = tg x+ C.

11.

∫
1

sin2 x
dx = − ctg x+ C.

12.

∫
dx

1 + x2
= arctg x+ C = − arcctg x+ C.

13.

∫
dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C = −1

a
arcctg

x

a
+ C.

14.

∫
dx

a2 − x2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x+ a

x− a

∣∣∣∣+ C.

15.

∫
dx√
1 + x2

= arcsinx+ C = − arccosx+ C.

16.

∫
dx√

a2 + x2
= arcsin

x

a
+ C = − arccos

x

a
+ C.

17.

∫
dx√

x2 ± a2
= ln

(
x+

√
x2 ± a2

)
+ C.
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Iнтегрування. Метод розкладу

Знаходження iнтеграла називається iнтегруванням.
Найважливи методи iнтегрування: метод розкладу, метод пiдстановки та

iнтегрування частинами.
Усi методи iнтегрування зводять невизначений iнтеграл до табличного.

Щоб звести iнтеграл до табличного, як правило, пiдiнтегральну функцiю до-
водиться перетворювати.

Найпростiший метод iнтегрування — це метод розкладу, вiн базується на
властивостях 5 i 6 невизначеного iнтеграла:∫

A · f(x) dx = A ·
∫

f(x) dx, A = const,∫
(f(x)± g(x)) dx =

∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx.

Тобто, якщо пiдiнтегральна функцiя є сума двох (або бiльше) функцiй, тодi
одержимо два (або бiльше) iнтегралiв. Також потрiбно виносити стали мно-
жники за знак iнтеграла.

Приклад 0.1.∫ (
5x2 − 3x+

2

x

)
dx =

∫
5x2 dx−

∫
3x dx+

∫
2

x
dx =

= 5

∫
x2 dx− 3

∫
x dx+ 2

∫
1

x
dx = 5

x2+1

2 + 1
− 3

x1+1

1 + 1
+ 2 ln |x|+ C =

= 5
x3

3
− 3

x2

2
+ 2 ln |x|+ C.

Пiдiнтегральна функцiя мiстить суму трьох доданкiв (функцiй). Тому вихi-
дной iнтеграл було розкладено на три iнтеграла, потiм винесли стали мно-
жники за знак iнтегралiв. Одержанi iнтеграли є табличними (вони мiстять
степеневу функцiю).

Звернемо увагу на те, що використовуються рiзнi формули для iнтегру-
вання степеневої функцiї: першi два iнтеграла — формула 3 таблицi, останний
iнтеграл — формула 5.

Приклад 0.2.∫ (
1−
√
x
)2

dx =

∫ (
1− 2

√
x+ x

)
dx =

∫
dx− 2

∫ √
x dx+

∫
x dx =

= x− 2

∫
x

1
2 dx+

x1+1

1 + 1
= x− 2

x
1
2+1

1
2 + 1

+
1

2
x2 + C = x− 4

3
x

3
2 +

1

2
x2 + C.

3



Спочатку скористалися рiвнiстю:

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2.

Нагадаємо, що (
√
x)2 =

√
x ·
√
x = x. Тут, як i при диференцiюваннi функцiй,

радiкал було уявлено у виглядi степеневой функцiї
√
x = x

1
2 , k
√
xn = x

n
k .

Зауваження 0.2. Не треба пiсля iнтегрування кожного доданка ставити сталу
iнтегрування, тому що сума сталих є також стала, яку ми ставимо у кiнцi.

Приклад 0.3.∫
6x3 − 5

x2
dx =

∫
6x3

x2
dx−

∫
5

x2
dx = 6

∫
x dx− 5

∫
x−2 dx =

= 6
x1+1

1 + 1
− 5

x−2+1

−2 + 1
+ C = 3x2 + 5x−1 + C = 3x2 +

5

x
+ C.

Виконуючi почленне дiлення, одержали два доданка (два iнтеграла). Тут були
використовани наступнi властивостi степеневой функцiї:

xn

xk
= xn−k, тодi

1

x2
= x−2.

Завдання. Знайти невизначенi iнтеграли, користуючись таблицею iнте-
гралiв та їх властивостi.

∫ (
5x2 − 4x+ 3− 2

x

)
dx,

∫
dx

x2
,

∫
2x+ 3

x3
dx,∫ √

x− x3ex + x2

x3
dx,

∫
3x3 −

√
x+ 5x

x
dx,

∫ (
1− x

x

)2

dx.
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Заняття 2. Пiдведення сталих пiд знак диференцiала

Нагадаемо, що змiнною iнтегрування може бути функцiя. Бiльш того, мо-
жна довестi, що формули iнтегрування залишаться незмiнними, якщо неза-
лежну змiнну x замiнити на будь–яку диференцiйовну функцiю u(x). Тобто,
якщо ∫

f(x) dx = F (x) + C,

то ∫
f (u(x)) du(x) = F (u(x)) + C,

або ∫
f (u) du = F (u) + C.

Ця властивiсть дозволяєть одержати таблицю iнтегралiв в наступному виглядi:∫
un du =

un+1

n+ 1
+ C,

∫
du

u
= ln |u|+ C, . . . ,

де u — будь–яка диференцiйовна функцiя
Наприклад, розглянемо табличний iнтеграл∫

x dx =
x1+1

1 + 1
+ C =

x2

2
+ C.

Тодi, за цiєю теоремою, маємо∫
sinx d (sinx) =

sin2 x

2
+ C,

або ∫
lnx d (lnx) =

ln2 x

2
+ C.

Таким чином, в першому випадку змiнною iнтегрування є функцiя u = sin x,
у другому — функцiя u = lnx. Справдi, пiдставимо в перший iнтеграл символ
u замiсть sinx. Тодi маємо табличний iнтеграл∫

sinx d (sinx) = ‖u = sinx‖ =
∫

u du =
u2

2
+ C =

sin2 x

2
+ C.

Нагадаємо формулу диференцiала

df(x) = f ′(x)dx,
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i наведемо деякi перетворення диференцiала

d(x+ b) = (x+ b)′dx = (x′ + b′)dx = (1 + 0)dx = dx, ⇒ dx = d(x+ b),

d(ax) = (ax)′dx = a(x)′dx = a dx, ⇒ dx =
1

a
dx,

d(ax+ b) = (ax+ b)′dx = a dx ⇒ dx =
1

a
d(ax+ b).

Тут a = const, b = const.
Таким чином, до виразу, що мiститься пiд знаком диференцiала, можна

завжди додати сталу b, тобто∫
f(x) dx =

∫
f(x) d(x+ b).

Якщо вираз, що мiститься пiд знаком диференцiала, помножити на сталу
(число) a, то весь iнтеграл потрiбно роздiлити на цю сталу a:∫

f(x) dx =
1

a

∫
f(x) d(ax).

Таким чином, маємо корисно правило пiдведення сталих пiд знак дифе-
ренцiала: ∫

f(x) dx =
1

a

∫
f(x) d(ax+ b).

Приклад 0.4.∫
cos(7x− 5) dx =

1

7

∫
cos(7x− 5)d(7x) =

=
1

7

∫
cos(7x− 5)d(7x− 5) =

1

7
sin(7x− 5) + C.

В таблицi iнтегралiв аргумент пiдiнтегральной функцiї i змiнна iнтегрування
це одна i та же величина, а в цьому прикладi рiзнi величини: аргумент функцiї
дорiвнює (7x−5), а змiнна iнтегрування — це x. Тому тут було зроблено пере-
творення диференцiала: спочатку занесли пiд знак диференцiала множник 7;
дале додали сталу −5. Пiсля перетворення змiнна iнтегрування також дорiв-
нює (7x− 5) i ми маємо табличний iнтеграл.

В цьому прикладе можна зробити замiну замiнной iнтегрування:

∫
cos(7x− 5) dx =

∥∥∥∥∥∥∥∥
u = 7x− 5,

du = (7x− 5)′dx = 7 dx,

dx =
1

7
du

∥∥∥∥∥∥∥∥ =
1

7

∫
cosu du =

=
1

7
sinu+ C =

1

7
sin(7x− 5) + C.
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Схема така: аргумент пiдiнтегральной функцiї не дорiвнює змiнной iнте-
грування. Тому аргумент пiдiнтегральної функцiї позначаємо як допомiжну
функцiю u. В цьому прикладе

u = 7x− 5.

Обчислюємо диференциал цiєї функцiї

du = u′dx, ⇒ du = (7x− 5)′dx = 7dx.

Звiдсi знаходимо диференцiал вихiдной змiнной iнтегрування dx. В наше-
му випадку

dx =
1

7
du

i пiдставляемо його в вихiдной iнтеграл. Одержимо табличний iнтеграл. Остан-
ний крок: ми повиннi повернутися до вихiдної змiнної x.

Якiм засобом користуватися? — Що кому бiльш сподобається!
Приклад 0.5.∫ √

2x− 3 dx =
1

2

∫
(2x− 3)

1
2 d(2x− 3) =

=
1

2

(2x− 3)
1
2+1

1
2 + 1

+ C =
1

3
(2x− 3)

3
2 + C.

∫ √
2x− 3 dx =

∥∥∥∥∥∥∥∥
u = 2x− 3,

du = (2x− 3)′dx = 2 dx,

dx =
1

2
du

∥∥∥∥∥∥∥∥ =
1

2

∫
(u)

1
2 du =

=
1

2

u
1
2+1

1
2 + 1

+ C =
1

3
(2x− 3)

3
2 + C.

Завдання. Користуючись диференцiалами

dx = d(x+ b), dx =
1

a
d(ax), dx =

1

a
d (ax+ b) .

знайти невизначенi iнтеграли.∫
cosx dx,

∫
cos(2x) d(2x),

∫
cos(2x) dx,∫

cos(2x− 1) d(2x− 1),

∫
cos(2x− 1) dx,

∫
cos(1− 2x) dx,∫

sinx dx,

∫
sin(3 + x) d(3 + x),

∫
sin(3− 4x) dx,
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∫
(2 + x)7 d(2 + x),

∫
(2 + x)7 dx,

∫
(2− 3x)11 dx,∫

(2− 3x)11 dx,

∫ √
2− 3x dx,

∫ √
(8− 5x)3 dx,∫

d(x+ 3)

(x+ 3)2
,

∫
dx

(x+ 3)2
,

∫
dx

3

√
(5− 7x)2

,

∫
e2x d(2x),

∫
e2x dx,

∫
e−x dx,∫

e3x−2 dx,

∫
e3−2x dx,

∫
28−5x dx,

∫
dx

x
,

∫
d(x− 1)

x− 1
,

∫
dx

x− 1
,

∫
dx

2x− 1
,

∫
dx

2− 3x
,

∫
d(3x)√
1− (3x)2

,

∫
dx√

1− 9x2
,

∫
dx√
4− x2

,

∫
dx√

2− 3x2
,

∫
dx

1 + x2
,

∫
d(5x)

1 + (5x)2
,

∫
dx

1 + 25x2
,∫

dx

4 + x2
,

∫
dx

4 + 9x2
,

∫
dx

2 + 3x2
,

∫
dx√
x2 + 9

,

∫
dx√

3x2 + 5
,

∫
dx√
x2 − 4

,

∫
dx√

5x2 − 2
,∫

dx

1− x2
,

∫
dx

4− x2
,

∫
dx

4− 25x2
,

∫
dx

2− 5x2
.
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Заняття 3. Пiдведення функцiї пiд знак диференцiала
Пiдвести пiд знак диференцiала можна не тiлькi сталi, а i функцiї.
Розглянемо iнтеграл ∫

f(x) dx.

Нехай пiдiнтегральну функцiю f(x) можна уявити як добуток двох функцiй,
один з яких є похiдна певної функцi u(x):

f(x) = g(x)u′(x).

Тому що за ознакою, диференцiал функцiї u(x) дорiвнює

du = u′(x)dx,

маємо ∫
f(x) dx =

∫
g(u(x))u′(x) dx =

∫
g(u) du.

Тобто, якщо пiдiнтегральну функцiю можна розкласти на два множника, один
з яких є похiдна певної функцi u(x), то цю функцiю можна пiдвести пiд знак
диференцiала в надiї, що одержаний iнтеграл буде табличним.
Приклад 0.6.∫

xex
2

dx =

∥∥∥∥∥∥
d
(
x2
)
=
(
x2
)′

dx = 2x dx

x dx =
1

2
d
(
x2
)

∥∥∥∥∥∥ =
1

2

∫
ex

2

d
(
x2
)
=

1

2
ex

2

+ C.

В цьому прикладi пiдiнтегральная функцiя — добуток функцiї x на фун-
кцiю ex

2. Функцiя x є похiдною функцiї x2, тому функцiя x була пiдведена пiд
знак диференцiала.

Звернемо увагу на те, що можна iнтегрувати вважая функцiю x2 змiнною
iнтегрування, а можно позначити цю функцiю як певну допомiжну функцiю
u = x2:

∫
xex

2

dx =

∥∥∥∥∥∥∥∥
u = x2,

du = u′dx =
(
x2
)′

dx = 2x dx

x dx =
1

2
du

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

=
1

2

∫
eu du =

1

2
eu + C =

1

2
ex

2

+ C.

Приклад 0.7.∫
x dx√
x2 − 3

=

∥∥∥∥x dx =
1

2
d(x2) =

1

2
d(x2 − 3)

∥∥∥∥ =

∫
d(x2 − 3)

2
√
x2 − 3

=
√
x2 − 3 + C.
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Або

∫
x dx√
x2 − 3

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
u = x2 − 3,

du = u′dx =
(
x2 − 3

)′
dx = 2x dx

x dx =
1

2
du

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

=

∫
du

2
√
u
=
√
u+ C =

√
x2 − 3 + C.

Приклад 0.8.∫
sin3 x cosx dx = ‖d(sinx) = cos x dx‖ =

=

∫
sin3 x d(sinx) =

sin3+1 x

3 + 1
+ C =

sin4 x

4
+ C;

∫
sin3 x cosx dx =

∥∥∥∥u = sinx,

du = (sinx)′ dx

∥∥∥∥ =

∫
u3 du =

u3+1

3 + 1
+ C =

sin4

4
+ C.

Завдання. Користуючись диференцiалами

xdx =
1

2
d
(
x2
)
, x2dx =

1

3
d
(
x3
)
,

знайти невизначенi iнтеграли:∫
xdx,

∫
d(x2),

∫
sin
(
x2
)
d
(
x2
)
,

∫
x sinx2dx,

∫
x sin

(
2x2 − 3

)
dx,

∫
x2 sin

(
2x3 − 3

)
dx,

∫
x sin

(
4− 3x2

)
dx,

∫
cos
(
x2
)
d
(
x2
)
,

∫
x cos

(
x2
)
dx,

∫
x cos

(
3x2 − 1

)
dx,

∫
ex

2

d
(
x2
)
,

∫
xex

2

dx,

∫
ex

2+3 d
(
x2 + 3

)
,∫

xex
2+3 dx,

∫
xe1−2x

2

dx,
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∫ √
1− xdx,

∫ √
1− x2d

(
x2
)
,

∫
2x
√

1− x2dx,∫
x
√
3 + x2dx,

∫
x
√
4− 9x2dx,∫

dx√
x+ 1

,

∫
xdx√
x2 + 1

,

∫
xdx√
2− 3x2

,∫
xdx√
5x2 − 2

,

∫
xdx

1 + x2
,

∫
xdx

1 + x4
,∫

x2
√

1 + x3dx,

∫
x2

6
√

1− 7x3dx,

∫
x2dx√
x3 + 1

,∫
x2dx

1− x3
,

∫
x+ 1√
1− 4x2

dx.

Врахувати диференцiали

dx√
x
= 2d

(√
x
)
,

dx

x
= d (lnx) , cosx dx = d (sinx) , sinx dx = −d (cosx) ,

i знайти невизначенi iнтеграли:∫
d
(√

x
)
,

∫
dx√
x
,

∫
cos
(√

x
)
d
(√

x
)
,∫

cos
(√

x
) dx√

x
,

∫
e
√
x dx√

x
,

∫
dx

x
,

∫
d (lnx) ,

∫
cos (lnx) d (lnx) ,

∫
cos (lnx)

dx

x
,∫ √

lnx
dx

x
,

∫
dx

x lnx
,

∫
sin3 (lnx)

dx

x
,

∫
cosx dx,

∫
d (sinx) ,

∫
sin2 x d (sinx) ,∫

sin2 x cosx dx,

∫
esinx cosx dx,

∫
sinx dx,

∫
d (cosx) ,

∫
cos3 x d (cosx) ,∫

cos3 x sinx dx,

∫
3
√
1 + 4 cosx sinx dx.
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Врахувати диференцiали

exdx = d (ex) ,
dx

1 + x2
= d (arctg x) ,

dx√
1− x2

= d (arcsinx) ,
dx

cos2 x
= d (tg x) ,

i знайти невизначенi iнтеграли.

∫
ex dx,

∫
d (ex) ,

∫
ex dx

ex − 1
,

∫
ex dx√
e2x − 1

,∫
ex dx

e2x − 1
,

∫
ex dx

e2x + 1
,

∫
dx

1 + x2
,

∫
d (arctg x) ,

∫
(arctg x)2 d (arctg x) ,∫

(arctg x)2
dx

1 + x2
,

∫
earctg x

dx

1 + x2
,

∫
dx√
1− x2

,

∫
d (arcsinx) ,∫

dx

(arcsinx)3
√
1− x2

,

∫
earcsinx

dx√
1− x2

,

∫
dx

cos2 x
,

∫
d (tg x) ,

∫
3
√

1 + tg x
dx

cos2 x
.

Заняття 4. Замiна змiнної iнтегрування
Нагадаємо, що змiнна iнтегрування може бути функцiя. Тому можна зро-

бити замiну змiнної iнтегрування. Нехай x є певна диферецiйовна монотонна
функцiя x = u(t), тодi ∫

f(x) dx =

∫
f(u(t))u′(t) dt,

i можливо, що одержаний iнтеграл буде табличним.
Приклад 0.9. Обчислити iнтеграл:∫

dx

x
√
x− 1

.
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Цей iнтеграл не є табличним, вiн мiстить радикал. Позначимо цей радикал
як нова допомiжна функцiя

t =
√
x− 1.

Звiдси знайдемо вiхiдну змiнну iнтегрування x i ї ї диференцiал

t2 = x− 1,

x = t2 + 1,

dx = (t2 + 1)′ dt = 2t dt.

Таким чином, пiдставляючи замiсть змiнної x та її диференцiала одержанi
вирази, маємо

∫
dx

x
√
x− 1

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
t =
√
x− 1,

t2 = x− 1,

x = t2 + 1,

dx = (t2 + 1)′ dt = 2t dt

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∫
2t dt

(t2 + 1)t
= 2

∫
dt

t2 + 1
=

= 2 arctg t+ C = 2arctg
√
x+ C.

Завдання. Знайти невизначенi iнтеграли, користуючись вказаними пiд-
становками

∫
dx

1 +
√
x

(
t =
√
x
)
,

∫
x
√
x− 5 dx

(
t =
√
x− 5

)
,∫

dx
√
x− 3

√√
x

(
t = 6
√
x
)
,

∫
x− 1√
x+ 1

dx
(
t =
√
x+ 1

)
,∫

ex

1 + e2x
dx (t = ex) ,

∫
dx

1 + 2ex
(
t = e−x

)
,

Заняття 5. Iнтегрування частинами

Нехай функцiї u(x) i v(x) є неперервно диферецiйовнi, тодi справедлива
формула iнтегрування частинами∫

u dv = uv −
∫

v du.

Таким чином, якщо треба знайти певний iнтеграл∫
f(x) dx,
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то за формулой iнтегрування частинами, пiдiнтегральний вираз f(x) dx роз-
кладаеться на двi частини u i dv:

f(x) dx = u dv.

Дале, обчислюєчи диференцiал du = u′ dx i iнтеграл v =
∫
dv, одержимо iнший

iнтеграл ∫
v du,

якой може бути бiльш простим.
Загальних правил вибору функцiй u i v немає, однак приблизно можна

видiлити три рiзнi класа.
1. Пiд iнтегралом мiститься трансцендентная функцiя, похiдна якой є фун-

кцiя рацiональная. Це такi функцiї:

lnx, arcsinx, arccosx, arctg x, arcctg x, та iнши.

Позначимо цю функцiю за u, решту пiдiнтегрального вираза приймають за dv.
Тодi, пiсля диференцiювання позбавимось трансцендентной функцiї.
Приклад 0.10.

∫
x lnx dx =

∥∥∥∥∥∥∥∥
u = lnx, du = (lnx)′dx =

dx

x

dv = x dx, v =

∫
dv =

∫
x dx =

x2

2

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

=
x2

2
lnx−

∫
x2

2

dx

x
=

x2

2
lnx− 1

2

∫
x dx =

=
x2

2
lnx− 1

2

x2

2
+ C =

1

2
x2 lnx− 1

4
x2 + C.

Зауваження 0.3. Сталої iнтегрування при знаходженнi функцiї v не пишемо,
її запишемо при знаходженнi останнього iнтеграла

∫
v du.

Приклад 0.11.

∫
arcsinx dx =

∥∥∥∥∥∥∥∥
u = arcsinx, du = (arcsinx)′dx =

dx√
1− x2

dv = dx, v =

∫
dv =

∫
dx = x

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

= x arcsinx−
∫

x dx√
1− x2

= x arcsinx−
∫

d(x2)

2
√
1− x2

=

= x arcsinx+

∫
d(1− x2)

2
√
1− x2

= x arcsinx+
√

1− x2 + C.
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2. Пiд iнтегралом мiститься добуток многочлена Pn(x) на функцiю sinx,
cosx або eax. Тодi за функцiю u приймають многочлен.

Приклад 0.12.

∫
(3x− 5) sinx dx =

∥∥∥∥∥∥
u = 3x− 5, du = (3− 5)′dx = 3 dx

dv = sinxdx, v =

∫
dv =

∫
sinx dx = − cosx

∥∥∥∥∥∥ =

= −(3x− 5) cosx+ 3

∫
cosx dx = −(3x− 5) cosx+ 3 sinx+ C.

Завдання. Знайти невизначенi iнтеграли, користуючись методом iнте-
грування частинами:∫

arctg x dx,

∫ (
x2 − x+ 1

)
lnx dx,

∫
ln
(
x2 + 1

)
dx,

∫
x arctg x dx,∫

xexdx,

∫
(2x− 1) cosx dx,

∫
x sin (2x) dx,

∫
x2exdx,∫

lnx

x2
dx,

∫
dx

x lnx
,

∫
(lnx)2 dx,

∫
e−2x cos 3x dx.

Заняття 6. Iнтегрування простих рацiональних функцiй

Функцiя виду

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

де a0, a1, . . . , an — числа, називається целой рацiональной або многочленом.
Iнтеграл вiд многочлена зводиться до iнтегралiв вiд степеневой функцiї:∫

Pn(x) dx =

∫ (
anx

n + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0

)
dx =

= an

∫
xn dx+ an−1

∫
xn−1 dx+ . . .+ a1

∫
x dx+ a0

∫
dx =

= an
xn+1

n+ 1
+ an−1

xn

n
+ . . .+ a1

x2

2
+ a0x+ C.

Частка многочленiв назiвається дробово–рацiональной функцiєй.
Алгебраїчний дрiб називається правильним, якщо степiнь чисельника мен-

ший за степень знаменника. У противному разi, алгебраїчний дрiб назiвається
неправильним.

При iнтегруваннi дробово–рацiональной функцiї, якщо дрiб неправиль-
ний, потрiбно вилучити цiлу частину.

15



Приклад 0.13.∫
x

x+ 1
dx =

∫
x+ 1− 1

x+ 1
dx =

∫ (
x+ 1

x+ 1
− 1

x+ 1

)
dx =

=

∫ (
1− 1

x+ 1

)
dx =

∫
dx−

∫
dx

x+ 1
= x− ln |x+ 1|+ C.

Тут степiнь чисельника дорiвнює степенi знаменника, тому дрiб неправильний
i було вилучино цiлу частину.

Вилучити цiлу частину можна i шляхом дiлення чисельника на знаменник.

Завдання. Знайти невизначенi iнтеграли вiд алгебраїчних дробiв, вилу-
чая цiлу частину.

∫
x2

1− x
dx,

∫
x4

x2 + 1
dx,

∫
x2

3 + x2
dx,

∫
x2 − 2x+ 3

x2 − 4
dx,

∫
(x+ 1)2

x2 + 1
dx.

Iнтегрування виразiв, що мiстять квадратний тричлен
При iнтегруваннi iнтегралiв типа∫

dx

ax2 + bx+ c
,

∫
dx√

ax2 + bx+ c

корисно вилучити повний квадрат. Якщо скористатися формулой

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2,

то одержимо

ax2 + bx+ c = a

(
x2 +

b

a
x

)
+ c =

= a

(
x2 +

b

a
x+

(
b

2a

)2

−
(

b

2a

)2
)

+ c = a

(
x+

b

2a

)2

− b2

2a
+ c.

Позначивши

u = x+
b

2a
, ±q2 = − b2

2a
+ c,

вихiднi iнтеграли зводяться до табличних∫
du

u2 ± q2
,

∫
du√
u2 ± q2

,

∫
du√
q2 ± u2

.
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Приклад 0.14. Знайти невизначений iнтеграл∫
dx

3x2 − 2x+ 5
.

Вилучимо повний квадрат

3x2 − 2x+ 5 = 3(x2 − 2

3
x) + 5 = 3

(
x2 − 2

3
x+

(
1

3

)2

−
(
1

3

)2
)

+ 5 =

= 3

(
x− 1

3

)2

− 1

3
+ 5 = 3

(
x− 1

3

)2

+
14

3
.

Тодi маємо

∫
dx

3x2 − 2x+ 5
=

∥∥∥∥∥∥u = x− 1

3
,

du = dx

∥∥∥∥∥∥ =

∫
du

3u2 +
14

3

=
1

3

∫
du

u2 +
14

32

=

=
1

3

3√
14

arctg
3u√
14

+ C =
1√
14

arctg
3x− 1√

14
+ C.

Завдання. Знайти невизначенi iнтеграли

∫
dx

1 + x+ x2
,

∫
dx

x2 − 10x+ 16
,

∫
dx

x2 + 8x− 9
,∫

dx

x2 + 2x+ 5
,

∫
dx

x2 + 8x+ 15
,∫

dx√
x2 + x

,

∫
dx√

1 + 2x− x2
,

∫
dx√

x2 + 4x+ 3
.
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