
Визначений iнтеграл

Заняття 1. Визначений iнтеграл

Нехай функцiя f(x) визначена i неперервна на вiдрiзку [a, b]. Нехай фун-
кцiя F (x) є первiсною для функцiї f(x) на цьому вiдрiзку, тобто

F ′(x) = f(x).

Означення 0.1. Визначеним iнтегралом функцiї f(x) на вiдрiзку [a, b]

b∫
a

f(x) dx

називається вiдповiдний прирiст її первiсной

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a) (0.1)

(читається: «iнтеграл вiд а до бе еф вiд iкс де iкс»).

Формула (0.1) називається формулою Ньютона–Лейбнiца. Число a назива-
ється нижньою межею iнтегрування, b — верхньою межею; f(x) dx називається
пiдiнтегральним виразом, f(x) — пiдiнтегральною функцiєю; вiдрiзок [a, b] —
промiжок iнтегрування.

Звiдси випливає, щоб обчислити визначний iнтеграл потрiбно знайти пер-
вiсну пiдiнтегральної функцiї, обчислити значення цiєї первiсної на верхньої
та нижньої межах i взяти їх рiзницю.

Рiзницю з правої частини формули Ньютона–Лейбнiца (0.1) записують у
виглядi пiдстановки:

F (x)|ba = F (b)− F (a).

Тодi маємо
b∫

a

f(x) dx = F (x)|ba = F (b)− F (a).

Приклад 0.1. Обчислити вiзначений iнтеграл

b∫
a

dx

1 + x2
.
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Розв’язання. Первiсною функцiєю для
1

1 + x2
є функцiя arctg x. Тому за

формулою Ньютона–Лейбнiца маємо

1∫
0

dx

1 + x2
= arctg x|10 = arctg 1− arctg 0 =

π

4
− 0 =

π

4
.

Зауваження 0.1. Визначений iнтеграл уявляє собой число, а невизначений iн-
теграл — функцiю.

Властивостi невизначеного iнтеграла
1. Значення визначеного iнтеграла не залежить вiд того, якiм символом

позначена змiнна iнтегрування, тобто

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(t) dt.

2. Якщо у визначеному iнтегралi помiняти мiсцями межi, то знак iнтеграла
змiнится на протилежний:

b∫
a

f(x) dx = −
a∫
b

f(x) dx.

3. Визначений iнтеграл з однаковими межами дорiвнює нулю:
a∫
a

f(x) dx = 0.

4. Сталий множник можна виносити за знак визначеного iнтеграла:

b∫
a

Cf(x) dx = C

b∫
a

f(x) dx (C = const).

5. Визначений iнтеграл вiд суми (рiзницi) функцiй дорiвнює сумi (рiзницi)
визначених iнтегралiв вiд цих функций:

b∫
a

(f(x)± g(x)) dx =

b∫
a

f(x) dx±
b∫

a

g(x) dx.
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6. Адитивнiсть:
b∫

a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx,

причому точка c може мiститься як усерединi вiдрiзка [a, b], так i зовнi
цього вiдрiзка.

7. Якщо a < b i f(x) > 0, то

b∫
a

f(x) dx > 0.

8. Якщо a < b i f(x) > g(x), то

b∫
a

f(x) dx >

b∫
a

g(x) dx.

9. Теорема про середнє значення визначеного iнтеграла.

Визначений iнтеграл вiд неперевної функцiї дорiвнює добутку довжи-
ни промiжка iнтегрування на значення пiдiнтегральної функцiї у дєякой
внутрiшнiй точцi промiжка iнтегрування:

b∫
a

f(x) dx = (b− a)f(c), c ∈ [a, b] .

Завдання. Обчислити визначенi iнтеграли:

2∫
−1

x3 dx,

8∫
1

3
√
x dx,

2∫
1

(
3x2 − 2x+ 1

)
dx,

3∫
2

1

x2
dx,

2∫
1

(
x2 − 1

x4

)
dx,

1∫
0

(√
x+

3
√
x2
)
dx,

8∫
1

2 + 5 3
√
x

x3
dx,

1∫
0

√
1 + x dx,

9∫
2

3
√
x− 1 dx,
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−1∫
−2

dx

(11 + 5x)2
,

−13∫
2

dx

5

√
(3− x)4

,

√
2∫

1

dx

1 + x2
,

1∫
0

dx√
4− x2

,

1∫
0

dx√
x2 + 1

,

π∫
π/2

sinx dx,

0∫
−π/4

dx

cos2 x
,

π/2∫
π/4

cos 2x dx,

2/π∫
1/π

sin
1

x

dx

x2
,

π/6∫
π/8

dx

cos2 2x
,

2∫
−1

ex dx,

3∫
0

2x dx,

3∫
0

e
x
4 dx,

2∫
1

e
1
x

x2
dx,

ln 3∫
0

ex dx

1 + ex
,

1∫
0

ex dx

1 + e2x
,

5∫
2

dx

x
,

2∫
1

dx

2x− 1
,

e∫
1

dx

x
√
1− lnx

,

e∫
1

1 + ln x

x
dx,

e∫
1

cos (lnx)

x
dx,

1∫
0

xdx

(x2 + 1)2
,

1∫
0

8x dx

1 + x4
,

1∫
0

x dx√
4− x2

,

4∫
2

x2 + 3

x− 2
dx,

2∫
0

2x− 1

2x+ 1
dx,
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π/4∫
0

sin2 x dx,

π/2∫
0

sinx cos2 x dx,

π/3∫
π/6

tg4 x dx,

Заняття 2. Iнтегрування частинами у визначеному
iнтегралi

Формула iнтегрування частинами у визначеному iнтегралi має вигляд:
b∫

a

u(x) dv(x) = u(x)v(x)|ba −
b∫

a

v(x) du(x).

Приклад 0.2.

π/2∫
0

x cosx dx =

∥∥∥∥∥∥
u = x, du = (x)′dx = dx

dv = cosx dx, v =

∫
dv =

∫
cosx dx = sinx

∥∥∥∥∥∥ =

= x sinx|π/20 −
π/2∫
0

sinx dx =
π

2
sin

π

2
− 0 · sin 0 + cos x|π/20 =

=
π

2
· 1− 0 + cos

π

2
− cos 0 =

π

2
+ 0− 1 =

π

2
− 1.

Завдання. Обчислити визначенi iнтеграли:
1∫

0

xe−x dx,

π/2∫
0

x sinx dx,

1∫
0

arcsinx√
1 + x

dx,

e∫
1

x lnx dx,

1∫
0

x arctg x dx,

e−1∫
1

ln (x+ 1) dx,

Заняття 3. Замiна змiнної у визначеному iнтегралi
Нехай функцiя f(x) визначена i неперервна на вiдрiзку [a, b]. Нехай x є

певна диферецiйовна монотонна функцiя x = u(t), яка визначена на вiдрiзку
[α, β], причому x(α) = a i x(β) = b, тодi має мiсце формула замiни змiнної у
визначеному iнтегралi:

b∫
a

f(x) dx =

β∫
α

f(u(t))u′(t) dt.
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Приклад 0.3. Обчислити визначений iнтеграл:
6∫

1

dx

1 +
√
3x− 2

.

Пiдiнтегральная функцiя мiстить радикал. Позначимо цей радикал як но-
ва функцiя:

t =
√
3x− 2.

Звiдси знайдемо вiхiдну змiнну iнтегрування x, її диференцiал i новi межi
iнтегрування

t2 = 3x− 2,

x =
1

3

(
t2 + 2

)
,

dx =
1

3
(t2 + 2)′ dt =

2

3
t dt,

t(6) =
√
3 · 6− 2 =

√
16 = 4,

t(1) =
√
3 · 1− 2 = 1.

Тодi маємо

6∫
1

dx

1 +
√
3x− 2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

t =
√
3x− 2,

t2 = 3x− 2,

x =
1

3

(
t2 + 2

)
,

dx =
1

3
(t2 + 2)′ dt =

2

3
t dt,

t(6) =
√
3 · 6− 2 =

√
16 = 4,

t(1) =
√
3 · 1− 2 = 1.

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=
2

3

4∫
1

t dt

1 + t
=

2

3

4∫
1

t+ 1− 1

1 + t
dt =

2

3

 4∫
1

dt−
4∫

1

dt

1 + t

 =

=
2

3

t|41 − 4∫
1

d(1 + t))

1 + t
dt

 =
2

3

(
4− 1− ln(t+ 1)|41

)
=

=
2

3
(3− ln(4 + 1) + ln(1 + 1)) =

2

3

(
3 + ln

2

5

)
.

Зауваження 0.2. При знаходженнi невизначеного iнтеграла методом пiдста-
новки у первiснiй функцiї доводилось вiд нової змiнної t повертатися до вихi-
дної змiнної x. При обчисленнi визначеного iнтеграла робити таку замiну немає
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потреби, тому що визначений iнтеграл це число i воно вже буде знайдено при
обчисленнi перетвореного iнтеграла.

Завдання. Обчислити визначенi iнтеграли за допомогою вказаних пiд-
становок:

9∫
4

dx√
x− 1

, t2 = x,

1∫
0

√
x

1 + x
dx, t2 = x,

8∫
3

x dx√
1 + x

, t2 = 1 + x,

9∫
4

√
x√

x− 1
dx, t2 = x,

2∫
2/
√
3

dx

x
√
x2 − 1

, t =
1

x
,

ln 8∫
ln 3

dx√
ex + 1

, t2 = ex + 1.

Завдання. Обчислити визначенi iнтеграли методом замiни змiнної:

1∫
0

x dx

1 +
√
x
,

5∫
1

x dx√
4x+ 5

,

4∫
0

dx

1 +
√
2x+ 1

,

1/2∫
0

√
x

1− x
dx,

1∫
1/4

dx

x
√
1 + 4x2

,

1∫
−1

x dx√
5− 4x

.

Заняття 4. Геометричнi застосування визначеного
iнтеграла
Означення 0.2. Криволiнiйною трапецiєй називається плоская фигура, що
обмежена вiдрiзком [a, b] (основа трапецiї), прямими x = a, x = b та кривою
y = f(x).

Геометричний змiст визначеного iнтеграла: якщо функцiя f(x) невiд’ємна
(f(x) > 0) на вiдрiзку [a, b], тодi визначений iнтеграл

b∫
a

f(x) dx

дорiвнює площi криволiнiйної трапецiї, що обмежена лiнiями y = f(x), x = a,
x = b, y = 0.

У загальному випадку визначений iнтеграл дорiвнює алгебраїчнiй сумi
площ фигур, що обмеженi лiнiями y = f(x), x = a, x = b, y = 0, причому
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площi, що росташованi вище осi Ox, входять у цю суму зi знаком плюс «+», а
площi росташованi нижче осi Ox, — зi знаком «-».

Нехай фiгура обмежена кривими f(x) i g(x) та прямимi x = a, x = b,
причому f(x) > g(x) на вiдрiзку [a, b], тобто крива f(x) вище кривої g(x). Тодi
площа цiєї фiгури дорiвнює рiзницi двох криволiнiйних трапецiй:

S =

b∫
a

f(x) dx−
b∫

a

g(x) dx =

b∫
a

(f(x)− g(x)) dx.

Приклад 0.4. Обчислити площу плоскої фiгури, обмеженої кривими y = 2−x2
i y = x2.

Знайдемо точки перетину кривих{
y + x2 = 2,

y − x2 = 0.

Звернемо увагу на те, що точки перетину мiстяться на обох кривих. Тому
координати цiх точок задовольняють рiвнянням обоїх кривих. Таким чином,
потрiбно скласти систему iз рiвняннь цiх кривих i розв’язати їх.

Розв’яжемо цю систему:

y = x2,

y + x2 = x2 + x2 = 2x2 = 2,

x2 = 1,

x = ±1.

Таким чином маємо межi iнтегрування:

a = x1 = −1, b = x2 = 1.

Звичайно будують фiгуру, для цього можно побудувати таблицю коорди-
нат точок кривих y = 2 − x2 i y = x2, якщо узяти декiлька точок в межах
iнтегрування.

Зауважемо, що крива y = 2−x2 вище кривої y = x2 на промiжку iнтегру-
вання.

За формулою

S =

b∫
a

(f(x)− g(x)) dx
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одержимо шукану площу:

S =

1∫
−1

(
2− x2 − x2

)
dx =

1∫
−1

(
2− 2x2

)
dx = 2

 1∫
−1

dx−
1∫

−1

x2 dx

 =

= 2

(
x|1−1 −

x3

3

∣∣∣∣1
−1

)
= 2

(
1− (−1)− 1

3
+
−1
3

)
= 2

(
2− 2

3

)
=

8

3
.

Завдання. Знайти площу фiгури, обмеженой лiнiями:

1. y =
1

2
x2, y = 0, x = 2, x = 3.

2. y = 3
√
x, y = 0, x = 1, x = 8.

3. y = 6− x− x2, y = x+ 2.

4. y =
x2

4
, y = 2

√
x.

5. y = cosx, y = 0, x = −π
2
, x = −π

4
.

6. y = e−x, y = 0, x = 1, x = 2.

7. y =
2

x
, y = 0, x = 2, x = 3.

8. y =
3

x
, x+ y = 4.
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