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САМОСПРЯЖЕНИЙ ОПЕРАТОР 

 

Означення. Оператор, який співпадає зі своїм спряженим, називається самоспряженим (ССО) 

або симетричним. 

*AA   

Якщо A
~

 – самоспряжений оператор, то, згідно властивостям спряжених операторів, nEyx  ,  

виконується рівність: 

   yAxyxA
~

,,
~

  

 

Нехай  
nkiikaA
,1, 

  – матриця самоспряженого оператора в ортонормованому базисі (ОНБ). 

Тоді AAT ~~
 , тобто ikik a=a  над полем дійсних чисел. Така матриця називається симетричною. Якщо 

En – комплексний евклідів простір, то матриця СО має властивість: kiik aa   і називається ермітовою. 

Для самоспряжених операторів x  скалярний добуток  xxA ,   є дійсним числом. 

Теорема 1. Всі корені характеристичного багаточлена ССО A
~

 є дійсними, тобто власні 

значення ССО – дійсні. 

Доказ. Нехай  – власне значення (ВЗ)  ССО A
~

 і x  – відповідний власний вектор (ВВ), тобто 

xxA 
~

, де 0x . 

Оскільки    xAxxxA
~

,,
~

 , то    xxxx ,,   . Враховуючи що   0, xx ,   , тобто  – 

дійсне число. 

Теорема 2. Власні вектори ССО A
~

, які відповідають різним власним значенням, є 

ортогональними. 

Доказ. Нехай 1λ  і 2λ  – різні власні значення ССО A
~

, а 1x  і 2x  – відповідні до них власні 

вектори.  

Оскільки 11
~

xxA  , 22
~

xxA  , і    2121

~
,,

~
xAxxxA  , то 

   212211 ,, xxxx    

   0, 2121  xx , 

і, тому що 21≠λλ , то   0, 21 xx . Значить, 1x  і 2x   – ортогональні вектори. 

Теорема 3. Самоспряжений оператор має просту структуру (без доведення). 

Лінійний оператор, що діє в лінійному просторі Х, називають оператором простої 

структури, якщо в Х існує базис з власних векторів цього орепатора. 



Теорема 4. Матриця ССО в деякому ортонормованому базисі приводиться до діагонального 

вигляду. 

Доказ. Нехай 1λ  – одне з ВЗ ССО A
~

. За теоремою 1, 1λ  – дійсне число. Нехай 1e  – власний 

вектор, що відповідає цьому ВЗ, тобто 11

~
eeA  . Вектор 1e  можна вважати одиничним, тому що в 

іншому випадку його можна було б замінити на 
1

1

e

e
 – одиничний власний вектор із тим же власним 

значенням. 

Позначимо через 1R  одномірний підпростір, породжений вектором 1e . Його ортогональне 

доповнення 

1R  буде інваріантним відносно оператора A
~

. 

Нагадаємо, що ПП RR ⊂1  називається інваріантним відносно лінійного оператора A
~

, якщо 

образ xA
~

 кожного вектора 1∈Rx  належить також 1R , тобто, 1

~
RxA  . Оператор A

~
 залишається, 

звичайно, самоспряженим.  

Нехай 2λ  – дійсне ВЗ оператора A
~

 в ПП 

1R . Відповідний ВВ позначимо через 2e , тоді 

22
~

eeA  . 

Нехай 2R  буде інваріантним ПП, породженим векторами 1e  і 2e ; тоді ПП 

2R  буде теж 

інваріантним відносно A
~

. Продовжуючи цю побудову, ми знайдемо n попарно ортогональних, а 

значить, лінійно незалежних одиничних ВВ оператора A
~

. В базисі, що складається з цих векторів, 

матриця A
~

 приводиться до діагонального вигляду: 
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СПЕКТРАЛЬНЕ РОЗКЛАДАННЯ ССО 

Розглянемо ССО A в ЕП. Нехай e1,..., en — ОНБ в просторі з ВВ оператора A,  λ1,...,λn — ВЗ 

оператора A. Розкладемо довільний вектор x ∈ E за базисом }{e , потім знайдемо його образ після дії 

оператора А: 

 

Ми скористались тим, що A(xj) = λjej. Выраз xjej - це –ортогональна проекція вектора x на 

одномірний власний підпростір оператора A, породжений власним вектором ej.  

Позначимо оператор ортогонального проектування через Pj , він зветься проектор на 

підпростір, породжений вектором ej: 



  jjj eexxP ,  

Тоді    

. 

Отже,   називається спектральним розкладанням самоспряженого оператора. 

 

Теорема Гамільтона-Келі. Якщо А – самоспряжений оператор і p(λ) =det(A−λE) – 

характеристичний багаточлен цього оператора, то   

p(A)=0. 

Багаточлен p(λ) від змінної λ називається  анулюючим для квадратної матриці А 

 

 

 

Самоспряжений оператор A називається невід’ємним, якщо (Ax,x) ≥0 ∀ x∈Xn, тобто якщо всі 

його власні значення є невід’ємними. 

Самоспряжений оператор A називається додатно-означеним, якщо (Ax,x) >0 ∀ x ∈ Xn крім 

х=0, тобто якщо всі його власні значення є додатними. 

Властивості невід’ємних та додатно-означених операторів. 

1. Оператор A є невід’ємним (додатно-означеним) тоді і тільки тоді, коли всі його власні значення 

є невід’ємними (додатно-означеними). 

2. Для будь-якого невід’ємного (додатно-означеного) оператора A існує таке єдине невід’ємне 

(додатно-означене) перетворення В, що В2=А. 

3.  Оператори A∗A та AA∗ є самоспряженими невід’ємними (додатними) для будь-якого 

невиродженого оператора А 

 



 

 

 

Побудова ортонормованого базиса самоспряженого оператора 

1. Скласти характеристичне рівняння лінійного оператора det(A−λE)=0. 

2. Знайти всі його ВЗ 

3. Визначити ВВ 

4. Ортонормувати отриманий базис 

 

Приклад. Знайти ОНБ з власних векторів лінійного оператора, заданого матрицею fA  в 

деякому ОНБ 321 f,f,f , якщо 

 

Скласти матрицю переходу до нового базису і матрицю оператора eA  в цьому базисі. 

Розв’язання. Знайдемо ВЗ і ВВ оператора A
~

. З цією метою складемо характеристичне 

рівняння: 

  0det  EAf   

 

1=-1, 2 = 3 = 1 – це ВЗ оператора.  

Знайдемо ВВ з системи рівнянь   0 XEA  . 

1=-1 

 



Розв’язуючи систему, отримаємо 

 1;2;11 e  – перший власний вектор. 

2 =3 = 1 

 

 0;1;22 e   1;0;13 e – другий та третій власні вектори. 

Ортонормуємо отриманий базис. 

21 ee  , 31 ee  , але 32 eнеe  . 
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Ці вектори ортогональні, але не одиничні. Пронормуємо їх: 

61 g ; 52 e ; 303 e  

Таким чиним, базис 
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є ортонормованим базисом. Матриця переходу до базису з власних векторів має вигляд: 
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Матриця оператора в базисі з власних векторів: 
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