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6.Частинні та повний  прирости функції двох змінних. Частинні похідні Нехай функція ( )y;xfz =  визначена в деякому околі точки 
( )000 y;xP . Надамо незалежним змінним x та y приросту відповід-но x∆  та y∆  так, щоб точка ( )yy;xxP ∆+∆+ 00  не виходила за межі вказаного околу. Тоді й точки ( )00 y;xxK ∆+ , ( )yy;xM ∆+00  також належатимуть розглядуваному околу (мал. 10). 

x
y
O

• •• •y0
x 0

PM KP0
y0 y∆+

x 0 x+  Мал. 10 Означення. Різницю ( ) ( )0000 y;xfyy;xxf −∆+∆+  називають повним приростом функції ( )y;xfz =  при переході від точки 
( )00 y;x  до точки ( )yy;xx ∆+∆+ 00  і позначають z∆ . Різницю 

( ) ( )0000 y;xfy;xxf −∆+  називають частинним приростом по х, а різницю ( ) ( )0000 y;xfyy;xf −∆+  — частинним приростом по y функції ( )y;xfz = ; їх позначають відповідно zx∆  і zy∆ . Таким чином,  
( ) ( )0000 y;xfyy;xxfz −∆+∆+=∆ , 

( ) ( )0000 y;xfy;xxfzx −∆+=∆ , ( ) ( )0000 y;xfyy;xfzy −∆+=∆ . 

       

      



 Означення. Нехай функція ( )y;xfz =  визначена в точці 
( )00 y;x  і в її деякому околі. Якщо існує границя 












∆

∆

∆

∆

→∆→∆ yzlimxzlim yyxx 00 , то вона називається частинною похідною по х (по у) функції ( )y;xfz =  у точці ( )00 y;x  і позначається xz∂
∂ , або xz′ , або ( )00 y;xfx . Таким чином, xxx Zxzlim ′=

∆

∆

→∆ 0 , 
yyy Zyzlim ′=

∆

∆

→∆ 0 . При знаходженні частинних похідних використовують ті ж самі правила (і табличку похідних), що і для функції однієї змінної. Треба лише пам’ятати, що при знаходженні xz′  «у» вважається сталим, а при знаходженні yz ′  змінна « х» вважається сталою.  7. Диференційовність функції двох змінних Означення. Функція ( )y;xfz =  називається диференційовною у точці ( )00 y;x , якщо її повний приріст z∆  можна подати у вигляді: yxyBxAz ∆+∆+∆+∆=∆ βα , де А, В — числа, α, β — нескінченно малі при 00 →∆→∆ y,x . 

       

      



Головна лінійна частина приросту функції, тобто ,yBxA ∆+∆  називається повним диференціалом функції (точніше першим диференціалом) двох змінних ( )y;xf у точці ( )00 y,x  і позначається :dz  yBxAdz ∆+∆= . Теорема 4. Якщо функція ( )y;xfz =  диференційовна в точці 
( )00 y;x , тоді існують границі xzlim xx ∆

∆

→∆ 0  та yzlim yy ∆

∆

→∆ 0  і вони дорівнюють відповідно А і В. Приклад 12. Знайти xz∂
∂  і yz∂

∂  для функції 
( )+++= yxsinyxz 23  ylnxtg ++ . Знайдемо xz∂

∂ . Вважаємо, що const,y =  дістанемо:  xz∂
∂ ( ) xcosxyxcosyx 222 123 +⋅++= . При знаходженні yz∂

∂  вважаємо, що .constx =  Дістанемо: yz∂
∂ ( ) yyyxcosx 12 123 +++= . Приклад 13. Знайти xz′  і yz′  для функції 22 xyyxz += . Знайдемо xz′ , вважаючи :consty =  .yxyzx 22 +=′  

       

      



Знайдемо yz′ , вважаючи :constx =  xyxzy 22 +=′ . Диференціали незалежних змінних співпадають з їхніми приростами: xdx ∆= , ydy ∆= . Тоді, як випливає із означення повного диференціала і теореми 4., повний диференціал функції 
( )y;xfz =  можна обчислити за формулою dyyzdxxzdz

∂
∂

+
∂
∂

= . Приклад 14. Знайти dz , якщо ( )ylnxlnz += . dyzdxzdz yx ′+′= , де ylnxzx +
=′

1 ; yylnxzy 11
⋅

+
=′ , отже, 









+

+
= dyydxylnxdz 11 . Достатня умова диференційовності функції двох змінних у точці: Теорема 5. Якщо функція ( )y;xfz =  у деякому околі точки 

( )00 y;x  має неперервні частинні похідні, тоді вона диференційовна в точці ( )00 y;x . Зауваження. Можна навести твердження про зв’язок між поняттями неперервності і диференційовності функції двох 

       

      



змінних у точці, аналогічні до тих, що виконуються для функції однієї змінної. Теорема 6. Якщо функція ( )y;xfz =  диференційовна в точці 
( )00 y;x , то вона неперервна в цій точці. Обернене твердження неправильне.  Якщо функція ( )y;xfz =  диференційовна в точці ( )00 y;x , то виконується рівність ,yBxAz ∆+∆≈∆  або 

( ) ( ) ( ) ( ) .yy;xfxy;xfy;xfyy;xxf yx ∆′+∆′≈−∆+∆+ 00000000  Узявши в цій наближеній рівності xxa ∆+= 0 , yyb ∆+= 0 , дістанемо: 
( ) ( ) ( ) ( ) .yy;xfxy;xfy;xfb;af yx ∆′+∆′+≈ 000000  На формулі ґрунтується алгоритм використання диференціала для наближених обчислень.  8.Дотична площина та нормаль Якщо ( )y;xfz =  рівняння деякої поверхні, ( )0000 z;y;xM  точка на поверхні, де )y;x(fz 000 = , то рівняння дотичної площини в цій точці має вигляд: 

( )( ) ( )( ).yyy;xfxxy;xfzz yx 0000000 −′+−′=−  Якщо поверхню задано у просторі рівнянням ( ) 0=z;y;xF , то 

       

      



рівняння дотичної площини до поверхні ( ) 0=z;y;xF  в точці 
( )000 z;y;x  має вигляд: 

( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzCyyBxxA ,      де ( )000 z;y;xFA x′= , ( )000 z;y;xFB y′= , ( )000 z;y;xFC z′= . Нормаль до поверхні в точці ( )000 z;y;x  — це пряма, що проходить через точку ( )000 z;y;x  і перпендикулярна до дотичної площини. Отже, її рівняння zyx F zzF yyF xx
′

−
=

′
−

=
′

− 000 . 9. Похідна за напрямом. Градієнт Означення. Нехай функція ( )y;xfz =  визначена в деякому околі точки ( )000 y;xP ; l — деякий промінь з початком у точці 
( )000 y;xP ; ( )y;xP  — точка на цьому промені, яка належить околу, що розглядається (мал. 11); l∆  — довжина відрізка PP0 . Границя 0→∆llim ( ) ( )l PfPf

∆

− 0 , якщо вона існує, називається похідною функції ( )y;xfz =  за напрямом lr  у точці 0P  і позначається lz∂
∂ . 

       

      



xx

yy
O

• •y0
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PP0 x∆

y∆
α

 Мал.11 Зокрема, xz∂
∂  є похідна функції ( )yxfz ;=  за додатним напрямом осі Ох, а yz∂

∂  — похідна функції ( )y;xfz =  за додатним напрямом осі Оу. Похідна за напрямом lzr∂

∂  характеризує швидкість зміни функції ( )y;xfz =  у точці ( )000 y;xP  за напрямом lr . Теорема. Якщо функція ( )y;xfz =  має в точці ( )000 y;xP  неперервні частинні похідні, тоді в цій точці існує похідна lzr∂

∂  за будь-яким напрямом ( )βα cos;cosl =
r , причому 

βα cosyzcosxzlz PPP 000 ∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂
r , 

       

      



де 0Pxz∂

∂  і 0Pyz∂

∂  — значення частинних похідних функції 
( )y;xfz =  у точці ( )000 y;xP . Приклад 15. Знайти похідну функції 22 yxz +=  у точці (1; 1) за напрямом lr ( )oo 6030 cos;cos= . Знайдемо та обчислимо частинні похідні в точці (1; 1) функції :yxz 22 +=  

( )
( ) 22 1111 ==

∂

∂ ;; xxz ,    
( )

( ) 22 1111 ==
∂

∂ ;; yyz . Тоді за формулою похідної за напрямом дістанемо: 31602302 +=°+°=
∂

∂ coscoslzr . Приклад 16. Знайти похідну функції xyarctgz =  у точці (1; 1) за напрямом бісектриси першого координатного кута. Знайдемо значення xz′ , yz ′  у точці (1; 1): 
( ) ( ) 211 112211 ;;x yxyz

+
=′ ; 

( ) ( ) 211 112211 =
+

=′ ;;y yxyz . Отже, 2245214521 =+=
∂
∂ oo coscoslz . 

 
O 45o 45o

I чверть
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Означення. Вектор з координатами 








∂

∂

∂

∂ yz;xz , який характе-ризує напрям максимального зростання функції ( )y;xfz =  у точці ( )000 y;xP , називається градієнтом функції ( )y;xfz =  у цій точці і позначається zgrad  ( j,i rr — одиничні орти): jyzixzzgrad PP rr 00 ∂

∂
+

∂

∂
= . Похідна за напрямом lr  функції ( )yxfz ;=  та градієнт пов’язані співвідношенням lzgradlz r
r ⋅=

∂

∂ . Градієнт — це вектор, який характеризує напрям максимального зростання функції.  Приклад 17.Задано функцію ( )22 4yxlnz += . Знайти zgrad  в точці А(1; 1) і похідну за напрямом від точки А(1; 1) до точки В(6; 4). Знайдемо значення частинних похідних у точці (1; 1) 
( ) ( ) 5242 1;1221;1 =

+
=

∂
∂ yx xxz ,       

( ) ( ) 5848 1;1221;1 =
+

=
∂
∂ yx yyz . Підставивши знайдені значення частинних похідних у вираз градієнта, дістанемо jizgrad rr 5852 += . Визначимо одиничний вектор er , за напрямом якого обчислюється похідна: 

       

      



( ) ( )
( ) ( )

jiyyxx jyyixxe ABAB ABAB rr
rr

r 34334522 +=
−+−

−+−
= . Знайдемо шукану похідну за напрямом: 5343435834552 =⋅+⋅=

∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂ yAxA eyzexzlzr .   10. Частинні похідні і повні диференціали вищих порядків Нехай функція ( )y;xfz =  має частинні похідні в усіх точках множини D . Частинні похідні xz∂
∂  і yz∂

∂  називають частинними похідними першого порядку.  Візьмемо будь-яку точку ( ) Dy;x ∈ ; у цій точці існують частинні похідні xz∂
∂  і yz∂

∂ , які залежать від x  і y , тобто вони є функції двох змінних. Отже, можна ставити питання про знаходження їхніх частинних похідних. Якщо вони існують, то їх називають похідними другого порядку і позначаються так: 








∂
∂

∂
∂

≡
∂

∂ xzxx z22  або xxz ′′ , 









∂

∂

∂

∂
≡

∂

∂ yzyy z22  або yyz ′′ , 

       

      












∂

∂

∂

∂
≡

∂∂

∂ yzxyx z2  або xyz ′′ , 








∂
∂

∂
∂

≡
∂∂

∂ xzyxy x2  або yxz ′′ . Аналогічно визначають і позначають частинні похідні третього і вищих порядків, наприклад: 3322 xzx zx ∂

∂
≡















∂

∂

∂

∂ , 2322 xy zx zy ∂∂

∂
≡















∂

∂

∂

∂ .  Частинні похідні вищих порядків по різних змінних назива-ють мішаними частинними похідними. Наприклад, частинні похідні yx z
∂∂

∂2 , xy z
∂∂

∂2  - мішані частинні похідні другого порядку. Теорема 7. Якщо функція )y;x(fz =  визначена в області D і в цій області існують перші похідні xf ′  та yf ′ , а також другі мішані похідні yx z
∂∂

∂2 , xy z
∂∂

∂2 , які до того ж як функції від х і у неперервні в точці ( ) Dy;x ∈00 , то в цій точці xy zyx z
∂∂

∂
=

∂∂
∂ 22 . Означення. Диференціалом другого порядку від функції 

( )y;xfz =  називається диференціал від її повного диференціала першого порядку, тобто ( )dzdzd =2 . Аналогічно визначаються диференціали третього і вищих порядків  

       

      



( )zddzd 23 =  . . . . . . . . . .  
( ).zddzd nn 1−=  Якщо мішані частинні похідні співпадають, то диференціал другого порядку обчислюють за формулою:  zd 2 = +

∂

∂ 222 )dx(x z dxdyyx z
∂∂

∂22  + 222 )dy(y z
∂

∂ . Приклад 18. Знайти zd 2 , якщо ysinxsinz ⋅= . ,ysinxcosxz =
∂

∂  ,ycosxsinyz =
∂
∂   ,ysinxsinx z

−=
∂

∂ 22  ,ycosxcosyx z
=

∂∂
∂2  ,ysinxsiny z

−=
∂

∂ 22  .dyysinxsindydxycosxcosdxysinxsinzd 222 2 −+−=  Приклад 19. Знайти 23yx z
∂∂

∂  для функції .yxz 32=  ,xyxz 32=
∂
∂  ,xyyx z 22 6=

∂∂
∂  .xyyx z 1223

=
∂∂

∂  Приклад 20. Знайти yx z
∂∂

∂2  і xy z
∂∂

∂2  для функції )yxsin(z 22 += . 
( )222 yxcosxxz +=

∂
∂ , ( )222 4 yxsinxyyx z

+−=
∂∂

∂ , 
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( )222 yxcosyyz +=
∂

, ( )222 2 yxsinxyxy z
+−=

∂∂
∂ . Ми дістали очікуваний результат: xy zyx z

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22 .  11. Похідна неявної функції Якщо існує неперервна функція однієї змінної що відповідні пари y;x  задовольняють умову 0y;xF , тоді це співвідношення задає функцію 0y;xF . Якщо неперервна функція y,xF  і y,xFy , то  похідну dxdy  обчислюють за формулою y,xF y,xFdxdy yx y,xFy . Приклад 21. Знайти похідну від неявної функції xyyxy 225 2  – 042  в точці 1x , 2y . Маємо yxyFx 4 , xyxyFy 45 , звідки  xyxy yxydxdy 24 245 4 . Для 1x , 2y  маємо 8918dxdy . 

       

      


