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ЗВЕДЕННЯ ЗАГАЛЬНОГО РІВНЯННЯ КРИВОЇ ДРУГОГО ПОРЯДКУ ДО 
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ЗВЕДЕННЯ ДО КАНОНІЧНОГО ВИГЛЯДУ 

ЗАГАЛЬНОГО РІВНЯННЯ ПОВЕРХНІ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 

У ТРИВИМІРНОМУ ПРОСТОРІ: 
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 Розглянемо спочатку суму членів другого степеня в лівій частині рівняння. 

Легко помітити, що це є квадратична форма з симетричною матрицею  
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 Відомо, що існує ортогональне перетворення простору 3V  з матрицею С, яке 

переводить дану квадратичну форму до суми квадратів  
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де 321 ,,   – характеристичні корені матриці А, 321 ,, xxx  - прообрази вектора 

),,( 321 xxx  при цьому перетворенні. 

 Після цього ортогонального перетворення рівняння (1) матиме вигляд  
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 Принаймні одне із чисел 321 ,,   відмінне від нуля, бо інакше матриця  
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була б нульовою, і задане рівняння (1) було б лінійним. Припустимо, що 01  . Тоді 

можна позбутися члена з 1x  у рівнянні (2) за допомогою наступного перетворення 

координат: 
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 Дійсно, підставивши ці вирази до (2), отримаємо рівняння  
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11  axbxbxxx  .                                          (3) 

Якщо також 02   і 03  , то, двічі виконуючи перетворення, аналогічні останньому, 

отримаємо рівняння вигляду 
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 Рівняння (4) називається канонічним рівнянням  центральної поверхні  

другого порядку. Тип поверхні та її властивості залежать від значення коефіцієнтів. 

 Якщо h =0, то маємо рівняння конуса 
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який у випадку 0,0,0 321    вироджується в точку 0321  xxx . 

            При 0h  рівнянню (4) можна надати форму 
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k  . Ясно, що 0,0,0  mlk . 

            Якщо всі коефіцієнти mlk ,,  –  додатні, то поверхню називають еліпсоїдом, 

якщо два додатні –однопорожнинним гіперболоїдом, якщо один додатний - 

двопорожнинним гіперболоїдом. 

 Отже, у випадку, коли всі характеристичні корені матриці A  відмінні від нуля 

(або ранг квадратичної форми рівний 3), завжди можна звести загальне рівняння (1) 

до канонічного рівняння (4) центральної поверхні другого порядку. 



 До такої ж форми можна звести рівняння (1) в окремих випадках і тоді, коли 

один чи два характеристичні корені матриці A  дорівнюють нулю. Так, рівняння (3) 

прийме форму (4), якщо одночасно з 02   виявиться 02 b , а одночасно з 03   буде 

03 b . В цих “вироджених” випадках дістаємо рівняння циліндричних поверхонь. 

 Отже, в  зазначених випадках отримуються рівняння вигляду (3), в якому 

число квадратів рівне рангу матриці A . Відповідні поверхні називають 

центральними в зв’язку з тим, що для них існує центр симетрії. Справді, рівняння 

(3) не змінюється при перетворенні симетрії відносно точки )0,0,0( . 

 Залишається розглянути випадки, коли одне з чисел 32 ,  або обидва 

дорівнюють нулю, а відповідні коефіцієнти 32 ,bb  відмінні від нуля. 

 Нехай спочатку 0,0,0 232  b . Тоді рівняння (3) можна звести 

перетворенням типу (*) до вигляду:  
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Далі, виконаємо перетворення  
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і отримаємо рівняння 
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 Це рівняння еліптичного (при )0pq  чи гіперболічного 

(при 0pq ) параболоїда. Подібний результат дістаємо при 0,0,0 323  b . 

Нехай, нарешті, 032   , але хоч одне з чисел 32 , bb  відмінне від нуля. 

Рівняння (3) набуде вигляду:  

022 ''

33

''

22

2''

11  bxbxbx . 

 Виконаємо лінійне перетворення  
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 Легко перевірити, що це перетворення ортогональне і переводить попереднє 

рівняння в нове: 

 0~2~
2

2

11  bxrx . 



Після цього перетворення 
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приводить до рівняння:  
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якому відповідає параболічний циліндр. 

  Рівняння (5) і (6) є частинними випадками рівняння  
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в якому , - характеристичні числа матриці A  (з яких одне може бути нулем),  - 

якась константа, а 321 ,, uuu  –  координати довільної точки поверхні в деякій 

ортогональній системі координат. Рівняння (7) називають канонічним рівнянням 

нецентральної поверхні другого порядку. 

Приклад.  Написати канонічне рівняння поверхні другого порядку  
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визначити її тип і знайти відповідне невироджене перетворення (або канонічну 

систему координат). 

Розв’язання. 

   а) Зведемо спочатку до канонічного вигляду (суми квадратів) квадратичну форму  
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б) Перейдемо до “нових” координат '

3

'

2

'

1 ,, xxx   в лівій частині (запишемо лінійну 

частину в тому ж канонічному базисі):  


















3

2

1

321 8,16,1681616

x

x

x

xxx ,  де  

 


































'

3

'

2

'

1

3

2

1

x

x

x

U

x

x

x

, 

U –  матриця переходу від “старого” базису до канонічного. 

Власні вектори (ортонормований базис): 
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Матриця переходу 
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Підставляємо і отримуємо: 
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в) Виконаємо зсув за змінною '
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Рівняння поверхні:                    07299 ''
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   Канонічний вигляд рівняння поверхні: 
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Це рівняння гіперболічного циліндра. 

г) Результуюче лінійне перетворення: 
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Канонічна система координат: 
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базис:   

 

 

Додаткову інформацію щодо кривих та поверхонь див. нижче. 
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ОДНОЧАСНЕ ЗВЕДЕННЯ 2Х КВАДРАТИЧНИХ ФОРМ ДО 

КАНОНІЧНОГО ВИГЛЯДУ. 

 

 

 

 



 

 



 

ДОДАТОК 

 



 



 



 



 



 



 


