
10.1. Тригонометрична система функцій. Тригонометричний ряд 
Означення 10.1.  Функціональний ряд вигляду 
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називають тригонометричним рядом, а числа 
0, , ,n na a b n   , — його коефіцієнтами.  

Часткові суми  
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тригонометричного ряду (10.1) є лінійною комбінацією функцій  
1, cos , sin , cos2 , sin2 ,..., cos , sin ,...x x x x nx nx . 

Означення 10.2.  Систему функцій  
 1, cos , sin ,..., cos , sin ..., ,x x nx nx n    (10.2) 

називають основною тригонометричною системою. 
Функції основної тригонометричної системи (10.2) є періодичними 

функціями з періодом 2 ,T    оскільки: 
1) перша з функцій тотожно дорівнює 1, отже, є періодичною функцією з 

довільним періодом; 
2) функції cos , sinx x  є 2  - періодичними функціями; 

3) функції cos , sin , 1,nx nx n   мають період 2
n
 . Вони ж мають і періоди 

2 2 2
2, 3,..., 2n

n n n
  
     .  

Таким чином, часткова сума тригонометричного ряду (10.1) є функцією 
періоду 2 .  Функцію ( )nS x  називають тригонометричним многочленом 
порядку n  (періоду 2 ). 

Сума тригонометричного ряду (10.1) (у випадку його збіжності) є також 
2  - періодичною функцією. 

Для функцій основної тригонометричної системи виконуються наступні 
співвідношення: 

 1 sin 0nxdx




  , 1 cos 0, ,nxdx n

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      (10.3)  
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10.2. Розвинення функцій в ряд Фур’є  

10.2.1. Ряд Фур’є 2 - періодичної функції 
Поставимо задачу: з’ясуємо, за яких умов задану 2 - періодичну функцію 
можна розвинути у тригонометричний ряд і як знайти цей ряд. 

Нехай для 2 - періодичної функції ( )f x  на проміжку ;     має місце 
рівність 
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   . (10.6) 

Виведемо формули для обчислення коефіцієнтів 0, , , ,n na a b n    за 

припущенням, що на проміжку ;     функція ( )f x  є інтегровною і ряд в 
правій частині рівності (10.6) можна почленно інтегрувати. 

Інтегруючи обидві частини рівності (10.6), дістанемо 
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    , 

або на підставі (10.3) 

0( )f x dx a




  , 

звідки 

0
1

( )a f x dx





  . 

Для обчислення коефіцієнтів na  та nb  послідовно помножимо обидві 
частини рівності (10.6) на cosnx  та sinnx , припускаючи, що одержані ряди 
також можна почленно інтегрувати. На підставі рівностей (10.4)—(10.5) маємо 

2( )cos cosn nf x nxdx a nxdx a
 

 

    , 



2( )sin sinn nf x nxdx b nxdx b
 

 

    , 

звідки дістанемо  

1
( )cos , ,na f x nxdx n





 
    

1
( )sin , .nb f x nxdx n
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Означення 10.3.  Тригонометричним рядом Фур’є ( рядом Фур’є) 2 - 
періодичної функції ( )f x  на проміжку ;     
називають тригонометричний ряд 

 0

1

cos sin ,
2 n n

n

a
a nx b nx




   (10.7) 

коефіцієнти якого обчислюються за формулами 
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1

( ) ,a f x dx





   (10.8) 

 1
( )cos , ,na f x nxdx n




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    (10.9) 

 1
( )sin , .nb f x nxdx n




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Числа 0, , ,n na a b  які задаються формулами (10.8) — 
(10.10), називають коефіцієнтами Фур’є.  

В даному випадку записують 

0

1

( ) cos sin
2 n n

n

a
f x a nx b nx





  . 

Такий запис означає лише, що функції ( )f x  відповідає ряд Фур’є. 
Зауваження 10.1.  Оскільки, за припущенням, ( )f x  — 2 - періодична 

функція, то відрізок інтегрування ;     у формулах 
(10.8) — (10.10) можна замінити на довільний відрізок 
довжини 2 , тобто коефіцієнти Фур’є можна 
обчислювати за формулами 
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Зауваження 10.2.  Якщо ( )f x  є сумою функцій основної 

тригонометричної системи (10.2), наприклад, 
( ) 2 sin 4 cos 5 sin 3f x x x x   , то її розвинення в ряд 

Фур’є з періодом 2  співпадає із самою функцією (тут 
1 1 34, 2, 5,a b b     всі інші коефіцієнти 

дорівнюють нулеві). 

10.2.2. Достатня умова розвинення функції в ряд Фур’є 
З’ясуємо, за яких умов тригонометричний ряд Фур’є функції ( )f x  збігається до 
самої функції ( )f x . 
Теорема 10.1.  (Діріхле). Нехай 2  - періодична функція ( )f x  на 

відрізку ;     задовольняє умови: 

1. ( )f x  кусково-неперервна на ;    , тобто неперервна 
або має скінченну кількість точок розриву першого 
роду; 
2. ( )f x  кусково-монотонна на відрізку ;    , тобто 
має скінченну кількість локальних екстремумів; 
3. ( )f x  обмежена на ;    . 
Тоді її ряд Фур’є збігається в кожній точці даного 
відрізку, причому для суми цього ряду 
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виконуються рівності: 
 1) ( ) ( ), ; ,S x f x x x    — точка неперервності 

( )f x ; 

 1
2) ( ) ( 0) ( 0) , ; ,

2
S x f x f x x x         —

точка розриву ( )f x ; 



1
3) ( ) ( ) ( 0) ( 0) .

2
S S f f             

 
Зауваження 10.3.  1. В поняття „скінченна кількість” входить і відсутність 

розривів та екстремумів. 
2. В теоремі сума ряду ( )S x  визначена в точках відрізку 

;    . Але в силу 2 -періодичності суми ряду її 

значення на ;     визначають собою і значення на 
всій дійсній осі. 
3. Значення функції в точках її розриву не впливають на 
її ряд Фур’є, тобто функції, які мають однакові точки 
розриву та відрізняються лише в цих точках, мають 
однакове розвинення в ряд Фур’є. 

10.2.3. Ряд Фур’є функції з довільним періодом 
Розглянемо задачу розвинення в ряд Фур’є 2l - періодичної функції ( )f x , яка 
задана на відрізку ;l l   , де l  — деяке додатне число. 

Запровадимо заміну l
x t


. Тоді функція ( )

l
t f t

      
 буде 2 -

періодичною функцією: 

( 2 ) ( 2 ) 2
l l

t f t f t l
                     

( )
l

f t t
      

, 

і її можна розвинути на проміжку ;     в ряд Фур’є : 
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cos sin
2 n n
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al
f t a nt b nt





        ,  

де  

1
cos , 0,1,2,...n

l
a f t ntdt n





      , 

1
sin , 1,2,...n

l
b f t ntdt n





      . 

Повертаючись до змінної x , дістанемо ряд Фур’є для 2l - періодичної 
функції ( )f x  на проміжку ;l l   : 

    0

1

cos sin ,
2 n n

n

a n n
f x a x b x

l l





 
   (10.12)  
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де 

 0
1

( ) ,
l

l

a f x dx
l



   (10.13) 

  

 1
( )cos , ,

l

n
l

n
a f x xdx n

l l



    (10.14) 

  

 1
( )sin , .

l

n
l

n
b f x xdx n

l l



    (10.15) 

 
Зауваження 10.4.  Формули (10.13) — (10.15) співпадають з формулами 

(10.8) — (10.10)  при  l   . 

10.2.4. Поняття про спектри 
Тригонометричні ряди Фур’є широко застосовуються в радіотехніці, механіці 
коливних процесів, теорії розповсюдження тепла тощо. 

 Розглянемо T - періодичну функцію (сигнал) ( )f t , яка на відрізку 

;
2 2
T T 

 
  

, T— період, задовольняє умови теореми Діріхле. Тоді в точках 

неперервності її можна записати у вигляді ряду Фур’є 

 0
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( ) cos sin ,
2 n n n n

n

a
f t a t b t





      (10.16) 

де 

2

2

2
( )cos , 0,1,2,...

T

n n
T

a f t tdt n
T



    

2

2

2 2
( )sin , 1,2,..., .

T

n n n
T

n
b f t tdt n

T T



      

  
Формулу (10.16) запишемо наступним чином: 

0
1

( ) sin( ),n n n
n

f t A A t




      

де 
tg0 2 2

0 , , .
2

n
n n n n

n

a a
A A a b

b
      



Дістали представлення функції ( )f t  у вигляді суми сталої 0A  (деякого 
початкового зсуву, що дорівнює середньому значенню ( )f t  на періоді) та 

синусоїдальних компонент (гармонік) з частотами 2 n
T
 . В акустиці першу 

гармоніку 1 1 1sin( )A t    називають основним тоном, а частоту 1
2
T


   

називають основною частотою. Тембр звучання різних музичних інструментів 
створюють тони, які відповідають більш високим частотам, ніж основна 
(кратним 1 ), їх називають обертонами.  

Числа nA  та n  називають відповідно амплітудою та фазою n -ої 
гармоніки. Сукупності величин nA  та n  утворюють відповідно амплітудний та 
фазовий частотний спектри функції ( )f t . Геометрично амплітудний і фазовий 
спектри зображаються на координатній площині в системах  ,n nA  і  ,n n 

, коли по вісі абсцис відкладаються значення частот n , а по вісі ординат 
відповідні їм значення nA  та n . Дістанемо так звані лінійчаті спектри. 

Між періодичними функціями та їх частотними спектрами існує взаємно 
однозначна відповідність: періодична функція повністю визначається своїм 
частотним спектром і, навпаки, за частотним спектром функції можна 
визначити періодичну функцію. 
Приклад 10.1.  Знайдемо частотні спектри функції 

 
1, 0 ,

( ) 2 .
1, 2 ,

x
f x T

x

         
 

 Обчислимо коефіцієнти Фур’є: 
2 2

0
0 0

1 1 1
( ) 0a f x dx dx dx

  



   
     , 

2 2

0 0

1 1 1
( ) cos cos 0na f x dx nxdx nxdx

  



   
     , 

2 2

0 0

1 1 1
( ) sin sinnb f x dx nxdx nxdx

  



   
      

0, 2 ,
2 2

(cos 1) (1 ( 1) ) 4
, 2 1, .

n
n k

n
n n n k k

n

             


 

Таким чином, 
 tg2 2 , 0.n

n n n n n
n

a
A a b b

b
       

Графік амплітудного частотного спектру  зображено на рис. 10.1.   
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         Рис. 10.1  

10.2.5. Застосування рядів Фур’є до аналізу сигналів 
1. Послідовність прямокутних імпульсів з амплітудою A, тривалістю 

  та періодом повторювання 2T    (меандр).  
 Прямокутний імпульс із амплітудою A тривалістю   задається функцією: 

 

0, ,
2

( ) , , 2 .
2 2

0, ,
2

t

s t A t T

t
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Середину імпульсу розглядаємо як початок відліку часу. 

 
Рис. 10.2 

Обчислимо коефіцієнти Фур’є: 
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Для функції ( )s t  дістанемо ряд Фур’є  

( )s t

2


2




O T t

A


nA

n

4/

O

4/3   



 
1

2
( ) sin cos ,

2 2n

A A n n
s t t

n





                  
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sin
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A
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      
 (графік амплітудного спектру зображено на 

рис. 10.3). 

  
Рис. 10.3 

Послідовність прямокутних імпульсів погано підходить для зображення 
рядом Фур’є — вона містить стрибки, а сума будь-якої кількості гармонік із 
довільними амплітудами завжди буде неперервною функцією. Тому поведінка 
ряду Фур’є в околах розривів є особливо цікавою. На графіках рис. 10.4 добре 
видно, що в околі точки розриву підсумовування ряду Фур’є дає похилу 
ділянку, причому крутизна нахилу зростає з кількістю доданків. У точках 
розриву ряд Фур’є збігається до півсуми лівої та правої граничних значень. На 
прилеглих до розриву ділянках сума ряду Фур’є дає помітні пульсації, причому 
амплітуда пульсацій не зменшується зі зростанням кількості доданків — 
пульсації лише стискаються вздовж горизонталі, наближаючись до точки 
розриву. Це явище, притаманне рядам Фур’є для будь-яких сигналів із 
розривами 1-го роду, називають ефектом Гібса. 

 

  
Рис. 10.4. Проміжні стадії підсумовування ряду Фур’є для меандру 

2. Пилкуватий сигнал (рис. 10.11) 
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Рис. 10.11 

Обчислюючи коефіцієнти Фур’є, одержимо наступне  розвинення в ряд 
Фур’є пилкуватого сигнала: 
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Отже, амплітудний спектр (рис. 10.12) 
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Рис. 10.12 

У прямокутного та пилкуватого періодичних сигналів амплітуди гармонік 
із зростанням їхніх номерів спадають пропорційно .n  
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