
 

 

 

Приклад 1. Знайти область визначення та побудувати її, якщо 
2 4 .z y x= −  

Розв’язання. Областю визначення є сукуп-
ність точок ( , )x y  площини OXY   
(рис. 1), включаючи і точки самої кривої: 

Приклад  2. Знайти область визначення фу-
нкції  та побудувати її, якщо arcsin( )z x y= + . 

Розв’язання. Область визначення є сукуп-
ність точок 2( , )x y R∈ , що задовольняють нерів-
ностям 1 1x y− ≤ + ≤ . На площині XOY  ця об-
ласть пре 

дставляє смугу, яка обмежена паралельни-
ми прямими 1 0x y+ + = , 1 0x y+ − =  (рис.  2),  
включаючи точки самих прямих. 

Приклад  3. Знайти область визначення фу-
нкції ( , , )u x y z  та побудувати її, якщо 

2 2ln( 2 ).u x y z= − − +  
Розв’язання. Заданий аналітичний вираз 

існує в усіх точках 3( , , )x y z R∈ , в яких 
2 2 2 0x y z− − + > , або 2 2 2x y z+ < . Цю нерівність 

задовольняють точки ( , , )x y z , що містяться в се-
редині параболоїда обертання 2 2 2x y z+ =  (рис. 
3), не включаючи його поверхню. 

Питання на самоперевірку 

1. Дати означення функції двох змінних. 
2. Дати означення області визначення 

функції двох змінних. 
3. Що являє собою графік функції 
( )yxfz ,= ? 

4. Дати означення межі області визначення. 
5. Дати означення функції n  змінних.  

Рис. 1 

Рис. 2 

 
Рис. 3 

4



4

4



ІІІ. ГРАНИЦЯ. НЕПЕРЕВНІСТЬ ФУНКЦІЇ 
Означення. Число A називається границею функції двох змінних 

),( yxfz =  при прямуванні точки  ( , )M x y  до точки 0 0 0( , )M x y , якщо для 
будь-якого як завгодно малого числа 0ε  знайдеться такий δ -окіл точки 0M , 
що для будь-якої точки  ( , )M x y  із цього околу (за винятком, можливо, самої 
точки 0M ) виконується нерівність | ( , ) |f x y A− < ε . 

Границю функції  ( , )z f x y=  записують у вигляді 

0

lim ( )
M M

A f M
→

=    або   
0
0

lim ( , )
x x
y y

A f x y
→
→

= . 

Якщо границя функції існує, то вона не залежить від способу прямування 
0M M→ . 

Приклад. Знайти границю 
0
5

sin( )lim
x
y

xy
x→

→

. 

Розв’язання. Функція має невизначеність 0
0

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 при 0x → , 5y → , тому викорис-

товуємо першу чудову границю 
0

sin( )lim 1
a

a
a→

= . 

0 0
5 5

sin( ) sin( )lim lim 5 1 5.
x x
y y

xy xyy
x xy→ →

→ →

= = ⋅ =  

Означення. Нехай точка 0M  та деякий її окіл належать області визначення 
функції ( )f M . Тоді функція ( )f M  називається неперервною в точці 0M , як-
що має місце рівність 

0
0lim ( ) ( )

M M
f M f M

→
= , при цьому точка M  наближається 

до точки 0M  довільним чином, залишаючись в області визначення функції. 
Означення. Функція ( )f M , неперервна в кожній точці деякої області, 

називається неперервною в цій області. 

IV. ЧАСТИННІ ПОХІДНІ 
Розглянемо функцію двох змінних  ( , )z f x y= , визначену в деякому околі 

точки ( , )x y . Зафіксуємо змінну y . Дістанемо функцію  ( , )z f x y=  однієї 
змінної x . Якщо ця функція має похідну (по змінній x ), то останню назива-

ють частинною похідною функції  ( , )f x y  по змінній x  і позначають ( , )f x y
x
∂
∂

 

або ( , )xf x y′ . 
Таким чином, якщо скористатися означенням похідної однієї змінної, то 

дістанемо 

 
0 0

( , )( , ) ( , )( , ) lim lim x
x x

f x yf f x x y f x yx y
x x x∆ → ∆ →

∆∂ + ∆ −
= =

∂ ∆ ∆
.  (1)  

Величину ( , ) ( , ) ( , )x f x y f x x y f x y∆ = + ∆ −  називають частинним приро-
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стом функції ( , )f x y  по змінній x  в точці ( , )x y . 
Аналогічно вводять поняття частинної похідної по змінній y  в точці 

( , )x y , яку позначають ( , )f x y
y
∂
∂

 або ( , )yf x y′  

 
0 0

( , )( , ) ( , )( , ) lim lim y
y y

f x yf f x y y f x yx y
y y y∆ → ∆ →

∆∂ + ∆ −
= =

∂ ∆ ∆
. (2) 

Величину ( , ) ( , ) ( , )y f x y f x y y f x y∆ = + ∆ −  називають частинним приро-
стом функції ( , )f x y  по змінній y  в точці ( , )x y . 

Для довільної точки ( , )x y  частинні похідні позначатимемо ,z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

, або 

,x yz z′ ′ . Необхідно мати на увазі, що z
x
∂
∂

 та z
y
∂
∂

визначають величину швидко-

сті, з якою відбувається зміна функції ( , )z f x y=  при зміні тільки x  або y , а 
знак xz ′  та yz′  вказує на характер цієї зміни (зростання чи спадання). 

Частинні похідні обчислюються за відомими правилами диференціюван-
ня функції однієї змінної.  

Приклад 4. Знайти частинні похідні: 
 а) 4 32 5z x xy y= + − + . 
Розв’язання. Вважаючи z  функцією тільки однієї змінної x  ( consty = ) знахо-

димо 34 2z x y
x
∂

= +
∂

. Аналогічно вважаючи z  функцією тільки однієї змінної y  

( constx = ), знаходимо 22 3z x y
y
∂

= −
∂

. 

 б) 3 22 2z x y x= + . 
Розв’язання. Вважаючи z  функцією тільки однієї змінної x  ( consty = ) отрима-

ємо 2 26 2z x y
x
∂

= +
∂

. Аналогічно вважаючи z  функцією тільки однієї змінної y  

( constx = ) знаходимо 34z x y
y
∂

=
∂

.  

 в) 25 x yz −= . 
Розв’язання. Застосуємо табличну похідну від показникової функції і вважаю-

чи z  функцією тільки змінної x  ( consty = ), потім тільки однієї змінної y  ( constx = ), 

отримаємо. 2 15 ln 5
2

x yz
x x

−∂
= ⋅

∂
, 25 ln 5 ( 2)x yz

y
−∂

= ⋅ ⋅ −
∂

. 

 г) 2 arctgu x z xy= + . 
Розв’язання. В даному випадку маємо функцію трьох змінних ( , , )u f x y z= . 

Вважаючи u  спочатку функцією тільки змінної x  ( , consty z = ), потім функцією тіль-
ки змінної y  ( , constx z = ), і наприкінці тільки z  ( , constx y = ),  отримаємо  

2
12

1 ( )
u xz y
x xy
∂

= +
∂ +

,   2
1

1 ( )
u x
y xy
∂

= ⋅
∂ +

,   2u x
z
∂

=
∂

. 
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 д) sin 2 xz y y e= + ⋅ . 
Розв’язання. Вважаючи z  функцією тільки змінної x  ( consty = ), потім тільки 

однієї змінної y  ( constx = ), отримаємо xz y e
x
∂

= ⋅
∂

, 2cos2
2

xz ey
y y
∂

=
∂

. 

 е) sin cosx yz
y x

= ⋅ . 

Розв’язання. Використовуючи правило диференціювання добутку функцій од-
нієї змінної і вважаючи z  функцією тільки змінної x  ( consty = ), знаходимо 

2
1 cos cos sin sinz x y y x y

x y y x y xx
∂

= +
∂

. Потім, вважаючи z  функцією тільки однієї змінної y  

( constx = ), отримаємо 2
1cos cos sin sinz x x y x y

y y x x y xy
∂

= − −
∂

. 

Приклад 5. Знайти вказану частинну похідну від функції ( , )z f x y=  в точці 
0 0 0( , )M x y  

 а) 4 32
2
yz x y= − . Знайти ( )z M

y
∂
∂

, (1;1)M . 

Розв’язання. Вважаючи z  функцією тільки однієї змінної y  ( constx = ) знахо-

димо 4 2 16
2

z x y
y
∂

= −
∂

. Підставляємо в знайдену похідну координати точки M :  

4 2( ) 16 5,5
2 M

z M x y
y

∂ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
. 

 б) 2ln( 2 )z x y= + . Знайти ( )z M
x

∂
∂

, (0;1)M . 

Розв’язання. Вважаючи z  функцією тільки змінної x  ( consty = ), знаходимо 

2
1
2

z
x x y
∂

=
∂ +

. Підставляємо в знайдену похідну координати точки M : 

2
( ) 1 1

22 M

z M
x x y

⎛ ⎞∂
= =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ +⎝ ⎠

.  

 в) 5 22z xy x y= + − . Знайти ( )z M
y

∂
∂

, (0;1)M . 

Розв’язання. Вважаючи z  функцією тільки змінної y  ( constx = ), знаходимо 
410 1z xy

y
∂

= −
∂

. Підставляємо в знайдену похідну координати точки M :  

4( ) (10 1) 1M
z M xy

y
∂

= − = −
∂

. 

 г) 2 sin3xz e y= ⋅ . Знайти ( )z M
x

∂
∂

, 0;
6

M π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Розв’язання. Вважаючи z  функцією тільки змінної x  ( consty = ), знаходимо 
22 sin3xz e y

x
∂

= ⋅
∂

 Підставляємо в знайдену похідну координати точки M . 

2( ) (2 sin3 ) 2x
M

z M e y
y

∂
= ⋅ =

∂
. 

7




