
 

 

 

  

ЧАСТИННІ ПОХІДНІ ВИЩИХ ПОРЯДКІВ 
Нехай функція декількох змінних  ( , ,..., )u f x y t=  має частинні похідні. В 

загальному випадку вони є знову функціями декількох змінних. Тому від них 
можна знову знайти частинні похідні. 

Частинними похідними другого порядку від функції  ( , )z f x y=  назива-

ють частинні похідні від її похідних першого порядку 
z
x
∂
∂

, 
z
y
∂
∂

. 

Для функції двох змінних частинних похідних буде чотири. Вони позна-
чаються таким чином: 

– 
2

2 ( , )xx
z f x y

x
∂ ′′= −
∂

 функція послідовно диференціюється двічі по х; 

– 
2

( , )xy
z f x y

x y
∂ ′′= −
∂ ∂

 функція спочатку диференціюється по х, а потім по у; 

– 
2

( , )yx
z f x y

y x
∂ ′′= −
∂ ∂

 функція диференціюється спочатку по у, а потім по х; 

– 
2

2 ( , )yy
z f x y

y
∂ ′′= −
∂

 функція диференціюється послідовно двічі по у. 

Похідні другого порядку можна знову диференціювати. 

11



Похідні 
2z

x y
∂
∂ ∂

 і 
2z

y x
∂
∂ ∂

, що вирізняються послідовністю диференціювання 

називаються мішаними. Мішані похідні, якщо вони неперервні, рівні між со-

бою: 
2 2z z

x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

. 

Аналогічно визначаються частинні похідні вищих порядків, наприклад: 
3 2

2 2
z z

yx y x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,   
4 3

3 3
z z z

yx y x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠

. 

При цьому результат багаторазового диференціювання функції по різним 
змінним не залежить від послідовності диференціювання за цими змінними. 
Істотним є лише те, щоб обчислювані частинні похідні були неперервними. 

Приклад . Знайти похідні другого порядку від функцій: 
 а) 3 2 2z x x y y= − + . 

Розв’язання. Маємо: 23 2z x xy
x
∂

= −
∂

,    2 6 2z x y
x
∂

= −
∂

,  

2 2z x y
y
∂

= − +
∂

,   
2

2 2z
y
∂

=
∂

,   
2

2( 2 ) 2x
z x y x

y x
∂ ′= − + = −
∂ ∂

,   
2

2(3 2 ) 2y
z x xy x

x y
∂ ′= − = −
∂ ∂

,   

2 2
2z z x

y x x y
∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

.  

 б) 22xyz e= . 

Розв’язання. Маємо: 22 22xyz e y
x
∂

= ⋅
∂

,   22 4
2 4xyz e y

x
∂

= ⋅
∂

,  

22 4xyz e xy
y
∂

= ⋅
∂

,   2 2 2
2

2 2 2 2 2 2
2 16 4 (4 1) 4xy xy xyz e x y e x e xy x

y
∂

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅
∂

,  

( )2 2 2 22
2 2 3 2 2 24 8 4 4 (2 1)xy xy xy xy

x

z e xy e xy e y e y xy
y x

′∂
= ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ +

∂ ∂
, 

( )2 2 2 22
2 3 2 3 2 2 22 8 4 4 (2 1)xy xy xy xy

y

z e xy e xy e y e y xy
x y

′∂
= ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ +

∂ ∂
,   

2 2z z
x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

. 

 в) cos( )z xy= . 

Розв’язання. Маємо: sin( )z y xy
x
∂

= −
∂

,   
2

2
2 cos( )z y xy

x
∂

= −
∂

,  

sin( )z x xy
y
∂

= −
∂

,   
2

2
2 cos( )z x xy

y
∂

= −
∂

,   
2 2

cos( ) sin( )z z xy xy xy
y x x y
∂ ∂

= = − −
∂ ∂ ∂ ∂

. 

Приклад  13. Обчислити частинну похідну 
3

2
z

x y
∂
∂ ∂

 від функції 

4 3 35 6 sin 2xz x y e y x−= + ⋅ + . 
Розв’язання. Послідовно знаходимо: 

12



3 3 320 18 2cos2 ,xz x y e y x
x

−∂
= − ⋅ +

∂
   

2
3 2 360 18 ,xz x y e

x y
−∂

= −
∂ ∂

   
3

3
2 120 .z x y

x y
∂

=
∂ ∂

 

Приклад  . Перевірити, чи виконується рівність xy yxz z′′ ′′=  для функції 

ln(4 )yz x e−= + . 

Розв’язання. Обчислимо спочатку 4

4
zx yx e
′ =

−+
, потім знайдемо 4

2(4 )
xy

yez yx e

−
′′ =

−+
. 

Диференціюємо в іншому порядку: 
yezy yx e

−−′ =
−+

,   4
2( )

yezyx yx e

−
′′ =

−+
. 

Отже xy yxz z′′ ′′= . 

Приклад . Перевірити, чи задовольняє функція 
2

arcsin( )
3
yz xy
x

= +  диференціа-

льному рівнянню: 2 2 0.z zx xy y
x y
∂ ∂

− + =
∂ ∂

 

Розв’язання. Знайдемо частинні похідні, які містяться в рівнянні: 
2

2 2 2 2 2

2,     .
33 1 1

z y y z y x
x y xx x y x y

∂ ∂
= − + = +

∂ ∂− −
 

Підставляючи їх у рівняння здобудемо тотожність: 
2

2 2
2 2 2 2 2

2 0.
33 1 1

y y y xx xy y
xx x y x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ − + − + + =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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Таким чином, якщо поверхню задано рівнянням у неявному виді 
0),,( =zyxF , то рівняння дотичної площини до поверхні в точці 

0000 ),,( PzyxP =  має вигляд: 

 0)(
)(

)(
)(

)(
)(

0
0

0
0

0
0 =−

∂
∂

+−
∂

∂
+−

∂
∂

zz
z
PF

yy
y
PF

xx
x
PF

.  (7)  

Якщо рівняння поверхні задано в явній формі ),( yxfz = , то рівняння до-
тичної площини записується у вигляді: 

)(
)(

)(
)(

0
0

0
0

0 yy
y
Pf

xx
x
Pf

zz −
∂

∂
+−

∂
∂

=− . 

Пряма, яка проходить через точку 0000 ),,( PzyxP =  перпендикулярно до 
дотичної площини, називається нормаллю до поверхні. 

Якщо поверхня задана в неявній формі 0),,( =zyxF , то рівняння нормалі 
має такий вигляд: 

 0 0 0
0 0 0

.( ) ( ) ( )
x x y y z z
F P F P F P

x y z

− − −
= =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

 (8)  

Якщо поверхня задана рівнянням ),( yxfz = , то рівняння нормалі запи-
шеться у вигляді: 

0 0 0
0 0

.( ) ( ) 1
x x y y z z

f P f P
x y

− − −
= =

∂ ∂
− −

∂ ∂

 

Приклад  . Знайти рівняння дотичної площини та нормалі до поверхні 
2 2 24 2 6x y z− + =  в точці 0(2,1, 3)P P− = . 
Розв’язання. Запишемо рівняння площини у вигляді 2 2 24 2 6 0x y z− + − = . По-

значимо ліву частину рівняння через ( , , )F x y z , знайдемо частинні похідні та їх зна-
чення в точці 0P : 

2 2 2( , , ) 4 2 6;F x y z x y z= − + −  
2 ;F x

x
∂

=
∂

       0( ) 4;F P
x

∂
=

∂
 

8 ;F y
y

∂
= −

∂
       0( ) 8;F P

y
∂

= −
∂

 

4 ;F z
z

∂
=

∂
       0( ) 12.F P

z
∂

= −
∂

 
За формулою  (7)  маємо: 4( 2) 8( 1) 12( 3) 0x y z− − − − + =  або 4 8 12 36 0x y z− − − = , або 

2 3 9 0x y z− − − =  – рівняння дотичної площини. Рівняння нормалі одержимо за фор-
мулою (8): 

2 1 3
4 8 12

x y z− − +
= =

− −
       або       

2 1 3.
1 2 3

x y z− − +
= =

− −
 

 

16




