
 Лекція . Подвійний інтеграл 

1.1. Задачі, що приводять до поняття подвійного інтеграла 

1) Об’єм криволінійного циліндра. 
Нехай ( , )z f x y  –– невід’ємна ( ( , ) 0f x y  ), неперервна в замкненій об-

меженій області 2D    функція. В просторі 3  рівняння ( , )z f x y  визначає 

деяку поверхню S , проекцією якої на площину Oxy  є область D  (рис. 1.1). 

Знайдемо об’єм V  тіла, яке обмежене зверху поверхнею S , знизу  –– областю 
D  з кусково-гладкою межею  , з боків –– циліндричною поверхнею з напрям-
ною   і твірними, паралельними осі Oz . Таке тіло називають циліндричним або 
криволінійним циліндром. 

Розіб’ємо область D  на n  ділянок iD  з кусково-гладкими межами i , 

1, .i n  У кожній області iD , площа якої дорівнює iS , виберемо довільну 

точку ( ; )i i iP    і обчислимо значення функції в цій точці ( , )i if   . Через кожну 

межу i  проведемо циліндричну поверхню з  твірними, паралельними осі Oz . 

Ці поверхні розіб’ють задане тіло на  n  стовпчиків з основами iD  і висотами 

( , )i if   , об’єм кожного з яких дорівнює 

( , )i i i iV f S     . 

Тоді об’єм nV  n -східчастого тіла, утвореного стовпчиками  
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і наближено дорівнює об’єму криволінійного циліндра nV V . 

Нехай ( )id D  –– діаметр області iD . Позначимо через   найбільший з діа-

метрів областей iD : 
1
max ( )i
i n
d D

 
  . Тоді точне значення об’єму даного цилін-

дричного тіла дорівнює границі суми (1.1) при 0  : 
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      Рис. 1.1 

2) Маса плоскої пластини.  
Нехай плоска неоднорідна пластина має форму області D  (рис. 1.2). В об-

ласті D  задана неперервна функція ( , )x y   , яка в кожній точці області ви-

значає густину пластини. Знайдемо масу m  цієї пластини. 
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Розіб’ємо пластину D  на n  частин iD , що не мають спільних внутрішніх 

точок і площі яких дорівнюють iS , 1, 2, ...,i n . В кожній області iD  візьме-

мо довільну точку ( ; )i i iP    і знайдемо густину в цій точці  

( ) ( , )i i iP     . 

Припускаючи, що густина в кожній точці області iD  є сталою і рівною 

( , )i i   , одержимо наближено масу im  області iD : 

( , )i i i im S      . 

Тоді сума 
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є наближеним значенням маси m  всієї пластини D . Точне значення маси діс-
танемо як границю суми (1.3) при 

1
max ( ) 0i
i n
d D

 
   , тобто 
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Рис. 1.2 

Таким чином, розглядаючи різні за змістом задачі, ми одержали границі 
(1.2) і (1.4) подібного виду. Вивчення таких границь приводить до поняття по-
двійного інтеграла. Запровадимо точне означення подвійного інтеграла та розг-
лянемо його властивості. 

1.2. Означення подвійного інтеграла 

Нехай в області D  з кусково-гладкою межею   задана неперервна функція 
( , )f x y . Розіб’ємо область D  кусково-гладкими кривими на n  ділянок iD , 

площі яких iS , 1, 2, ...,i n . У кожній області iD  візьмемо довільну точку  

( ; )i i iP    і складемо суму 
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яку називають інтегральною сумою Рімана. Позначимо через   найбільший з 
діаметрів областей iD  і назвемо його діаметром розбиття: 

1
max ( )i
i n
d D

 
  . 

Означення  Якщо при 0   існує границя інтегральної суми (1.5) 
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яка не залежить ні від способу розбиття області D  на 

часткові області 
i
D , ні від вибору точок i iP D , то її 

називають подвійним інтегралом від функції ( , )f x y  по 

області D  і позначають ( , )
D

f x y dS  або 

( , )
D

f x y dxdy . 

Таким чином, 
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У цьому разі функцію ( , )f x y  називають інтегровною за Ріманом в області 

D , D  –– областю інтегрування, dS (або dxdy ) –– диференціалом або елемен-

том площі.  

Зауваження  Оскільки границя (1.6) не залежить від способу роз-
биття області D  на часткові області iD , то можна ро-

збивати область D  прямими, паралельними осям ко-
ординат. 

Нехай ijD  –– прямокутник зі сторонами 1i i ix x x    , 

1, 1, 2, ..., , 1, 2, ...,j j jy y y i m j n     , який належить області D . Його 

площа дорівнює i jx y  . Виберемо довільну точку ( ; )i i jP   , 1 ,i i ix x     

1j j jy y    . Тоді за означенням подвійного інтеграла можна записати 
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  . (1.7) 

Повертаючись до задач п. 1.1, робимо висновок: якщо границі в рівностях 
(1.2) та (1.4) існують, то ці рівності задають подвійні інтеграли від відповідних 
функцій. З цих рівностей і формули (1.6) дістаємо формули для обчислення 
об’єму циліндричного тіла 

 ( , )
D

V f x y dxdy   (1.8) 

та маси пластини 

 ( , ) .
D

m x y dxdy   (1.9) 

Рівності (1.8) та (1.9) визначають відповідно геометричний та механічний 
зміст подвійного інтеграла, якщо підінтегральні функції невід’ємні в області 
D . 

Наведемо без доведення необхідну і достатню умови інтегровності функції 
в області. 

Теорема .  (Необхідна умова інтегровності). Для того, щоб функ-
ція ( , )f x y  була інтегровною в області D  необхідно, 
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щоб ( , )f x y  була обмеженою в D . 

 

Теорема .  (Достатня умова інтегровності). Нехай функція 
( , )f x y  неперервна в обмеженій замкненій області D , 

тоді вона інтегровна в цій області. 
Функцію називають кусково-неперервною в області D , якщо вона визна-

чена і неперервна в усіх точках цієї області, за винятком, можливо, точок, що 
належать скінченному числу кусково-гладких ліній, які містяться в області D . 

Зауваження .  Вимога неперервності підінтегральної функції часто 
буває занадто сильною. Для застосувань важливо га-
рантування інтегровності деяких класів розривних 
функцій. Нехай D  –– обмежена замкнена область  і 
( , )f x y  –– кусково-неперервна і обмежена в цій облас-

ті функція, тоді інтеграл (1.6) існує. 
Надалі будемо вважати, що підінтегральна функція в області інтегрування 

D  є неперервною. 

1.3. Властивості подвійного інтеграла 

Розглянемо властивості подвійних інтегралів. Зазначимо, що властивості по-
двійних інтегралів аналогічні відповідним властивостям визначеного інтеграла. 

 Нехай ( , )f x y  і ( , )g x y  –– інтегровні в області D  функції. 

Властивість 1.  (Нормованість). 

1
D D

dxdy dxdy S    , (1.10) 

де S  –– площа області D . 
  Покладаючи в означенні подвійного інтеграла (1.6) ( , ) 1f x y  , одержу-

ємо 
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Властивість 2.  (Лінійність). Для будь-яких дійсних   і   
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  За означенням  
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Властивість 3.  (Адитивність). Нехай область 1 2D D D  , причому 

1D  і 2D  не мають спільних внутрішніх точок. Тоді 

1 2

( , ) ( , ) ( , )

D D D

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy    (1.12) 

  Нехай 1iD  –– ділянки розбиття, що належать 1D , а 2iD  –– належать 2D . 

Тоді ( 1 2n n n  ) 
1

2

1 2
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Властивість 4.  (Збереження знаку). Якщо ( , ) 0, ( ; )f x y x y D   , то 

( , ) 0.
D

f x y dxdy   

  Оскільки 
( , ) 0, ( ; )f x y x y D   , 

то 

1 1

( , ) 0 ( , ) lim ( , ) 0.
n n

i i i i i i
n

i iD

f S f x y dxdy f S


 

             

Властивість 5.  (Інтегрування нерівностей). Якщо ( , ) ( , ),f x y g x y  

( ; )x y D  , то 

 ( , ) ( , ) .
D D

f x y dxdy g x y dxdy   

  Якщо ( , ) ( , )f x y g x y , то ( , ) ( , ) 0f x y g x y  . Тоді за властивістю 4  

 ( , ) ( , ) 0 ( , ) ( , ) .
D D D

f x y g x y dxdy f x y dxdy g x y dxdy         

Властивість 6.  (Оцінка модуля інтеграла).  

 ( , ) ( , ) .
D D

f x y dxdy f x y dxdy   (1.13) 

 
  Оскільки для функції ( , )f x y  справедливі нерівності 

( , ) ( , ) ( , )f x y f x y f x y   , 

то за властивістю 5 маємо 

( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy     , 

що рівносильно нерівності (1.13).  

Властивість 7.  (Оцінка інтеграла). Нехай 
( ; )
max ( , ),
x y D

M f x y



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( ; )
min ( , )
x y D

m f x y


 . Тоді справедлива наступна оцінка 

подвійного інтеграла 

( , )
D

mS f x y dxdy MS  , (1.14) 

де S  –– площа області D . 
  Дійсно, оскільки ( , )m f x y M  , то за властивістю 5 

( , )
D D D

mdxdy f x y dxdy Mdxdy    , 

звідки, враховуючи властивості 1 та 2, одержуємо (1.14).  

Властивість 8.  (Теорема про середнє). Нехай функція ( , )f x y  непере-

рвна в обмеженій замкненій зв’язній області D . Тоді 
існує точка ( ; ) D   , така, що  

( , ) ( , )
D

f x y dxdy f S   , (1.15) 

де S  –– площа області D . 
  З нерівності (1.14) маємо 

1
( , )

D

m f x y dxdy M
S

  . 

Число 
1

( , )
D

f x y dxdy
S   знаходиться між найменшим і найбільшим зна-

ченнями функції ( , )f x y  в області D . Оскільки функція ( , )f x y  неперервна в 

області D , то знайдеться точка ( ; ) D   , значення функції в якій дорівнюва-

тиме 
1

( , )
D

f x y dxdy
S  , тобто 

1
( , ) ( , )

D

f f x y dxdy
S

    . 

Звідки маємо рівність (1.15).  
Число  

 
1

( , ) ( , )
D

f f x y dxdy
S

      (1.16) 

називають середнім значенням функції ( , )f x y  в області D . 

Геометричний зміст теореми про середнє полягає в наступному. Якщо в 
області D  функція ( , ) 0f x y  , то формула (1.15) означає існування прямого 

циліндра з основою D (площа якої S ) і висотою ( , )H f   , об’єм якого дорі-

внює об’єму криволінійного циліндра. 

 


