
Лекція. Лінійні операції над векторами 

 Під лінійними операціями над векторами розуміють операції 

додавання та віднімання векторів, а також множення вектора на число. 

 Нехай а  і b  – два довільні вектори. Візьмемо довільну точку O  і 

побудуємо вектор aOA . Від точки A  відкладемо вектор bAB  . 

Вектор OB , що з’єднує початок першого вектора з кінцем другого, 

називається сумою векторів а  і b : baOB   (рис. 2). 

Це правило складання векторів називають правилом 

трикутника. Суму двох векторів можна побудувати також за правилом 

паралелограма (рис. 3). 

 

На рис. 4 показано складання трьох векторів, а ,b  і c .  

Під різницею векторів а  і b   розуміється вектор bac    такий, 

що acb   (рис. 5).  

 

 
 

Рис. 5  

 

 
 

 –  
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Відзначимо, що в паралелограмі, побудованому на векторах а  і b , 

одна направлена діагональ є сумою векторів а  і b , а інша – їх різницею 

(рис. 6). 

Можна віднімати вектори за правилом  baba  , тобто 

віднімання векторів замінити складанням вектора а  з вектором, 

протилежним до вектора b .  

Добутком вектора а  на скаляр (число)   називається вектор 

a   (або a ), який є колінеарним вектору а  та має довжину a , та 

який має напрям вектора, якщо   > 0, і протилежний напрям, якщо 

 <0. Наприклад, якщо задано вектор а , то вектори а3  і а2  матимуть 

вигляд 

 

 

Лінійні операції над векторами мають такі властивості: 

1) аbbа  ;                                      4)   aaa  2121  ;  

2)    cbаcbа  ;                       5)   baba   .  

3)   aa  2121  ; 

 

Проекція вектора на вісь 

 Хай в просторі задана вісь l , тобто направлена пряма. Проекцією 

точки M  на вісь l  називається основа 1M  перпендикуляра 1MM , 

опущеного з точки на вісь. 

та 
  

Рис. 6  

 

 

 

 

+  
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Точка 1M  є точкою перетину осі l  з площиною, що проходить 

через точку M  перпендикулярно осі (рис. 7). 

Якщо точка M  лежить на осі l , то проекція точки M  на вісь 

збігається з M .  

Нехай АВ  – довільний вектор ( 0АВ ). Позначимо через 1A  і 1B  

проекції на вісь l  відповідно початку A  і кінця B  вектора АВ  і 

розглянемо вектор 11ВА .  

Проекцією вектора АВ  на вісь l  називається додатне число 

11ВА , якщо вектор 11ВА  і вісь l  однаково направлені, та від’ємне число 

– 11ВА , якщо вектор 11ВА  і вісь l  протилежно направлені ( рис. 8). 

Якщо точки 1A  і 1B збігаються ( 011 ВА  ), то проекція вектора АВ  

дорівнює 0. 

Проекція вектора АВ   на вісь l  позначається так: АВпрl . Якщо 

0АВ  або lАВ  , то 0АВпрl . 

  

  

Рис. 8 

Рис. 7 
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Розкладання вектора по ортах координатних осей.  

Модуль вектора. Напрямні косинуси 

Розглянемо в просторі прямокутну систему координат Oxyz . 

Виділимо на координатних осях Ox , Oy  і Oz  одиничні вектори (орти), 

що позначаються відповідно як i , j , k  (рис. 12).  Ці орти мають назву 

ортів прямокутної системи координат. 

Візьмемо довільний вектор а  простору і поєднаємо його початок 

з початком координат: OMа  .  

Знайдемо проекції вектора а  на координатні осі. Проведемо через 

кінець вектора ОМ  площини, паралельні  координатним площинам. 

Точки перетину цих площин з осями координат позначимо відповідно 

через 21, MM  і 3M . Отримаємо прямокутний паралелепіпед, однією з 

діагоналей якого є вектор ОМ . Тоді 1OMaпрx  , 2OMaпр y  , 

3= OMaпрz . За означенням суми декількох векторів знаходимо 

NМNМОМa  11 .  

А оскільки NМОМ 12  , NМОМ 3 , то 321 OМOМОМa  .         (2.1)  

Але iОМОМ  11 , jОМОМ  22 , kОМОМ  33 .                       (2.2)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 12 
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Позначимо проекції вектора OMа   на осі Ox , Oy  і Oz  

відповідно через ,xa  ,ya  і za , тобто xaOM 1 , yaOM 2 , zaOM 3 . 

Тоді з рівностей (2.1) і (2.2) отримуємо  

                               kajaiaa zyx  .                                   (2.3)  

Ця формула є основною у векторному численні та називається 

розкладанням вектора по ортах координатних осей. Числа ,xa  ,ya  za  

називаються координатами вектора а , тобто координатами вектора 

є його проекції на відповідні координатні осі. Зауважимо, що це 

ствердження надано для декартовій прямокутній системи координат. 

Якщо система координат не є прямокутною, то координати не 

співпадають з проекціями на осі. 

Векторну рівність частіше записують у символічному вигляді: 

 zyx aaaa ;;  або 
 zx aaaa ;; y

. 

Знаючи проекції вектора, можна легко знайти вираз для модуля 

вектора. На підставі теореми про довжину діагоналі прямокутного 

паралелепіпеда можна написати: 
2

3

2

2

2

1

2
OМOМОМOM  , 

тобто  

                                     2222

zyx aaaa  .                                      (2.4)  

Звідси 222
zyx aaaa  ,                     

тобто модуль вектора дорівнює квадратному кореню з суми 

квадратів його проекцій на осі координат. 

Нехай кути вектора а  з осями Ox , Oy  і Oz   відповідно 

дорівнюють  ,  ,  . За властивістю проекції вектора на вісь маємо  

                         ,cos aax  ,cos aay  ,cos aaz                  (2.5)  

або те ж саме: 

                        ,cos
a

ax  ,cos
a

ay
  .cos

a

az   

Числа ,cos  ,cos  cos  називаються напрямними косинусами 

вектора а . 
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Підставимо вирази (2.5) у рівність (2.4) і отримаємо  

.coscoscos 2222222
  aaaa   

Скоротивши на 0
2
a , маємо основну властивість напрямних 

косинусів:  

,1coscoscos 222    

тобто сума квадратів напрямних косинусів ненульового вектора 

дорівнює одиниці.  

Відмітимо, що координатами одиничного вектора e  є числа ,cos  

,cos  cos , тобто   cos;cos;cose ; також орт вектора має 

координати   cos;cos;cos0 a .  

Отже, задавши координати вектора, завжди можна визначити його 

модуль і напрям, тобто сам вектор. 

 

Дії над векторами, заданими проекціями 

Нехай вектори а=(a x ;a v ;a z )  і b=(b x ;b y ;b z )  задані своїми про-

екціями на осі координат Ox , Oy , Oz , тобто 

kajaiaa zyx  ,    kbjbibb zyx  . 

 

Лінійні операції над векторами 

Оскільки лінійні операції над векторами зводяться до відповідних 

лінійних операцій над проекціями цих векторів, то можна записати: 

1) а  ± b  =(а х  ±  b x )  i  + (а у  ±  b y )  j  + (a z  ±  b z )  k , або коротше: 

а ± b=(а х  ±b x ;a y  ±b y ;a z  ±b z ) .   

Тобто при додаванні (відніманні) векторів їх однойменні 

координати додаються (віднімаються). 

2) λа= λа х · i + λа у · j + λа z · k , або λа=(λа х ;  λа у ;  λa z ) .   

Тобто при множенні вектора на скаляр координати вектора 

помножуються на цей скаляр. 

 

Рівність векторів 
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З означення вектора як спрямованого відрізка, який можна 

пересувати в просторі паралельно самому собі, випливає, що два 

вектори  а  і b  рівні тоді і тільки тоді, коли виконуються рівності ах = 

b x ,  а у  = b y ,  a z  = b z ,  або 

















zz

yy

xx

ba

ba

ba

ba ,

,

 

Колiнеарнiсть векторів 

З’ясуємо умови колінеарності векторів а  і b , заданих своїми 

координатами. Оскільки а  || b , то можна записати: а=λb , де λ – деяке 

число. Тобто 

  kbjbibkbjbibkajaia zyxzyxzyx   . 

Звідси                  ах = λb x ,  а у  =  λb y ,  a z  = λb z ,  

тобто ,
x

x

b

a
   ,

y

y

b

a
    ,

z

z

b

a
 або .

z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
  

Таким чином, проекції колінеарних векторів пропорційні. Вірне і 

зворотне твердження: вектори, які мають пропорційні координати, 

колінеарні. 

Координати точки 

Нехай у просторі задана прямокутна декартова система координат 

Oxyz . Для будь-якої точки М  координати вектора ОМ  називаються 

координатами точки М . Вектор ОМ  називається радіус-вектором точки 

М і позначається як r , тобто ОМ = r .  Отже, координати точки – це 

координати її радіус-вектора: 

 zyxr ;;    або   kzjyixr  .  

Координати точки М  записуються у вигляді M(x;y :z ) . 

Координати вектора 

Знайдемо координати вектора а= АВ , якщо відомі координати точок 

A(x 1 ;  y 1 ;  z 1 )  і В(х2; y 2 ;  z 2 )  (рис. 13): 

   
      .121212

111222

kzzjyyixx

kzjyixkzjyixOAOBAB




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СКАЛЯРНИЙ ДОБУТОК ВЕКТОРІВ І ЙОГО  

ВЛАСТИВОСТІ 

Визначення скалярного добутку 

Скалярним добутком двох ненульових векторів а  і b  називається 

число, яке дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус кута між 

ними, позначається як аb , а · b  або як (а ,b ).  

 Отже, за означенням 

   cos baba , де 







ba .           (2.6)  

Формулу (2.6) можна записати в іншому 

вигляді. Оскільки aпрa
b

cos  (рис. 14),  

 bпрb аcos , то отримаємо: 

aпрbbпрaba
bа  ,                  (2.7) 

тобто скалярний добуток двох векторів дорівнює 

модулю одного з них, помноженому на проекцію 

іншого на вісь, співнаправлену з першим 

вектором. 

Властивості скалярного добутку 

1. Скалярний добуток має комутативну властивість:  

а b= b а . 









bababa cos ,  








baabab cos . 

 

 
 

Рис. 14 

Рис. 13 
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Враховуючи abba  , добуток чисел і 










 

abba coscos , 

то а b= b а . 

2. Скалярний добуток має сполучну властивість щодо скалярного 

множника: 

 (λа ) · b= λ · ( а b ).  

)()( baaпрbaпрbba
bb

  . 

3. Скалярний добуток має розподільну властивість:  

а ·(b  + c ) = а b+ а c . 

4. Скалярний квадрат вектора дорівнює квадрату його довжини:  

а 2=
2

a                        а 2= а ·а= аaаa  0cos =
2

a . 

Зокрема i 2 = j 2 = k 2 = 1. 

Якщо вектор а  піднести до квадрата і потім добути корінь, то 

отримаємо не вихідний вектор, а його модуль a , тобто аа 2 . 

(Зверніть увагу на те, що аа 2 !). 

Приклад 2.1. Знайти довжину c =2а+3b , якщо a =4, b =3 

3








 

ba . 

Розв’язання.  

( ) =9+12+4=3+2== 2222 bbaabacc  

.21799
2

1
3412164   

5. Якщо ненульові вектори а  та b  взаємно перпендикулярні, то їх 

скалярний добуток дорівнює нулю, тобто якщо а  b , то а b =0. 

Справедливе і зворотне твердження: якщо а b=0 і а ≠0,b ≠0, то а  b . 

Оскільки 
2








 

ba , то 0
2

coscos 


 . Отже, а ·b= a · b ·0 = 0. Якщо 

ж а ·b  = 0 та a ·≠0, b ≠0, то   0cos 

ba . Звідси 

  90a b  
, тобто 

а  b .  
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Зокрема i · j = j · k = k · i =0. 

Вираз скалярного добутку через координати 

Задано два вектори: а =ax i +ay j +az k   та   b= bx i + by j + bz k .  

Знайдемо скалярний добуток векторів, перемножуючи їх як 

многочлени і користуючись таблицею скалярного добутку векторів i , j , 

k : 

 i  j  k  

i  1 0  0  

j  0  1 0  

k  0  0  1 

а ·b  = (ax i +ay j +az k ) · (bx i + by j + bz k )= 

=axbx i i +axby i j +axbz i k +aybx j i +ayby j j +aybz j k + 

+ azbx k i + azby k j +azbz k k = 

=axbx+ 0 + 0 + 0 + ay by + 0 + 0 + 0 + azbz,  

тобто а b= axbx + ayby + azbz. 

Отже, скалярний добуток векторів дорівнює сумі добутків їх 

однойменних координат. 

Приклад 2.2. Довести, що діагоналі чотирикутника, заданого 

координатами вершин А (–4; –6; –4), В (1; 5; 2), C (1; 2; –3), D (12; –2; 3), 

взаємно перпендикулярні. 

Розв’язання. 

Складемо вектори АС  і BD , що лежать на діагоналях даного 

чотирикутника. Маємо АС =  1 ;8 ;5  і BD= 
{ }1;7;11 . Знайдемо 

скалярний добуток цих векторів: 

АС · BD= 55 – 56 + 1 = 0. 

Звідси випливає, що АС    BD . Діагоналі чотирикутника ABCD 

взаємно перпендикулярні. 

Застосування скалярного добутку 

Кут між векторами 
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Визначення кута φ між ненульовим векторами а={ax;ay;az } та 

b={bx;by;bz }: 

ba

ba




cos , тобто 

222222
cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa




 . 

Звідси випливає умова перпендикулярності ненульових векторів 

а  і b :  

а   b    axbx + ayby + azbz=0. 

Проекція вектора на заданий напрямок 

Знаходження проекції вектора а  на напрям, заданий вектором b , 

може здійснюватися за формулою 













 





a

ba
bпр

b

ba
aпр аb

, тобто 
222
zyx

zzyyxx

b
bbb

bababa
aпр




 . 

Робота постійної сили 

Нехай матеріальна точка переміщується прямолінійно з 

положення А в положення В  під дією постійної сили F , що утворює 

кут φ з переміщенням AB  = S  (рис. 15). 

З фізики відомо, що робота сили F  при переміщенні S  становить: 

А  =  F · S ·cos φ,   тобто   A  =  F · S . 

Таким чином, робота постійної сили при прямолінійному 

переміщенні її точки прикладання дорівнює скалярному добутку 

вектора сили на вектор переміщення. 

Приклад 2.3. Обчислити роботу, зроблену силою F ={1; 2; 3}, 

якщо точка її додатка переміщається прямолінійно з положення А(3;4;2) 

у положення В(2; 5; 3). Під яким кутом до АВ спрямована сила F ? 

 

  

Рис. 15 

A 
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Розв’язання. 

Знаходимо S : S  = AB  = (–1, 1, 1). Отже, 

A = F · S  =  1 · ( - 1 )  +  2 · 1 + 3 · 1 = 4  (од. роботи). 

Кут φ між F  і S  визначаємо за формулою 
SF

SF




cos , тобто 

;
42

4

314

4

111941

4
cos 







42

4
arccos= . 

ВЕКТОРНИЙ ДОБУТОК ВЕКТОРІВ 

І ЙОГО ВЛАСТИВОСТІ 

Визначення векторного добутку 

Три некомпланарних упорядкованих вектори а , b  і с  утворюють 

праву трійку, якщо з кінця третього вектора с  найкоротший поворот від 

першого вектора а  до другого вектора b  буде відбуватися проти руху 

годинникової стрілки, і ліву, якщо за рухом годинниковою стрілки (рис. 

16). 

Векторним добутком вектора а  на вектор b  називається вектор 

с , який: 

1) перпендикулярний векторам а  і b , тобто ac   і bc  ; 

2) має довжину, яка чисельно дорівнює  

sinbac  ;  де  







ba ;  

3) напрям вектора с  має бути таким, щоб з векторами а  і b   

утворити праву трійку. 

Векторний добуток позначається а ×b  або [ а ,b ] .  

 

 
 

Права трійка  

 

 

Ліва трійка 

Рис. 16 
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Модуль векторного добутку чисельно дорівнює площі 

паралелограма, побудованого на векторах а  і b , як на сторонах (рис. 

17).  

З означення векторного добутку безпосередньо випливають такі 

співвідношення між ортами i , j , k  (рис. 18): 

i × j = k , j × k = i , k × i = j . 

Доведемо, наприклад, що i × j = k ; 

1) k  i , k  j ; 

2) 1k , але 190sin 0  jiji ; 

3) вектори i , j , k  утворюють праву трійку (рис. 16). 

Властивості векторного добутку 

1. При перестановці співмножників векторний добуток змінює 

знак, тобто а ×b  = –[b×а ] (рис. 19). 

Вектори а ×b  і b×а  колінеарні, мають однакові модулі (площа 

паралелограма залишається незмінною), але протилежно спрямовані 

(трійки, а , b , а ×b  і а , b , b×а  протилежної орієнтації). Тобто а ×b = 

= –[b×а ]. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 19 

 

 

  

 

Рис. 17 

 

 

 

 
 

  

 

 

 

 
 

 

Рис. 18 
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2.  Векторний добуток має сполучну властивість щодо скалярного 

множника, тобто λ( а  × b ) = (λа ) × b  = а  × (λb ).  

Нехай λ > 0. Вектор λ[ а ,b ]  перпендикулярний векторам а  і b . 

Вектор (λ а )×b  також перпендикулярний векторам а  і b  (вектори а  та 

(λ а ) лежать в одній площині). Отже, вектори λ[ а b ]  і (λ а )×b  

колінеарні. Очевидно, що і напрямки їх збігаються. Ці вектори мають 

однакову довжину: 

  







babababa sin  

і 













bababababa sinsin)(  . 

Тому  λ( а ×b ) = (λ а )×b .  

 Аналогічно виконується доведення при λ < 0. 

3.Два ненульових вектори а  і b  колінеарні тоді і тільки тоді, коли їх 

векторний добуток дорівнює нульовому вектору, тобто 

а ||b  ( а ×b )=0. 

Якщо а ||b ,  то тоді кут між ними дорівнює 0° або 180°. Але тоді 

0sin 







bababa . Отже, а ×b=0. 

Якщо а ×b=0, то тоді 0sin  ba . Але тоді φ=0° або  φ=180°, 

тобто а ||b . 

Зокрема, i × i = j × j = k × k =0. 

4. Векторний добуток має розподільну властивість: 

(а +b )× с =а ×с +b×с .  

Приймемо це без доведення. 

Вираз векторного добутку через координати 

Ми будемо використовувати таблицю 

векторного добутку векторів i ,  j ,  k . 

Щоб не помилитися зі знаком, зручно 

користуватися такою схемою: якщо напрямок 

найкоротшого шляху від першого вектора k  до 

другого збігається з напрямом стрілки, то добуток дорівнює третьому 
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вектору, а якщо він не збігається, то третій вектор береться зі знаком 

«мінус». 

 i  j  k  

i  0  k  – j  

j  – k  0  i  

k  j  – i  0  

Нехай задано два вектори: а  = (ax i +ay j +a z k ) і b = (bx i +by j + 

+bz k ). Знайдемо векторний добуток цих векторів, перемножуючи їх як 

многочлени (згідно з властивостями векторного добутку):  

а ×b  = (ax i  + ay j  + az k ) × (bx i  + by j  + bz k )= 

= axbx( i  × i ) + axby( i × j ) + axbz( i  × k ) + aybx( j × i ) + 

+ ayby( j × j ) + aybz( j  × k ) + azbx( k × i ) + azby( k × j ) + 

+azbz( k × k ) = 0 +axby k  – axbz j  – aybx k  + 0  + aybz i  + 

+ azbx j  – azby i + 0 = 

=(aybz  – azby) i  – (axbz  – azbx) j  + (axby  – aybx) k = 

= i
bb

aa

zy

zy
 – j

bb

aa

zx

zx
 + k

bb

aa

yx

yx
, 

тобто                 а ×b= i
bb

aa

zy

zy
 – j

bb

aa

zx

zx
 + k

bb

aa

yx

yx
.                     (2.8) 

Отриману формулу можна записати ще коротше: 

                         а ×b=

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

,                                             (2.9) 

оскільки права частина рівності (2.8) відповідає розкладанню 

визначника третього порядку за елементами першого рядка. Рівність 

(2.9) легко запам’ятовується. 

Деякі застосування векторного добутку. 

Встановлення колінеарності векторів 

Якщо а || b ,  то а ×b= 0  (і навпаки), тобто 
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а ×b= 
z

z

y

y

x

x

zyx

zyx
a

a

b

a

b

a

bbb

aaa

kji

0  а || b . 

Визначення площі паралелограма та трикутника 

Згідно з визначенням векторного добутку векторів а  і b  

sin baba , тобто Snap = ba  . Тому baS 
2

1
. 

Визначення моменту сили щодо точки 

Нехай в точці А прикладена сила F = АВ  і нехай О –  деяка точка 

простору (рис. 20). 

З фізики відомо, що моментом сили щодо точки О називається 

вектор, який проходить через точку О і він 

1) перпендикулярний площині, яка проходить через точки О, А, В; 

2) чисельно дорівнює добутку сили на плече: 









OAFOAFrFONFM sinsin ; 

3) утворює праву трійку з векторами OA  і АВ . 

Тобто OAABM   або rFM  . 

 

МІШАНИЙ ДОБУТОК ВЕКТОРІВ 

Визначення мішаного добутку, його геометричний зміст 

Розглянемо добуток векторів а , b  і с , складений таким чином: 

( а ×b ) · с . Тут перші два вектори перемножуються векторно, а їх 

результат – скалярно на третій вектор. Такий добуток називається 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 20 
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векторно-скалярним, або мішаним, добутком трьох векторів. Мішаний 

добуток являє собою деяке число. 

З’ясуємо геометричний зміст виразу ( а ×b ) · с . Побудуємо 

паралелепіпед, ребрами якого є вектори а , b , с , та вектор d = а ×b  

(рис. 21). 

Маємо ( а ×b )· с = d · с = cпрd
d

 ,  Sbad  , де S – площа 

паралелограма, побудованого на векторах а  і b , cпр
d

= Н для правої 

трійки векторів і cпр
d

= –Н для лівої, де Н – висота паралелепіпеда. 

Отримуємо ( а ×b )· с =S·(± H), тобто ( а ×b )· с =±V де V – об’єм 

паралелепіпеда, утвореного векторами а , b  і с . 

Таким чином, мішаний добуток трьох векторів дорівнює об’єму 

паралелепіпеда, побудованого на цих векторах, взятому зі знаком 

«плюс», якщо ці вектори утворюють праву трійку, та зі знаком «мінус», 

якщо вони утворюють ліву трійку. 

Властивості мішаного добутку 

1. Мішаний добуток не змінюється при циклічній перестановці 

його множників, тобто ( а ×b )· с  = (b×с )·а  = (с ×а )· b . 

Дійсно, в цьому випадку не змінюється ні об’єм паралелепіпеда, 

ні орієнтація його ребер. 

2. Мішаний добуток не змінюється при зміні місць знаків 

векторного та скалярного добутку, тобто ( а ×b )· с =а ·( b ×с ).  

Дійсно, ( а ×b )· с  = ±V і а ·( b×с ) = ( b×с )·а  = ±V. Знак у правій 

частині цих рівностей беремо той самий, бо трійки векторів а , b ,с  і b , 

с , а  – однієї орієнтації. 

 

 

 

 

 

Рис. 21 
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Отже, ( а ×b )· с = а ·( b×с ). Це дозволяє записувати мішаний 

добуток векторів ( а ×b )· с  у вигляді а b с  без знаків векторного, 

скалярного множення. 

3. Мішаний добуток змінює свій знак при зміні місць довільних 

двох векторів-співмножників, тобто а b с = – а с b ,  а b с = – b а с ,  

а b с = – с b а .  

Дійсно, така перестановка рівносильна перестановці 

співмножників у векторному добутку, яка змінює знак добутку. 

4. Мішаний добуток ненульових векторів а , b , і с дорівнює нулю 

тоді і тільки тоді, коли вони компланарні. 

Якщо а b с =0, тоді а , b , с  – компланарні. 

Припустимо, що це не так. Можна було б побудувати паралелепіпед з 

об’ємом V ≠ 0. Але оскільки а b с  = ±V, то тоді отримаємо а b с  ≠ 0. Це 

заперечує умові а b с =0. 

Навпаки, нехай вектори а , b , с  – компланарні. Тоді вектор 

d =( а ×b ) буде перпендикулярний площині, в якій лежать вектори а , 

b , с ,  і отже, d  с . Тому d · с =0, тобто а b с = 0. 

Вираз мішаного добутку через координати 

Нехай задано вектори а =(ax i +ay j +az k ) і b =(b x i + by j + bz k ),  

с =(cx i +cy j +cz k ).  Знайдемо їх мішаний добуток, використовуючи 

вираз в координатах для векторного та скалярного добутків: 

( а ×b ) с  = 

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

 · (cx i +cy j +cz k ) = 

= ( i
bb

aa

zy

zy
 – j

bb

aa

zx

zx
+ k

bb

aa

yx

yx
) · (cx i +cy j +cz k ) = 

=
zy

zy

bb

aa
·cx   – 

zx

zx

bb

aa
· cy + 

yx

yx

bb

aa
· cz.                        (2.10) 

Отриману формулу можна записати коротше: 
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а b с =

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

, 

тому що права частина рівності (2.10) являє собою розкладання 

визначника третього порядку за елементами третього рядка. 

Отже, мішаний добуток векторів дорівнює визначнику третього 

порядку, складеному з координат векторів, що перемножуються. 

Деякі застосування мішаного добутку 

1. Визначення взаємної орієнтації векторів у просторі. 

Визначення взаємної орієнтації векторів а , b , с  базується на 

таких міркуваннях. Якщо а b с  > 0, то тоді а ,b ,с  –  права трійка; якщо 

а b с  < 0, то тоді а ,b ,с  –  ліва трійка. 

2. Встановлення компланарності векторів. 

Вектори а , b  і с  компланарні тоді і тільки тоді, коли їх мішаний 

добуток дорівнює нулю (а ≠ 0 , b≠ 0  і с ≠ 0 ):  

а b с  = 0

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

 = 0 вектори а , b ,с  компланарні. 

Визначення об’ємів паралелепіпеда і трикутної піраміди 

Згідно з геометричним змістом мішаного добутку неважко 

показати, що об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах а , b  і с , 

обчислюється як cbaV  , а об’єм трикутної піраміди, побудованої на 

цих же векторах, як cbaV
6

1
 . 

Приклад 2.4. Вершинами піраміди служать точки А(1; –2; –3),     

В(0; –1; –1), С(–2; 5; –2) та D(–3; 0; –2). Знайти об’єм піраміди. 

Розв’язання.  

Знаходимо вектори а , b , і с : 

а= АВ={-1; 1; 2}, b= АС ={–3; 7; 1}, с = AD ={–4; 2; 1}. 

Знаходимо мішаний добуток а b с : 



 20 

а b с =

124

173

211







= –1 · 5 + 3 · (–3) – 4 · (–13) = – 5 – 9 + 52 = 38. 

Отже  
3

19
=

6

38
=V . 

 


