
 
 

 

  

ТЕМА 1. КРИВОЛІНІЙНІ ІНТЕГРАЛИ 
 

Узагальнимо поняття визначеного інтеграла на випадок, коли 
областю інтегрування є деяка крива. Такі інтеграли називаються кри-
волінійними. Розрізняють два види криволінійних інтегралів: першого 
роду і другого роду. 

Криволінійний інтеграл першого роду. Нехай у площині Оху  

задано гладку чи кусково-гладку криву АВ
∪

 (рис. 1.1) і на цій кривій 

визначено обмежену функцію )у,х(f . 

 
Рис. 1.1 

Розіб'ємо криву АВ  точками  0 1 n 1 nА А , А ,...,А ,А B−= =  на n  до-

вільних частин, на кожній окремій дузі і
i 1 iА A ∆
−
∪ = l  виберемо яку-

небудь точку 
і і і

М ( ; ), і 1,n=x h  і складемо суму 

∑
=

n

1i
iii l),(f ∆ηξ , (1.1) 

де il∆  - довжина дуги. Сума (1.1) називається інтегральною сумою для 

функції )у,х(f  по кривій АВ. Нехай 
ni1

max
≤≤

=λ  il∆  - найбільша з дов-

жин окремих дуг 
i 1 iА A−
∪ . 

Якщо при 0→λ  інтегральні суми (1.1) мають скінчену грани-

цю, яка не залежить від розбиття кривої АВ
∪

 і вибору точок iМ , то цю 

границю називають криволінійним інтегралом першого роду (по дов-

жині дуги) від функції )у,х(f  по кривій АВ
∪

 і позначають 



                                             
 

 

  

АВ

f ( x, y )dl
∪
∫ . Таким чином, за означенням 

n

i i i
0 i 1nАВ

f ( x, y )dl lim f ( , ) l
λ

ξ η ∆
→ =∪ →∞

= ∑∫ .   (1.2) 

Якщо границя (1.2) існує, то функція )у,х(f  називається інтег-

рованою на кривій АВ
∪

, сама крива АВ
∪

 - контуром інтегрування, А - 

початковою, а В - кінцевою точками інтегрування. 
Фізичний зміст. Якщо вздовж неоднорідної матеріальної кривої 

АВ розподілено масу т з лінійною густиною )y,x(γ , то 
n

i i i
0 i 1n АВ

m lim ( , ) l ( x, y )dl
λ

γ ξ η ∆ γ
→ = ∪→∞

= =∑ ∫ , 

тобто з фізичної точки зору криволінійний інтеграл першого роду від 
невід'ємної функції вздовж деякої кривої дорівнює масі цієї кривої. 

Геометричний зміст. При 0)у,х(f ≥  криволінійний інтеграл 

чисельно дорівнює площі частини циліндричної поверхні, твірні якої 
мають довжину )у,х(f  і паралельні вісі Оz , а напрямна збігається з 

кривою АВ
∪

 на площині Oxy. 

Якщо АВ - не крива, а відрізок [ ]а;b ,( a b )< , що лежить на вісі 

Ох, то i if ( х,у ) f ( x,0 ) f ( x ), l xD D= = =  і криволінійний інтеграл 

першого роду стає звичайним визначеним інтегралом. 
Якщо покласти 1)у,х(f ≡ , то площа циліндричної поверхні 

чисельно дорівнюватиме довжині дуги АВ
∪

, тому довжину L дуги АВ
∪

 

можна знайти за формулою 

АВ

L dl
∪

= ∫ . 

Обчислення криволінійних інтегралів першого роду. Нехай кри-

ва АВ
∪

 задана рівняннями ),t(yy),t(xx ==  де [ ]βα ;t ∈ . Значення α  

відповідає точці А, а значення β  - точці В. Вважатимемо, що функції 

)t(x  і )t(y  разом з похідними )t('x і )t('y  неперервні на відрізку 

[ ]βα , , а функція )у,х(f  неперервна вздовж кривої АВ
∪

. Для довільної 



 
 

 

  

точки ))t(y);t(x(М  кривої АВ
∪

 довжину дуги l можна розглядати як 

функцію параметра )t(ll:t = , тоді ∫ +=
t

0

22 d))('y())('x(l τττ . 

Звідси, згідно з правилом диференціювання визначеного інтегра-

ла по верхній межі, маємо dt))t('y())t('x(dl 22 += . 

Отже, 2 2

АВ

f ( x, y )dl f ( x( t ), y( t )) ( x'( t )) ( y'( t )) dt
β

α∪
= +∫ ∫ .      (1.3) 

Зокрема, якщо крива АВ
∪

 в прямокутних координатах задана 

рівнянням bxa),x(yy ≤≤= , де функція )x(y  неперервна разом із 

своєю похідною )x('y  на відрізку [ ]b;a , то формула (1.3) набирає 

вигляду 
b

2

a
АВ

f ( x, y )dl f ( x, y( x )) 1 ( y'( x )) dx
∪

= +∫ ∫ .               (1.4) 

Якщо крива АВ
∪

 задається рівнянням dyc),y(xx ≤≤=  і функ-

ції )y(x  і )y('x неперервні на відрізку [ ]d;c , то 
d

2

c
АВ

f ( x, y )dl f ( x( y ), y ) 1 ( x'( y )) dy
∪

= +∫ ∫ .               (1.5) 

Досі ми вважали, що криволінійний інтеграл першого роду роз-

глядається для плоскої кривої АВ
∪

. Знайдені результати легко перенес-

ти на випадок просторових кривих. 
Нехай функція )z,y,x(f  визначена та неперервна на просторо-

вій кривій АВ
∪

, яку задано рівняннями: 

βα ≤≤=== t),t(zz),t(yy),t(xx , де функції )t(z),t(y),t(x  та 

)t('z),t('y),t('x  неперервні на відрізку [ ]βα ; . Тоді існує криволіній-

ний інтеграл 

АВ

f ( x, y,z )dl
∪
∫  і справджується формула: 



                                             
 

 

  

2 2 2

АВ

f ( x, y,z )dl f ( x( t ), y( t ),z( t )) ( x'( t )) ( y'( t )) ( z'( t )) dt
β

α∪
= + +∫ ∫ .(1.6) 

Застосування криволінійного інтеграла першого роду. 
В геометрії. Нехай у площині Оху задано кусково-гладку криву 

АВ
∪

 замкнену чи незамкнену і на цій кривій визначено неперервну фу-

нкцію )у,х(f , тоді: 

а) площу S циліндричної поверхні, визначеної функцією 
)y,x(fz = , знаходять за формулою 

АВ

S f ( x, y )dl
∪

= ∫ .   (1.7) 

Приклад. Обчислити 2 2

АВ

( x 2y )dl
∪

+∫ , де АВ
∪

 відрізок прямої від 

точки 0 1А( ; )  до точки 1 0В( ; ) . 

Розв’язання. Знайдемо рівняння прямої: 1y x= − . За формулою 

(1.4) обчислимо 
1 1

2 2 2 2 2

0 0

( x 2(1 x ) ) 1 ( 1) dx 2 ( x 2 4x 2x )dx+ − + − = + − + =∫ ∫  

1
2 3 2

0

12 3 4 2 2 3 3 4 2 2 2 1 2 2 20( x x )dx ( x / x / x ) ( )= − + = − + = − + =∫ . 

Отже, площа циліндричної поверхні, визначеної еліптичним 

параболоїдом 2 22z x y= + , вздовж відрізка прямої 1y x= −  дорівнює 

2 . 

б) довжину L кривої АВ
∪

 визначають за формулою 

АВ

L dl
∪

= ∫ .    (1.8) 

Приклад. Обчислити довжину першого витка гвинтової лінії: 
x acos t= ; y a sint= ; z at= , 0a > . 

Розв’язання. Щоб пройти перший виток параметр [ ]0 2t , π∈ . 

Скористаємося формулою (1.6), поклавши 1f ( x, y,z )= . Тут: 
'
tx a sint= − ; '

ty acos t= ; '
tz a= .  



 
 

 

  

Отже, 
2

2 2 2

0

L ( a sint ) ( acos t ) a dt
π

= − + + =∫  

2 2
2 2 2 2

0 0

22 2 2 20a (sin t cos t ) a dt a dt a t a
π π π= + + = = =∫ ∫ . 

В механіці. Нехай вздовж неоднорідної матеріальної кривої L 
розподілено масу з лінійною густиною )y,x(γ , тоді: 

а)  маса кривої L обчислюється за формулою 

∫=
L

dl)y,x(m γ ;   (1.9) 

б)  координати xc, yc центра маси кривої L знаходяться за форму-
лами: 

m

M

dl)y,x(

dl)y,x(x

x
y

L

L
c =

∫

∫
=

γ

γ
, 

m

M

dl)y,x(

dl)y,x(y

y x

L

L
c =

∫

∫
=

γ

γ
, (1.10) 

де  Mx, My — статичні моменти кривої L відносно вісей Ox і Оу; 
Приклад. Знайти координати центра маси півкола однорідної 

щільності 0( x, y )γ γ=  радіуса 2R = . 

Розв’язання. Рівняння кола 2 2 4x y+ =  залишимо у парамет-

ричній формі: 2x cos t= ; 2y sin t= ; [ ]0t ;π∈ . Скористаємося фор-

мулами (1.9) і (1.10). Оскільки дуга симетрична відносно вісі Оу  то 

0сх = . 

2 2 2 2 2 2
0 0

0 0

2 2' '
t tm  ( x ) ( y ) a dt ( sint ) ( cos t ) a dt

π π
γ γ= + + = − + + =∫ ∫  

0 0
0

2 2 dt
π

γ πγ= =∫ . 

c xy M / m= . 0 0 0 0
0 0

2 2 40xM  y dl sin tdt ( cos t )
π π πγ γ γ γ= = = − =∫ ∫ . 

0 04 2 2су /( ) /γ πγ π= = . Отже, координати центра маси півкола: 

0 2( ; / )π . 

в) моменти інерції  Іх, Іу, I0 кривої відносно вісей Ох, Оу і початку 
координат відповідно дорівнюють: 

∫=
L

2
x dl)y,x(yI γ ; ∫=

L

2
y dl)y,x(xI γ ; ∫ +=

L

22
o dl)y,x()yx(I γ .  (1.11) 



                                             
 

 

  

Визначення статичних моментів і моментів інерції тіла були дані 
у попередніх лекціях. 

У випадку, коли крива однорідна, тобто має сталу густину oγ , у 

формулах (1.9)-(1.11) слід вважати o)y,x( γγ = . 

Приклад. Знайти момент інерції Іх відносно вісі Ох однорідної 
)1( о =γ  дуги кола x=2cost, y=2sint, яка міститься в першій чверті. 

Розв’язання. Скориставшись першою з формул (1.11), маємо 

∫ ∫ =−=+∫ ==
2

0

2

0

222

L

2
x 2dt

2

t2cos1
8dttcos4tsin4tsin4dlyI

π π

π . 

 
 

Криволінійний інтеграла другого роду. Криволінійний інтеграл 
другого роду визначається майже так само, як інтеграл першого роду. 

Нехай у площині Оху задано гладку чи кусково-гладку криву АВ
∪

 і на 

цій кривій визначено обмежену і неперервну функцію Р(х, у). На відмі-
ну від інтегралів першого роду вважатимемо криву напрямною лінією, у 
якої точки А та В є відповідно початковою та кінцевою точками. Розі-

б'ємо криву АВ
∪

 точками А=А0,А1,А2,...,Аі-1,Аі,...,Аn=В на n довіль-

них частин, на кожній частинній дузі Аі-1Аі виберемо точку 
);(M iii ηξ  і складемо суму 

∑
=

n

1i
iii x),(P ∆ηξ ,   (1.12) 

де ix∆  - проекція вектора i1i AA −  на вісь Ох ( рис.1.2).  
 

iy∆

ix∆

 
 

 

Рис. 1.2 



 
 

 

  

Відмінність сум (1.1) і (1.12) очевидна. 
Якщо при imax l 0, 1 i n= → ≤ ≤l D  інтегральні суми (1.12) 

мають скінчену границю, яка не залежить ні від розбиття кривої АВ
∪

, ні 

від вибору точок Мі, то цю границю називають криволінійним інтег-

ралом від функції Р(х,у) по координаті х вздовж кривої АВ
∪

 і позна-

чають ∫
AB

dx)y,x(P . Таким чином, 

0 1

n

i i i
inАВ

P( x, y )dx lim P( , ) x
λ

ξ η ∆
→ =∪ →∞

= ∑∫ .  (1.12) 

Аналогічно вводиться криволінійний інтеграл від обмеженої і 
неперервної функції Q(х,у) по координаті y: 

0 1

n

i i i
inАВ

Q( x,y )dy lim Q( , ) y
λ

ξ η ∆
→ =∪ →∞

= ∑∫ ,   (1.13) 

де iy∆  - проекція вектора i1i AA −  на вісь Оу (рис. 1.2). Суму 

АВ АВ

P( x, y )dx Q( x, y )dy
∪ ∪

+∫ ∫  

називають криволінійним інтегралом другого роду (по координатах) 
або криволінійним інтегралом другого роду від функцій Р і Q по кри-

вій АВ
∪

 і позначають символом 

АВ

P( x, y )dx Q( x, y )dy
∪

+∫ .   (1.14) 

Функції Р(х,у) і Q(х,у) іноді позначатимемо через Р і Q, а кри-
волінійний інтеграл записуватимемо у вигляді ∫ +

AB
QdyPdx . 

Фізична інтерпретація криволінійного інтеграла другого роду. 
Розглянемо задачу про роботу змінної сили на криволінійному шля-
ху. Нехай матеріальна точка М(х;у) під дією змінної сили 

F Pi Q j= +
ur r r

, де i
r

 та j  - орти; Р=Р(х,у), та Q=Q(x,y) - проекції сили 

на вісі Ох та Оу, рухається на площині Оxу вздовж кривої ВС
∪

. Треба 

обчислити роботу А сили F  при переміщенні точки М з точки В в точ-
ку С (рис. 1.3). 
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Рис. 1.3 
 

Розіб'ємо криву ВС
∪

 точками B=B0,B1,...,Bi-1,Bi,...,Bn=C на п 

частин і на кожній окремій дузі 
1i iВ B−

∪  візьмемо довільну точку 

i i iM ( ; )ξ η , де 1i ,n= . На цю точку діє сила iF( M ) P i Q j= +
ur r r

. Робо-

ту iA∆ , яку виконує ця сила при переміщенні точки по вектору 

i 1 i i iB B x i y jD D− = +
uuuuuur r r

, можна знайти за допомогою скалярного добутку 

iiiiiii1iii y),(Qx),(PBB)M(FA ∆ηξ∆ηξ∆ +=⋅= − . 

Ця робота наближено дорівнює роботі змінної сили F  при пере-

міщенні матеріальної точки по дузі 
1i iВ B−

∪  довжиною il∆ . 

Робота сили вздовж усієї ламаної B0,B1,...,Bi-1,Bi,...,Bn дорівнює  

∑ ∑+=
= =

n

1i

n

1i
iiiiiin y),(Qx),(PA ∆ηξ∆ηξ . 

Цей вираз дає наближене значення шуканої роботи А. Перей-
шовши до границі при imax l 0, 1 i nl D= → ≤ ≤ , знайдемо точне її 

значення: 

0 1 1

n n

i i i i i i
i in ВС

A lim P( , ) x Q( , ) y Pdx Qdy
λ

ξ η ∆ ξ η ∆
→ = = ∪→∞

 = + = + 
 
∑ ∑ ∫ .    (1.15) 

Отже, з погляду фізики криволінійний інтеграл другого роду 
вздовж деякої кривої дорівнює роботі змінної сили при переміщенні 
матеріальної точки вздовж цієї кривої. 

Обчислення криволінійного інтеграла другого роду. Зведемо 
криволінійний інтеграл другого роду до визначеного інтеграла. Нехай 



 
 

 

  

крива ВС
∪

 задана параметричними рівняннями x=x(t), y=y(t), 

β≤≤ tx , де функції х (t) та у (t) на відрізку [ ]βα ;  неперервні ра-

зом із своїми похідними х' (t) та у' (t), причому точці В кривої відпо-
відає параметр α , а точці С - параметр β . 

Тоді, 

ВС

P( x, y )dx P( x( t ), y( t ))x'( t )dt
β

α∪
=∫ ∫ .    

Аналогічно, 

ВС

Q( x, y )dy Q( x( t ), y( t ))y'( t )dt
β

α∪
=∫ ∫ .   

Отже, 

ВС

Pdx Qdy [ P( x( t ), y( t ))x'( t ) Q( x( t ), y( t ))y'( t)]dt
β

α∪
+ = +∫ ∫ .  (1.16) 

Якщо крива ВС
∪

 задана рівнянням у= у(х), bxa ≤≤ , де фу-

нкція у(х) і її похідна у'(х) неперервні на проміжку [а;b] , то з фор-
мули (1.16) дістанемо 

b

a
ВС

Pdx Qdy ( P( x, y( x )) Q( x, y( x ))y'( x ))dx
∪

+ = +∫ ∫ .   (1.17) 

Якщо крива АВ задана рівнянням х= х(у), dус ≤≤ , причо-

му функції х(у) та х'(у) неперервні на проміжку [с;d] , то з формули 
(1.16) дістанемо 

d

c
ВС

Pdx Qdy [ P( x( y ), y )x'( y ) Q( x( y ),( y )]dy
∪

+ = +∫ ∫ .   (1.18) 

Поняття криволінійного інтеграла другого роду можна поши-
рити й на просторові криві. Нехай функції Р(х,у,z), Q(х,у,z), R(х,у,z) 

визначені і неперервні на просторовій кривій ВС
∪

, яку задано фун-

кціями: x=x(t), y=y(t), z=z(t), які із своїми похідними х'(t), у'(t), z'(t) 
неперервні на проміжку [ ];a b . Тоді існує криволінійний інтеграл 

ВС

А P( x, y,z )dx Q( x, y,z )dy R( x, y,z )dz
∪

= + +∫ , 

який обчислюємо за формулою: 



                                             
 

 

  

[

]

А P( x( t ), y( t ),z( t ))x'( t ) Q( x( t ), y( t )z( t ))y'( t )

R( x( t ), y( t ),z( t ))z'( t ) dt.

= + +

+

∫
b

a              (1.19) 

Формули (1.16)-(1.19) використовуються для обчислення кри-
волінійних інтегралів другого роду. З цих формул випливає, що кри-
волінійний інтеграл другого роду має властивості, аналогічні власти-
востям визначеного інтеграла. 

На відміну від криволінійного інтеграла першого роду криволі-
нійний інтеграл другого роду залежить від напряму шляху інтегру-
вання і при зміні його на протилежний він теж змінює свій знак 
на протилежний. 

Часто доводиться розглядати криволінійні інтеграли по за-
мкненому контуру, тобто контуру інтегрування, в якому початкова та 
кінцева точки збігаються (мова йде про замкнені контури без точок 
самоперетину). 

Для замкненого контуру існує лише два напрями обходу: 
проти стрілки годинника (додатна орієнтація контуру) та за стріл-
кою годинника (від'ємна орієнтація контуру). Іншими словами, кон-
тур вважається позитивно орієнтованим, якщо при його обході об-
ласть, обмежена цим контуром, залишається зліва. Криволінійний 
інтеграл по позитивно орієнтованому контуру L позначають так: 

L

P( x, y )dx Q( x,y )dy+∫С . 

 

Застосування криволінійного інтеграла другого роду 
Обчислення площі плоскої фігури. Нехай на площині  задана 

правильна область D: { }bxa),x(yy)x(y 21 ≤≤≤≤   (рис. 1.4). 
 
 

 
 
 

Рис. 1.4 
 

Межу області D, тобто криву PNQM, позначимо через L і вважа-
тимемо позитивно орієнтованою. Розглянемо інтеграл - ydx∫С  і зведемо 



 
 

 

  

його до визначених інтегралів: 
b b

2 1
L MQN NPM NPM MQN a a

ydx ydx ydx ydx ydx y ( x )dx y ( x )dx S
 

− = − − = − = − = 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫С , 

де S — площа області D. 
Отже, площу S правильної області D, обмеженої кривою L, 

знаходять за формулою 
L

S ydx= −∫С .                 (1.20) 

Аналогічно можна довести, що 
L

S xdy= ∫С .              (1.21) 

Додаючи формули (1.20) і (1.21) , дістаємо ще одну формулу 

для обчислення площі 
L

1
S xdy ydx

2
= −∫С .               

Приклад.  Знайти площу області, обмеженої еліпсом 
x a cos t, y a sin t= = 0 2,  t π≤ ≤ . 

Розв’язання. За формулою (1.22) 
2

L 0

2 2
2 2

0 0

1 1
S xdy ydx ( acos t bcost b sint a sint )dt

2 2

ab ab
(cos t sin t )dt dt ab.

2 2

p

p p

p

= − = ⋅ + ⋅ =

= + = =

∫ ∫

∫ ∫

С
 

Обчислення роботи. Роботу А сили F P( x,y ) i Q( x,y ) j= +
ur r r

, 

яка переміщає матеріальну точку вздовж кривої L, обчислюємо за 
формулою (1.15). 

Приклад. Знайти роботу сили F yx i ( y x ) j= + +
ur r r

 при перемі-

щенні матеріальної точки по прямій y = x від точки О(0;0) у точку 
В(1;1). 

Розв’язання. Запишемо рівняння прямої, яка проходить через 
дані точки: y x= ; dy dx= . Межа інтегрування: [ ]0 1x ;∈ . Обчислює-

мо роботу: 
1

2

OB 0

A yxdx ( y x )dy ( x dx ( x x )dx )= + + = + + =∫ ∫  

( )
1 1

2 3 2

00

( x 2x )dx x / 3 2x / 2 4 / 3.= + = + =∫  

 
 

Інтегрування диференціальних рівнянь вигляду:  



                                             
 

 

  

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0.   (1.22) 
Нехай в деякій однозв'язній області D функції P(x,y) і Q(х,у) 

та їхні частинні похідні 
P

y

∂
∂

 і 
Q

x

∂
∂

 неперервні, причому 
P Q

y x

∂ ∂=
∂ ∂

, 

тоді диференціальне рівняння (1.22) має назву диференціального рів-
няння у повних диференціалах. Загальний інтеграл цього рівняння 
и(х,у)=С можна знайти за формулою: 

0 0

yx

0
x y

u( x, y ) P( x, y )dx Q( x, y )dy C= + +∫ ∫ , (1.23) 

де перший визначений інтеграл обчислюється при сталому значенні 
у=у0, а другий - при сталому значенні х. 

Або 
0 0

yx

0
x y

u( x, y ) P( x, y )dx Q( x , y )dy C= + +∫ ∫ ,             (1.24) 

Де перший визначений інтеграл обчислюється при сталому значенні 
у , а другий – при сталому значенні 0x x= . 

Початкову точку (х0;у0) в цих формулах треба вибирати так, щоб 
підінтегральні вирази якомога спрощувались. 

Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння 

( ) ( )21 1 2 0/ x / y dx / y x / y dy+ + − =
. 

Переконаємося, що це диференціальне рівняння у повних дифе-
ренціалах.  

Розв’язання. Тут: 1 1p( x, y ) / x / y= + ; 
22Q( x,y ) / y x / y= − . 

Знайдемо їх частинні похідні 
2 2

P 1 Q 1
,

y xy y

∂ ∂= − = −
∂ ∂

. Вони рівні між 

собою. Отже, даний вираз є повним диференціалом деякої функції 
и(х,у). Для її знаходження скористаємося формулою (1.23). Координа-
ти (х0,у0) – довільної початкової точки візьмемо рівними: 0 1x = ; 

0 1y = , (не можна брати х0=0, у0=0, бо в точці (0;0) функції Р(х,у) та 

Q(x,y) не визначені). Отже, маємо 

( ) ( ) ( ) ( )

yx

1 1

yx
2 x y

1 1
1 1

1

u( x, y ) P( x,1)dx Q( x, y )dy C

1/ x 1 dx 2 / y x / y dy C 1n x x 2ln y x / y C

1n x х ln1 1 21n y x / y 2ln1 x C ln x 2ln y x / y C ,

= + + =

= + + − + = + + + + =

= + − − + + − − + = + + +

∫ ∫

∫ ∫

де С1 = С - 1 – довільна стала. 



 
 

 

  

Формула Гріна. Формула Гріна зв'язує подвійний інтеграл по 
області D з криволінійним інтегралом по межі L цієї області. Вона ши-
роко застосовується у математичному аналізі: 

( )
D L

Q / x P / y dxdy Pdx Qdy∂ ∂ − ∂ ∂ = +∫∫ ∫С .  (1.25) 

Тут D - деяка однозв’язна область, обмежена замкненим конту-
ром L, а функції Р(х,у) і Q(х,у) неперервні разом із своїми частинни-
ми похідними P / y∂ ∂  і Q / x∂ ∂  в цій області. 

З  формули  (1.25) легко  дістати формули для обчислення 
площі плоскої фігури: якщо у цю формулу підставити Р=–у, Q=0, 
то дістанемо формулу (1.20); якщо Р=0, Q=х - формулу (1.21). 

Приклад. Обчислити безпосередньо і за формулою (1.25)  кри-
волінійний інтеграл 

L

I ( x 2y )dx ( x y )dy= − + +∫С , 

де L – коло х2+у2=R2. 
Розв’язання. Скористаємось параметричними рівняннями кола: 

π2t0,tsinRy,tcosRx ≤≤== . 

Тоді dx = -R sint dt,   dy = R cost dt, тому 

( )
2

0

2 2
2 2 2 2

0 0

I ( Rcos t 2R sin t )( R sint ) ( R cos t R sin t )R cos t dt

1
R (1 sin t )dt R (1 (1 cos 2t ))dt 3 R .

2

p

p p

p

= − − + + =

= + = + − =

∫

∫ ∫

 

За формулою Гріна: 

2

2 2 1

3 3
D D

P Q
P x y, Q x y, , ;

y x
Q P

I dxdy dxdy R .
x y

π

∂ ∂= − = + = − =
∂ ∂

 ∂ ∂= − = = ∂ ∂ 
∫∫ ∫∫

 

Площа кола 2Rπ , це 
D

dxdy∫∫ . Маємо такий самий результат.  

Умови незалежності криволінійного інтеграла від шляху інтег-
рування. Значення криволінійного інтеграла може залежати від того, 
якою саме кривою сполучено крайні точки шляху інтегрування, а мо-
же і не залежати. Сформульована нижче теорема відбиває ті умови, за 
яких існує така незалежність. 

Теорема. Нехай функції P( x, y ) і Q( x, y ) визначені і непере-

рвні разом із своїми частинними похідними р / у∂ ∂  і Q / x∂ ∂  в деякій 

замкненій однов’язній області D . Тоді наступні чотири умови еквіва-
лентні (виконання якої-небудь однієї з них тягне за собою виконання 



                                             
 

 

  

останніх трьох): 
1) для довільної замкненої Кусково-гладкої кривої, що належить 
області D , 

L

Pdx Qdy 0+ =∫С ; 

2) для довільних точок М  та N  області D  значення інтеграла 

L

Pdx Qdy+∫С  не залежить від форми шляху інтегрування, який 

лежить в області D ; 
3) вираз Pdx Qdy+  є повним диференціалом деякої функції, визна-

ченої в області D ; 
4) в усіх точках області D  виконується рівність частинних похід-
них Р / у Q / x∂ ∂ = ∂ ∂ . 

Доводити цю теорему не будемо, а розглянемо приклад. 

Приклад. Обчислити 2 2J y dx xydy= ∫ +  від точки 0 0А( , )  до 

точки 1 1В( , )  по лінії АВ : а) у х= ; б) 2у х= ; в) у х= . 

Розв’язання: а) підставимо у J  замість у змінну х  і замість dy  

величину dx , тому що у х= . Маємо: 
1 1

2 2 2 3

0 0

12 3 3 3 10J  x dx x dx  x dx x /= + = = =∫ ∫ ; 

б) підставимо у J  замість у  величину 2х  і замість 2dy xdx= , 

тому що 2у х= . Маємо: 
1 1

4 2 4 4

0 0

14 5 5 5 10J  x dx хx хdx  x dx x /= + = = =∫ ∫ ; 

в) підставимо у J  замість у  величину х  і замість 
2

dx
dy

x
= . 

Маємо: 
1 1

2

0 0

12 2 102

dx
J  xdx x x  хdx x

x
= + ⋅ ⋅ = = =∫ ∫ . 

Отже, тут всі три відповіді однакові. Перевіримо, якій з умов 
теореми відповідає даний інтеграл. Він задовольняє другій умові. Пе-

ревіримо четверту умову. Тут: 2P( x, y ) y= ; 2Q( x,y ) xy= ; 

2P / y y∂ ∂ = ; 2Q / x y∂ ∂ = . Отже, виконується і четверта умова. 


