
 Лекція . Обчислення подвійного інтеграла 

Обчислення подвійного інтеграла в прямокутній області 

Обчислення подвійного інтеграла як границі інтегральних сум пов’язано з пев-
ними труднощами. Тому обчислення подвійного інтеграла зводять до послідов-
ного обчислення двох визначених інтегралів. Розглянемо спочатку прямокутну 
область. 

Нехай D  –– замкнений прямокутник, сторони якого паралельні осям коор-
динат: 

 ( ; ) ,D x y a x b c y d     . 

Нехай функція ( , )f x y  неперервна в області D . Зафіксуємо змінну 

 ;x a b , тоді функція ( , )f x y  є неперервною функцією однієї змінної y . Тобто 

існує ( ) ( , )

d

c

F x f x y dy   –– інтеграл, що залежить від параметра x . 

Доведемо наступну теорему. 

Теорема  Якщо функція ( , )f x y  неперервна в обмеженій замкне-

ній області D , то інтеграл ( ) ( , )

d

c

F x f x y dy  , що за-

лежить від параметра x , неперервний на відрізку  ;a b . 

  Нехай  ;x a b ,  ;x x a b   . Розглянемо модуль приросту функції 

( )F x : 

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) .

d d

c c

d

c

F x F x x F x f x x y dy f x y dy

f x x y f x y dy

         

   

 



 

Оскільки ( , )f x y  –– неперервна функція, то  

0 0 : ( , ) ( , )x f x x y f x y
d c d c

 
           

 
. 

Застосувавши останню оцінку,  маємо 

( ) ( , ) ( , ) .

d d

c c

F x f x x y f x y dy dy
d c


       

   

Отже, ( ) 0F x   при 0x  , а це означає, що функція ( )F x  непере-

рвна.  
З неперервності функції ( )F x  випливає, що її можна інтегрувати на відріз-

ку  ;a b : 

 ( ) ( , ) ( , )

b b d b d

a a c a c

F x dx f x y dy dx dx f x y dy
        

     . (2.1) 
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Аналогічно, розглядається неперервна функція ( ) ( , )

b

a

y f x y dx    змінної 

y  і відповідний інтеграл  

 ( ) ( , ) ( , )

d d b d b

c c a c a

y dy f x y dx dy dy f x y dx
         

     . (2.2)  

Інтеграли в правих частинах рівностей (2.1) та (2.2) називають повторними 
інтегралами. Справедлива теорема про зведення подвійного інтеграла до по-
вторного. 

Теорема  Нехай функція ( , )f x y  неперервна в замкненому прямокут-

нику  ( ; ) ,D x y a x b c y d     . Тоді справедлива 

рівність 

( , ) ( , ) ( , ) .

b d d b

D a c c a

f x y dxdy dx f x y dy dy f x y dx       (2.3)  

  Розглянемо розбиття сторін прямокутника D : 
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 Рис. 2.1 

Площа прямокутника  1 1( ; ) ,ij i i j jD x y x x x y y y       (рис. 

2.1) дорівнює i jx y  . Тоді повторний інтеграл (2.1) можна записати у вигляді 

1 1
1 1

( , ) ( , ) .
ji

i j

yb d xm n

i ja c x y

dx f x y dy dx f x y dy

 
 

       

Застосуємо до інтеграла 

1

( , )
j

j

y

y

f x y dy



  теорему про середнє для визначеного 

інтеграла: 1( ; )j j jy y   

1

( , ) ( , )
j

j

y

j j

y

f x y dy f x y



   . 

Одержимо 

x

y
ijD

ix

jy
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Ще раз застосуємо теорему про середнє: 

1

1( , ) ( , ) , .
i

i

x

j i j i i i i

x

f x dx f x x x



         

Підставляємо одержану рівність у вираз для повторного інтеграла, маємо 

1 1

( , ) ( , )

b d m n

i j i j
i ja c

dx f x y dy f x y
 

      . 

Права частина останньої рівності є інтегральною сумою для подвійного ін-
теграла, функція ( , )f x y  інтегровна на D , тому при переході до границі при 

max 0,max 0i jx y     одержимо співвідношення 

( , ) ( , )

b d

a c D

dx f x y dy f x y dxdy   . 

Аналогічно доводиться рівність для повторного інтеграла (2.1).   

Зауваження  Якщо підінтегральну функцію можна подати у вигля-
ді добутку функцій, кожна з яких залежить тільки від 
однієї змінної: 1 2( , ) ( ) ( )f x y f x f y , то подвійний інте-

грал ( , ) ( , )

b d

D a c

f x y dxdy dx f x y dy    є добутком 

двох незалежних визначених інтегралів: 

1 2( , ) ( ) ( )

b d

D a c

f x y dxdy f x dx f y dy    . 

 

Приклад  
Обчислити подвійний інтеграл 

2

2 ,
1

D

x
dxdy

y  

0 1, 0 1.x y     

Побудуємо область інтегрування  0 1, 0 1D x y      (рис. 2.2). 
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Рис. 2.2 
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Приклад  Обчислити інтеграл 2 3(6 8 )
D

I x y xy dxdy  , де 

 1 2, 3 4D x y      двома способами. 

1) Спочатку подвійний інтеграл зведемо до повторного виду (2.1) і об-
числимо внутрішній інтеграл по y  в припущенні, що x  стала. Маємо  

     

2 4

2 3 2 3

1 3

2 2
4 22 2 4 2 3 2
3 1

1 1

(6 8 ) (6 8 )

3 2 21 350 7 175 574.

D

y

y

I x y xy dxdy x y xy dy dx

x y xy dx x x dx x x




         

      

  

 

 
2) Скориставшись повторним інтегралом виду (2.2), одержимо 

     

4 2

2 3 2 3

3 1

4 4
2 4

3 2 3 3 2 4

1 3
3 3

(6 8 ) (6 8 )

2 4 14 12 7 3 574.

D

x

x

I x y xy dxdy x y xy dx dy

x y x y dy y y dx y y




           

      

  

  

  

 Обчислення подвійного інтеграла в криволінійній області  

Нехай область D  обмежена двома неперервними кривими 1( )y x   та 

2( )y x   і вертикальними відрізками x a  та x b  (рис. 2.3): 

  1 2( , ) , ( ) ( )D x y a x b x y x       . 

 
     Рис. 2.3 

Якщо довільна пряма, яка проходить через внутрішню точку області D  
паралельно осі Oy  перетинає межу області не більше, ніж в двох точках, то об-

ласть  D  називають правильною в напрямі осі Oy . Точку P  називають точкою 
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входу в область D , а точку Q  –– точкою виходу з області  D . Тоді справедли-

ва формула  

 
2

1

( )

( )

( , ) ( , ) .

b x

D a x

f x y dxdy dx f x y dy





    (2.4) 

Спочатку інтегруємо функцію ( , )f x y  за змінною y  від 1( )x  до 2( )x , 

вважаючи x  сталою, а потім результат інтегруємо за змінною  x  на відрізку 
 ;a b .  

Аналогічно, якщо  1 2( ; ) , ( ) ( )D x y c y d y x y         правильна в 

напрямі осі Ox  (рис. 2.4), то  

 
2

1

( )

( )

( , ) ( , ) .

d y

D c y

f x y dxdy dy f x y dx





    (2.5) 

 
Рис. 2.4 

Наведемо геометричне доведення формул (2.4), (2.5). 
Нехай область інтегрування  1 2( , ) , ( ) ( )D x y a x b x y x       . 

Функція ( , )z f x y , ( , ) 0f x y   неперервна в області D . Розглянемо цилінд-

ричне тіло, обмежене зверху поверхнею ( , )z f x y , знизу –– областю D  пло-

щини Oxy , з боків –– циліндричною поверхнею, твірні якої паралельні осі Oz . 

Перетнемо дане циліндричне тіло площиною  constx a x b   . В перері-

зі одержимо криволінійну трапецію PQMN  (рис. 2.5), площа якої дорівнює ви-

значеному інтегралу від функції ( , )f x y , як функції однієї змінної y .  

 
Рис. 2.5 

При цьому y  змінюється від ординати 1( )x  точки P  (точки входу в об-

ласть D )  до ординати 2( )x  точки Q  (точки виходу з області D ). Тобто площа 
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a bconstx 
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плоского перерізу циліндричного тіла як функція положення січної площини  
constx   дорівнює 

2

1

( )

( )

( ) ( , )

x

x

S x f x y dy





  . 

Об’єм всього тіла буде дорівнювати інтегралу від площі ( )S x  за змінною 

x  на відрізку  ;a b  . Таким чином, 
2

1

( )

( )

( , ) ( ) ( , ) .

b b x

D a a x

f x y dxdy S x dx dx f x y dy





      

Одержали формулу (2.4). 
Аналогічно, перетинаючи циліндричне тіло з основою 
 1 2( ; ) , ( ) ( )D x y c y d y x y       , правильною в напрямі осі Ox , 

площинами consty  , прийдемо до формули (2.5).  

Праві частини формул (2.4) і (2.5) називають інтегралами з різним поряд-
ком інтегрування. 

Зауваження .  1) Якщо область D  не є правильною ні в напрямі осі 
Ox , ні в напрямі осі Oy , то таку область розбивають 

на скінченну кількість правильних областей, тому по-
двійний інтеграл завжди можна звести до повторних. 
2) Якщо область D  правильна в обох напрямах, то 
інтеграл можна обчислювати і за формулою (2.4), і за 
формулою (2.5). Результати обчислень однакові. Для 
кожної задачі в залежності від області D  і підінтегра-
льної функції ( , )f x y  потрібно обирати той порядок 

інтегрування, який приводить до простіших обчис-
лень. 

 
Приклад  Обчислити інтеграл 612 xy

D

I ye dxdy  , де 

 1 1
, ln 3 ln 4

6 3
D x y      двома способами. 

Область інтегрування D  є правильною в напрямі обох осей (рис. 2.6). 

  
Рис. 2.6 

Запишемо повторний інтеграл, вибираючи зовнішнє інтегрування за змін-
ною y . 
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Інтегрування у разі вибору зовнішньої змінної x  спочатку призвело б до 
інтегрування частинами у внутрішньому інтегралі, а потім, до необхідності ін-

тегрування інтегральної експоненти Ei
xe

x dx
x

  , яка, як відомо, не виража-

ється через елементарні функції. Отже, вибір порядку інтегрування залежить не 
тільки від форми області інтегрування, а і від підінтегральної функції.  

Приклад  Обчислити інтеграл 2

D

I xy dxdy  , якщо область D  

обмежена лініями 2 , 1y x x  . 

Область  D , обмежена параболою 2y x  і прямою 1x   (рис. 2.7), є 

правильною в напрямі осі Oy . 

 
Рис. 2.7 

Тому D  обмежена зліва прямою 0x  , справа  – прямою 1x  , знизу – 
параболою y x  , а зверху – параболою y x , отже,  

 0 1,D x x y x      . Маємо 
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Область D  є також правильною в напрямі осі Ox , тому її можна записати 

у вигляді  21 1, 1D y y x      . Обчислимо інтеграл, інтегруючи 

спочатку за змінною x : 

xO 1
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D
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y
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