
Обчислення потрійних інтегралів 

Знайти об'єм тіла, заданого поверхнями, що його обмежують: x2/9+y2/4+z2=1, 

x2+y2=2x, z=0,  

Розв'язання: Перша поверхня x2/9+y2/4+z2=1 - еліпсоїд з півосями a=3, b=2, c=1. 

Другу зведемо до канонічного вигляду x2+y2=2x, (x-1)2+y2=12 - коловий циліндр 

витягнутий вздовж осі Oz. 

Запишемо функції заданих поверхонь в тій площині, де шукатимемо об'єм тіла: 

 
Побудуємо тримірну модель тіла і його проекцію в декартову площину 

 
Об'єм тіла, що обмежене заданими поверхнями, знайдемо як різницю об'ємів 

півеліпсоїда і півцилідндра, який обмежений знизу півплощиною z=-1. При 

розставлянні меж будемо враховувати парність заданих функцій і результат 

помножимо на 2. 

Спершу знайдемо об'єм тіла, що обмежене півеліпсоїдом. 

Розставимо межі інтегрування в заданій області: 

 
та через подвійний інтеграл знайдемо об'єм півеліпсоїда 

згідно рекомендацій, для спрощення 

обчислень перейдемо до полярної системи координат (запишемо формули 

переходу та якобіан) 

Знайдемо об'єм півциліндра, що 



обмежений площиною z=-1. 

Поверхня обмежена наступними межами: 

 
Підставляємо їх в формулу об'єму тіла і розраховуємо 

Кінцевий об'єм 

обчислюємо як різницю між півеліпсоїдом і півциліндром: 

 
він рівний V=3Pi кубічних одиниць. 

ЗАВДАННЯ 10.7 Використовуючи потрійний інтеграл, обчислити об'єм тіла: де z=x2, 

x-2y+2=0, x+y=7, . Намалювати область інтегрування. 

Розв'язання: Забігаючи вперед, зобразимо тіло та його проекцію 

Це 

допоможе визначити межі інтегрування 

 

За допомогою потрійного інтегралу обчислюємо об'єм тіла, обмеженого поверхнями: 

 

Визначені інтеграли не важкі, після їх знаходжень маємо об'єм 32 одиниці кубічні. 

 

 

Приклад 10.5 Використовуючи потрійний інтеграл, обчислити об'єм тіла, 

обмеженого поверхнями:  

Намалювати область інтегрування. 

Розв'язання: Перш за все виконуємо побудову до умови, в крайньому випадку 



старайтеся схематично намалювати область інтегрування 

 
 

Далі записуємо межі інтегрування, враховуючи виконаний рисунок: 

 
Через потрійний інтеграл знаходимо об'єм тіла: 

 
Перетворення не складні і їх розберіть самостійно. 

Об'єм рівний 16 куб. од. 

 

Приклад 8.7 Розставити межі інтегрування в потрійному 

інтегралі , якщо область V обмежена вказаними поверхнями: 

V:  y=2x, y=1, ,x+y+z=3. 

Намалювати область інтегрування. 

Розв'язання: В площині Oxy рівняння прямих запишемо наступним чином: y=1, 

x=y/2, x=3-y. 

Рівняння площини в просторі запишемо у вигляді: z=3-y-x. 



Побудуємо просторовий рисунок тіла та його проекцію в декартову площину 

 
Як видно із рисунку область тіла D, що проектується на площину Oxy, розбивається 

на дві частини: D=D1+D2, тому межі інтегрування розставляємо наступним чином: 

 
На основі проведеного аналізу записуємо межі в потрійному інтегралі 

Уважно розберіть як зміняться межі, 

якщо інтегрувати за змінною y у внутрішньому інтегралі. Легко переконатися, що 

отримаємо суму із трьох потрійних інтегралів. 

.Приклад 9.6 Обчислити потрійні інтеграли:  де область 

інтегрування обмежена:  



Розв'язання: Область являє собою паралелепіпед, який зображено нижче 

 
Це значно спрощує інтегрування 
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