
ЗАВДАННЯ Змінити порядок інтегрування в подвійному інтегралі: 

 

Розв'язання: Побудуємо область інтегрування, яка обмежена кривими 

0≤x≤4, 3x2≤y≤12x, де 

y=3x2 - парабола з вершиною у точці O(0;0) і гілками вгору; 

y=12x - пряма, що проходить через точку O(0;0). 

Графік області інтегрування наведено далі. 

 

В цьому прикладі "ігрик" змінюється від нижньої кривої (параболи) до верхньої (прямої), в 

цей час "ікс" пробігає значення від 0 до 4. 

При зміні порядку інтегрування ми будемо пробігати значення від першої кривої по "іксу" 

(прямої) до другої (параболи), "ігрик" в цей час буде проходити значення від 0 до другої 

точки перетину заданих кривих. 

Звідси слідує, що для зміни порядку інтегрування потрібно знайти точки перетину кривих, 

далі для зміни меж потрібно перейти від y(x) до x(y) для цих самих меж. 

Виразимо задані функції y(x) через змінну y: 

y=3x2, звідси  (перед коренем взяли знак "+", оскільки x≥0), 

y=12x, звідси x=y/12. 

Їх точки перетину: y=3x2=12x, звідси 

 

Розставимо межі в заданій області: 

D: 0≤y≤48,  



Виконуємо зміну порядку інтегрування в інтегралі 

 

Ось і вся схема переходу від інтегрування по y,x до подвійного інтеграла по x,y. 

ЗАВДАННЯ Змінити порядок інтегрування: 

 

Розв'язання: Запишемо область інтегрування для заданого прикладу 

a/2≤x≤a, , де y=0 - вісь абсцис. 

Перетворимо верхню криву по y до канонічного вигляду 

y=√(2ax-x2), y2=2ax-x2, x2-2ax+a2+y2=a2, (x-a)2+y2=a2 - верхнє півколо з центром у 

точці O(a;0) і радіусом a. 

На рисунку наведемо область інтегрування 

 

Знайдемо запис функції через змінну y: 

(x-a)2+y2=a2, (x-a)2 =a2-y2, 

 

При зміні порядку інтегрування нашу область необхідно розбити на дві підобласті: 

D=D1+D2. 

Розставимо межі в кожній області: 

D1: 0≤y≤a√3/2, a/2≤x≤a; 



D2: a√3/2≤y≤a,  

Далі можемо змінити порядок інтегрування 

 

ЗАВДАННЯ Змінити порядок інтегрування: 

 

Розв'язання: Область інтегрування обмежена кривими 

0≤y≤1, , де x=y2/2 - парабола з вершиною в точці O(0;0) і гілками вправо, 

x=√(3-y2), x2=3-y2, x2+y2=(√3)2 - праве півколо з центром у точці O(0;0) і радіусом R=√3. 

Для зміни порядку інтегрування виразимо отримані функції через змінну x: 

x=y2/2, y2=2x, y=√(2x); x2=3-y2, y2=3-x2, y=√(3-x2). 

Знайдемо точки перетину графіків функцій: 

параболи з горизонтальною прямою 

 
параболи з правою частиною півкола (І чверть) 

 
Підставляємо y2 з другого рівняння системи рівнянь в перше x=1,5-0,5x2; 

При розв'язуванні отримаємо x=1. 

Виконуємо побудову та розбиття на потрібні підобласті інтегрування 



 
Для зміни порядку інтегрування нашу область розіб'ємо на три підобласті: 

D=D1+D2+D3. 

Розставимо межі в кожній області: 
D1: 0≤x≤0,5, 0≤y≤√(2x); 
D2: 0,5≤x≤1, 0≤y≤1; 
D3: 1≤x≤√3, 0≤y≤√(3-x2). 

 

 
 

ЗАВДАННЯ Змінити порядок інтегрування: 

 

Розв'язання: Побудуємо область інтегрування, яка обмежена кривими 

0≤x≤π/2, 0≤y≤sin(x), де y=0 - вісь абсцис; 

y=sin(x) - синусоїда. 

Виразимо отримані функції через змінну y: 

y=sin(x), звідси x=arcsin(y); 

y=0, звідси x=0. 



Графіки кривих наведемо на рисунку 

 

Межі інтегрування в заданій області поміняються на такі: 

D: 0≤y≤1, 0≤x≤ arcsin(y). 

Записуємо подвійний інтеграл з перерахованими межами інтегрування 

 

ЗАВДАННЯ Обчислити подвійний інтеграл, використовуючи полярні координати: 

 

Розв'язання: Запишемо область інтегрування, що обмежена кривими 

0≤x≤R,  

По осі "ігриків" маємо обмеження у вигляді двох віток півкола 

 
y2=R2-x2, x2+y2=R2. 

Графік області інтегрування наведено на рисунку: 



 

Отримали коло з центром у точці O(0;0) і радіусом R (нижня половина). 

 - коло з центром у точці O(0;0) і радіусом R (верхня половина). 

В усіх наступних прикладах не будемо повторювати наступні формули переходу від 

декартових до полярних координат: 

 

Якобіан всюди рівний I=r. 

Знайдемо запис підінтегральної функції в полярній системі координат (ПСК): 

 

Запишемо, як поміняються межі при переході до нових координат: 

0≤r≤R, -π/2≤φ≤π/2. 

Далі розставляємо межі та знаходимо подвійний інтеграл: 



 

ЗАВДАННЯ Обчислити подвійний інтеграл, використовуючи полярні координати: 

 

Розв'язання: Область інтегрування обмежена кривими 

-R≤x≤R,  

Одну з меж по "ігрик" зведемо до канонічного вигляду 

, y2=R2-x2, x2+y2=R2. 

 

Отримали коло з центром у точці O(0;0) і радіусом R (нижня половина). Побудуємо 

знайдену область. 



 

При переході до полярної системи координат якобіан рівний: 

I=r. 

Знайдемо вигляд підінтегральної функції в ПСК: 

 

З графіка отримаємо наступні межі інтегрування: 

0≤r≤R, π ≤φ≤2π. 

Обчислимо подвійний інтеграл: 

 

 



ЗАВДАННЯ Обчислити подвійний інтеграл, використовуючи полярні координати: 

 
D:{x2+y2=π2; x2+y2=4π2}. 

Розв'язання: Побудуємо область інтегрування, яка обмежена кривими 

x2+y2=π2 - отримали коло з центром у точці O(0;0) і радіусом π; 

x2+y2=4π2 - отримали коло з центром у точці O(0;0) і радіусом 2π. 

Графічно вона має вигляд: 

 
Якобіан переходу до полярної системи координат: I=r. 

Запишемо підінтегральну функцію в полярній системі координат: 

 
Знайдемо вигляд кривих в полярній системі координат: 

, тобто r=π; 

,тобто r=2π. 

Не важко переконатися, що межі інтегрування в полярній системі координат будуть 

наступними: 
π≤r≤2π, 0≤φ≤2π. 

Знайдемо подвійний інтеграл: 

 
 



ЗАВДАННЯ  Побудувати і знайти площу області D: x2+y2=1, x-y=1, y=0. 

Розв'язання: Проаналізуємо задані криві: 

x2+y2=1 - коло з центром у точці (0;0) і радіусом 1; 

x-y=1 - пряма, що відтинається на осях в точках (1;0) і (0;-1). 

Складемо систему рівнянь для знаходження точок перетину графіків двох 

функцій x2+y2=1 і x-y=1: 

 

Отримане неповне квадратне рівняння дає два розв'язки: 

 

Після того як маємо точки перетину кривих можемо виконувати побудову. 

Графік кривих, що задані в умові разом з заштрихованою областю, площу якої потрібно 

знайти мають вигляд. 

 

Розставимо межі в заштрихованій області D: 

 

Через кратний інтеграл знаходимо площу фігури: 



  

ЗАВДАННЯ  

Побудувати та знайти площу області D: y=x3+2, y=-x, x=0. 

Розв'язання: Знайдемо набір елементарних кривих, що обмежують площу фігури: 

y=x3+2 - кубічна парабола; 

y=-x - пряма; 

x=0 - вісь ординат. 

Складемо систему рівнянь та знайдемо точки перетину графіків заданих 

функцій y=x3+2 і y=-x: 

 
звідси x=-1, y=1. 

Виконуємо побудову графіків функцій 

 
Розставимо межі інтегрування: 
D: -1≤x≤0, -x≤y≤x3+2. 

Переходимо до знаходження площі фігури інтегруванням: 



 


