
Розділ 2: Кратні, криволінійні та поверхневі  

інтеграли 

 

1 Кратні інтеграли. Основні поняття 

 1.1 Вступ  

 Числення багатьох змінних або аналіз функцій багатьох змінних — це 

область математичного аналізу, що є продовженням теорії обчислення із 

однією змінною до випадку обчислення функцій із багатьма змінними: 

диференціювання і інтегрування функцій, що мають багато змінних, а не одну. 

 Узагальнення поняття функції однієї змінної та її області визначення на 

випадок більшої кількості незалежних змінних привило до означення функції 

багатьох змінних як наступна: 

 

 Нехай задано множину 𝐷 ∈  𝑹𝑛, де 𝑹𝑛 – 𝑛 вимірний простір. Якщо кожній 

точці 𝑥 ∈  𝐷 за певним законом відповідає одне і тільки одне дійсне число 𝑦 , 

то кажуть, що на множині 𝐷 визначено функцію від 𝑛 (багатьох) змінних і 

записують 𝑦 = 𝑓 (𝑥1 , 𝑥 2 , … . , 𝑥𝑛 ) або 𝑦 = 𝑓(𝒙), де 𝒙 ∈ 𝑹𝑛. Множину 𝐷 при 

цьому називають областю визначення або областю існування функції. 

 

 Поширення означення похідної для функцій багатьох змінних полягає у 

введенні частинних похідних: 

 

 Для функції будь-якого числа змінних 𝑢 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛): 

𝜕𝑓𝜕𝑥𝑖=𝑓𝑥𝑖′(𝑥1,𝑥2,𝑥3, …,𝑥𝑛)=𝑙𝑖𝑚∆𝑥𝑖→0∆𝑥𝑖𝑓(𝑥1,𝑥2,𝑥3, …,𝑥𝑛)∆𝑥𝑖, 𝑖=1,2,3, …, 𝑛 

 

 Поточна мета – поширити поняття інтеграла для функцій багатьох змінних. 

На відміну від узагальнювання означення похідної, поняття інтегралу для 

функцій багатьох змінних допускає декілька формулювань.  



 Перше таке формулювання буде стосуватися сітуації, коли задана функцій 

𝑛 змінних 𝑦 = 𝑓 (𝑥1 , 𝑥 2 , … . , 𝑥𝑛 ) інтегрується по своїй області визначення 𝐷 ∈

 𝑹𝑛 - кратні інтеграли. Будемо розглядати випадки функцій двох та трьох 

змінних тільки.  

 

 1.2 Поняття подвійного інтегралу 

 Подвійний інтеграл можна розглядати як узагальнення поняття 

визначеного інтеграла на випадок функції двох змінних. 

 

 Розглянемо функцію двох змінних 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), яка відображає кожну 

впорядковану пару (𝑥, 𝑦) у підмножині 𝐷 площини дійсних чисел R2 в 𝑂𝑋𝑌 

єдине дійсне число 𝑧.  

 Графіком, тобто сукупність точок функції двох змінних 𝑧=𝑓(𝑥, 𝑦) – є деяка 

поверхня 𝑆 то її проєкція на площину 𝑂𝑋𝑌 це область визначення 𝐷 (Поверхня 

𝑧 = 𝑓 (𝑥,𝑦), 𝑆 – це “дах”, що “нависає” над плоскою областю 𝐷):  

 

 Тіло 𝐺 , яке обмежено зверху поверхнею 𝑆, знизу областю 𝐷 з межею 𝐿, з 

боків – циліндричною поверхнею з напрямною 𝐿 і твірними, які паралельні осі 

𝑂𝑧 , носить назву криволінійного циліндру. 
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 Розглянемо на площині 𝑋𝑂𝑌 деяку область 𝐷, обмежену простим кусково-

гладким контуром 𝐿, і функцію  𝑓(𝑥, 𝑦), визначену в 𝐷. Розіб’ємо область 𝐷 

(Рис.1) довільною сіткою на 𝑛 елементарних частин 𝐷𝑖 (𝑖 =  1;  2;  3; . . ;  𝑛), з 

кусково-гладкими межами 𝐿𝑖, i кожна з яких має площу ∆𝑆𝑖 . Об’єднання всіх 

частин 𝐷𝑖 має давати область 𝐷 , а сусідні частини перетинаються лише по 

границях.  

Рис. 1 

 В кожній елементарній області 𝐷𝑖 беремо довільну точку 𝑀𝑖(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖). Через 

межі 𝐿𝑖 проведемо циліндричні поверхні з основою 𝐷𝑖 із твірними, 

паралельними осі Oz, і з висотою, яка дорівнює 𝑓(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖), тобто графічно 

отримаємо стовпчики 𝐺𝑖 у тривимірному просторі 

Рис. 2 
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 Об’єм кожного стовпчика обчислюється за формулою 𝑉𝑖 = 𝑓(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖)∆𝑆𝑖. 

Тоді для знаходження об’єму 𝑉 криволінійного циліндра 𝐺 будемо мати 

приблизну рівність 𝑉 ≈ ∑ 𝑉𝑖
𝑛
𝑖=1 = ∑ 𝑓(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖)∆𝑆𝑖

𝑛
𝑖=1 .  

 

  Означення: Сума  

  𝐼𝑛 =  ∑ 𝑓(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖)∆𝑆𝑖
𝑛
𝑖=1 . (1) 

називається інтегральною сумою функції  𝑓(𝑥, 𝑦) по області  𝐷. 

 Нагадування: Очевидна аналогія утвореної інтегральної суми для 𝑧 =

𝑓(𝑥, 𝑦) з інтегральною сумою, яку утворювалась для визначеного інтеграла (по 

Ріману) для 𝑦 = 𝑓(𝑥) заданої на відрізку [𝑎, 𝑏]:  

 

𝐼𝑛 = ∑ 𝑓(𝜁𝑖)

𝑛

𝑖=1

∙ ∆𝑥𝑖 

 

 Далі, позначимо через 𝜆𝑖 діаметр елементарної області 𝐷𝑖 , тобто найбільшу 

відстань між двома точками контура 𝐷𝑖, та нехай λ = max
1≤𝑖≤𝑛

𝜆𝑖. Розбиття на 

області  𝐷𝑖 робимо так, щоб при збільшенні кількості елементарних областей  

(𝑛 → ∞) виконувалася умова  𝜆 → 0. 

Означення. Якщо існує скінченна границя інтегральної суми 

  𝐼 =  lim
𝑛→∞(𝜆→0)

∑ 𝑓(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖)∆𝑆𝑖
𝑛
𝑖=1 , (2) 



що не залежить від способу розбиття області D на елементарні частини 𝐷𝑖 та 

від вибору точок 𝑀𝑖(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖) ∈ 𝐷𝑖 , то число 𝐼 називається подвійним інтегралом 

функції 𝑓(𝑥, 𝑦) по області 𝐷  і позначається: 

  𝐼 =  ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
𝐷

. (3) 

Область 𝐷 називають областю інтегрування, 𝑥, 𝑦  – змінними 

інтегрування; підінтегральна функція 𝑓(𝑥, 𝑦) називається інтегровною по 

області 𝐷 у випадку скінченного значення інтегралу 𝐼. 

 

 Припустимо що розбиття на елементарні підобласті 𝐷𝑖 виконується за 

допомогою прямих паралельних вісям декартової прямокутної системи 

координат 𝑋𝑂𝑌.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Звідси, елементарні підобласті 𝐷𝑖 є прямокутниками площи яких для всіх 

внутрішніх підобластей розбиття знаходяться як ∆𝑆𝑖 = Δ𝑥𝑖 ∙ Δ𝑦𝑗, де кількість 

ліній розбиття по вісям Ox і Oy може бути різним, 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛 та 𝑗 = 1,2, … , 𝑚, 

у загальному випадку. Таким чиком, подвійний інтеграл від функції 𝑓(𝑥, 𝑦) по 

області 𝐷  може розглядатися як скінченна границя інтегральної суми і 

позначатися: 

  𝐼 =  lim
𝑚𝑎𝑥Δ𝑥𝑖→0
𝑚𝑎𝑥Δ𝑦𝑗→0

∑ ∑ 𝑓(𝜉𝑖 , 𝜂𝑗)∆𝑥𝑖∆𝑦𝑗
𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 =  ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
  (4) 

y 

x 



Геометрічний зміст подвійного інтегралу 

Із способу побудови інтегральних сум (1) та змісту граничного переходу 

(2) легко бачити, що подвійний інтеграл (3) дає значення об’єму 

𝑉 циліндричного тіла, обмеженого зверху поверхнею 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0, основою 

якого є область 𝐷 (в площині 𝑧 = 0),  а бічна поверхня паралельна осі 𝑂𝑍 (рис. 

3), тобто, 

  𝑉 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

; (5) 

 

 

Фізичний зміст подвійного інтегралу 

Через подвійний інтеграл (3) можна виразити масу  𝑚𝐷 матеріальної 

пластини, що має форму області 𝐷, якщо відомий закон розподілу мас 

𝛾(𝑥, 𝑦)(густина) по площині пластини відома, тобто 𝑓(𝑥, 𝑦) > 0 в (3). Тоді  

γ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)∆𝑥𝑖∆𝑦𝑖 дає наближене значення маси елементарної області 𝐷𝑖  з площею 

∆𝑥𝑖∆𝑦𝑖 при 𝑀𝑖(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖) є 𝐷 𝑖. 

Отже: 

  𝑚𝐷  =  ∬ γ(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 ; (6) 

Зауваження: Якщо у формулі (6) взяти  γ(𝑥, 𝑦) ≡ 1, то одержимо числове 

значення площі  𝑆𝐷 області  D: 

  𝑆𝐷  =  ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 .  (7) 
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Теорема про існування подвійного інтегралу 

Теорема (достатня умова існування). Якщо функція 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

неперервна або обмежена і має розриви на скінченному числі кусково-гладких 

ліній в замкненій скінченній області D, обмеженій гладким або кусково-

гладким контуром, то подвійний інтеграл ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 існує (приймає 

скінченне значення). 

Означення: Функція 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) для якої існує подвійний інтеграл 

замкненій скінченній області D називається інтегрованою по області D.  

 

 1.3 Властивості подвійного інтеграла 

 1. Сталий множник можна винести за знак подвійного інтеграла: 

    

D D

dSy.xfcdSy,xfc . 

 2. Лінійність: Подвійний інтеграл алгебраїчної суми дорівнює відповідній 

сумі інтегралів від складових: 

          

D D D

dSy,xgdSy,xfdSy,xgy,xf . 

 3. Адитивність: Якщо  область D   розкласти на  скінчене число частин, 

тоді подвійний інтеграл по всій області D  дорівнює сумі інтегралів по всіх її 

частинах: 

 

          

D D DD n

dSy,xf...dSy,xfdSy,xfdSy,xf

21

. 

 Приклад:  

Якщо 𝐷 =  𝐷1 ∪ 𝐷2   (𝐷1 + 𝐷2), 

області 𝐷1 та 𝐷2 не перетинаються, 

то ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝐷

 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷1

+  ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷2

 

 

4. Якщо в замкненій області D   функції  y,xf  і  y,xg  неперервні й задо-



вольняють співвідношеню  y,xf  y,xg , тоді справедлива нерівність: 

    

D D

dSy,xddSy,xf . 

 

 5. Абсолютна величина інтеграла не перевищує інтеграла від абсолютної 

величини підінтегральної функції: 

    

DD

dSy,xfdSy,xf . 

 

6. Нехай в області D виконуються умови:  𝑚 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑀. Тоді,  

𝑚𝑆 ≤ ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ≤ 𝑀𝑆
𝐷

 , 

де 𝑆 – площа області D; 

 

 7. Теорема про середнє: Якщо функція 𝑓(𝑥, 𝑦) неперервна в області D, то 

існує точка 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 така, що виконується умова: 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝑓(𝑥0, 𝑦0)
𝐷

∙ 𝑆, 

звідки  𝑓(𝑥0, 𝑦0) =  
1

𝑆
∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
−середнє значення функції 𝑓(𝑥, 𝑦) в 

області  D, де S – площа області  D. 

 

 8. Узагальнена теорема про середнє: Якщо  y,xf  і  y,xg  неперервні в 

скінченній замкненій області D , і  y,xg  знакостала в D , то справедлива 

формула: 

        

D D

dSy,xgy,xfdSy,xgy,xf 00 , 

де   Dy,xM 000 . 

  

 1.4 Обчислення подвійного інтеграла у прямокутній декартовій 

системі координат 

 Покажемо, що обчислення подвійного інтеграла зводиться до обчислення 



двох визначених інтегралів. 

 Означення: Область D називають правильною у напрямі осі Oy , якщо 

будь-яка вертикальна пряма, що проходить через внутрішню точку області 

перетинає межу області не більше як у двох точках (рис.4а) 

 
 

(а) (б) 

Рис. 4 

 Аналогічно, область 𝐷 називають правильною у напрямі осі Ox , якщо будь-

яка горизонтальна пряма, що проходить через внутрішню точку області 

перетинає межу області не більше як у двох точках (рис.4б) 

 Нехай неперервна функція 𝑓 (𝑥, 𝑦)  ≥  0. Тоді ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 виражає 

об’єм V циліндричного тіла. 

 Нехай [𝑎, 𝑏] − проекція області 

𝐷 на вісь Ох. Зафіксуємо х на 

відрізку [𝑎, 𝑏]  і побудуємо переріз 

циліндричного тіла площиною 𝑥 =

 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , перпендикулярної до осі Ох 

(рис). У перерізі дістанемо 

криволінійну трапецію MNPQ, 

площу якої можна знайти за 

формулою (х − константа, у − 

змінна): 
 



 
 Згідно з методом перерізів 

 

 
 Праву частину одержаної формули (8) називають повторним інтегралом. 

 Аналогічно, для області 𝐷 правильної у напрямі осі Ox (рис. 4б), маємо 

формулу 

 
Тут внутрішнім є інтеграл за змінною 𝑥 , а зовнішнім - за змінною 𝑦.  

 Зауваження 1: Якщо область 𝐷 обмежена вертикальними прямими 𝑥 =

 𝑎, 𝑥 =  𝑏 та горизонтальними прямими 𝑦 =  𝑐, 𝑦 =  𝑑 (рис.), то 

 

 

(8) 



 Зауваження 2: Формули обчислення подвійного інтеграла через повторні 

залишаються справедливими для будь-якої неперервної функції 𝑓 (𝑥, 𝑦) . 

 Зауваження 3: Якщо область не є правильною у жодному з напрямів, то її 

треба розбити на області, правильні в одному із напрямів .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1.5 Приклади 

 



 

 

 

інтегрування будуть функції, що залежать від змінної зовнішнього інтеграла. 

Задана область 𝐷 правильна у напрямі осі Оу, тому природно вибрати змінну 

х змінною зовнішнього інтеграла. Для заданої області 𝐷 інтервал зміни змінної 

х  буде 0 ≤  𝑥 ≤  3 (рис. 5а). Тепер, щоб визначити як змінюється змінна у, 



коли 𝑥 ∈ [0,3], будемо проводити через точки відрізку [0,3] на осі х довільні 

прямі, паралельні осі Оy, рухаючись по осі х від точки 0 до точки 3. Всі ці прямі 

будуть перетинати область 𝐷, при цьому точки входу цих прямих в область 𝐷 

будуть лежати на прямій 𝑦 = − 𝑥 , а точки виходу − на прямій 𝑦 =  2𝑥 (рис. 

5б). Таким чином, для заданої області D, коли змінна х прямує від 𝑥1 =  0 до 

𝑥2 =  3, змінна у змінюється від 𝑦1(𝑥) =  −𝑥 до 𝑦2(𝑥) =  2𝑥 (це і є межі 

інтегрування внутрішнього інтеграла). 

 

 



 

 



 

 

 

ВПРАВИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

1. . Обчислити інтеграл   dydxyx
D

  32 , якщо область D  поширена на 

інтервалі  4321  y;x . 

2. Змінити порядок інтегрування у повторному інтегралі 

  .dyy,xfdx

x

x


22

0 2

 



3. Обчислити подвійний інтеграл  
D

dydxxy , якщо область D  обмежена 

кривими: 2
2xy  ; 2

3 xy  ; 0x . 

 

ПОСИЛАННЯ ДО ЛЕКЦІЇ: 

https://www.youtube.com/watch?v=tbwWMF7Uzpc  

https://www.youtube.com/watch?v=fTu60iBKY1c&t=0s  

https://www.youtube.com/watch?v=cxBnBQCNUNQ  

https://www.youtube.com/watch?v=2K7k3gzCz2g  

https://www.youtube.com/watch?v=tbwWMF7Uzpc
https://www.youtube.com/watch?v=fTu60iBKY1c&t=0s
https://www.youtube.com/watch?v=cxBnBQCNUNQ
https://www.youtube.com/watch?v=2K7k3gzCz2g

