
2. Потрійний інтеграл

2.1 Поняття потрійного інтегралу 

Потрійний інтеграл можна розглядати як узагальнення поняття 

визначеного інтеграла на випадок функції трьох змінних. Аналогічно тому, як 

для функції двох змінних вводилося поняття подвійного інтеграла, для функції 

трьох змінних можна ввести поняття потрійного інтеграла. 

Розглянемо функцію трьох змінних 𝑢 =  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), яка відображає кожну 

впорядковану трійку (𝑥, 𝑦, 𝑧) у підмножині 𝐺 області дійсних чисел R3 в 𝑂𝑋𝑌Z 

єдине дійсне число 𝑢.  

Припустимо, що область 𝐺 обмежена і замкнена, а функція 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

обмежена у цій області. 

За допомогою сітки поверхонь розіб’ємо область 𝐺 на n менших 

(елементарних) областей 𝐺𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑛). Ці підобласті не перетинаються і їх

об’єднання складає область 𝐺 (⋃ 𝐺𝑖 = 𝐺).

Нехай об’єм кожної елементарної підобласті 𝐺𝑖 буде ∆𝑉𝑖.

Позначимо через λ найбільший діаметр 𝑑(𝐺𝑖) областей 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑛, тобто

λ = max
1≤𝑖≤𝑛

𝑑(𝐺𝑖).

За діаметр області 𝐺𝑖 ми приймаємо відстань між двома найбільш

віддаленими точками замкненої області 𝐺𝑖.

Виберемо в кожній елементарній області 𝐺𝑖 довільну внутрішню точку

𝑃𝑖(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖 , 𝜁𝑖) і складемо інтегральну суму функції 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) по області 𝐺:

𝐼𝑛 =  ∑ 𝑓(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖 , 𝜁𝑖)∆𝑉𝑖
𝑛
𝑖=1 . (1) 

Ця сума називається інтегральною сумою функції 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) по області 𝐺. 

Означення. Якщо існує скінченна границя інтегральної суми 



  𝐼 =  lim
𝑛→∞(𝜆→0)

∑ 𝑓(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖 , 𝜁𝑖) ∙ ∆𝑉𝑖
𝑛
𝑖=1 , (2) 

що не залежить від способу розбиття області 𝐺 на елементарні частини 𝐺𝑖 та 

від вибору точок 𝑀𝑖(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖 , 𝜁𝑖) ∈ 𝐺𝑖 , то число 𝐼 називається потрійним 

інтегралом функції 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) по області 𝐺  і позначається: 

  𝐼 =  ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
𝐺

. (3) 

Область 𝐺 називають областю інтегрування, 𝑥, 𝑦, 𝑧  – змінними 

інтегрування; підінтегральна функція 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) називається інтегровною по 

області 𝐺 у випадку скінченного значення інтегралу 𝐼. 

 

 Припустимо що розбиття на елементарні підобласті 𝐺𝑖 виконується за 

допомогою площин паралельних координатним площинам декартової 

прямокутної системи координат 𝑂𝑋𝑌𝑍.  

 

 Звідси, елементарні підобласті 𝐺𝑖 є прямокутними паралелепіпедами об’єм 

яких для всіх внутрішніх підобластей розбиття знаходяться як ∆𝑉𝑖 = Δ𝑥𝑖 ∙ Δ𝑦𝑗 ∙

Δ𝑧𝑘 , де кількість площин розбиття паралельних координатним площинам 𝑂𝑌𝑍, 

𝑂𝑋𝑍 та 𝑂𝑋𝑌 може бути різним, 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛, 𝑗 = 1,2, … , 𝑚, та 𝑘 = 1,2, … , 𝑙, у 

загальному випадку. Таким чиком, потрійний інтеграл від функції 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) по 

𝐺 



області 𝐺 може розглядатися як скінченна границя інтегральної суми і 

позначатися: 

𝐼 =  lim
𝑚𝑎𝑥Δ𝑥𝑖→0
𝑚𝑎𝑥Δ𝑦𝑗→0

𝑚𝑎𝑥Δ𝑧𝑘→0

∑ ∑ ∑ 𝑓(𝜉𝑖 , 𝜂𝑗 , 𝜁𝑘)∆𝑥𝑖∆𝑦𝑗Δ𝑧𝑘
𝑙
𝑘=1

𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 =  ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐺
 

   (4) 

Фізичний зміст подвійного інтегралу 

Через потрійний інтеграл (3) можна виразити масу 𝑚𝐺 матеріальної 

просторової області, що має форму області 𝐺, якщо відомий закон розподілу 

мас 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)(густина) по області відома, тобто 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0 в (3).  

Тоді, добуток γ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)∆𝑥𝑖∆𝑦𝑖∆𝑧𝑖 дає наближене значення маси 

елементарної області 𝐺𝑖  об’ємом ∆𝑥𝑖∆𝑦𝑖∆𝑧𝑖 при 𝑀𝑖(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖 , 𝜁𝑖) є 𝐺 𝑖. 

Отже: 

  𝑚𝐺  =  ∭ γ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

 ; (5) 

Зауваження: Якщо у формулі (5) взяти  γ(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 1, то одержимо 

числове значення об’єм 𝑉𝐺  області  G: 

  𝑉𝐺  =  ∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

 .  (6) 

Це є  геометрічним змістом потрійного інтегралу 

 

Теорема про існування потрійного інтегралу 

Теорема (достатня умова існування). Якщо функція 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

неперервна і має розриви на скінченному числі кусково-гладких ліній в 

замкненій скінченній області G, обмеженій гладким або кусково-гладким 

контуром, то подвійний інтеграл ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

 існує (приймає 

скінченне значення). 

Слід нагадати, що неперервна в скінченній замкнутій області 𝐺 функція 



𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) є обмеженою: 

|𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)| < 𝑀, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺 . 

Означення: Функція 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) для якої існує потрійний інтеграл у 

замкненій скінченній області G називається інтегрованою по області G.  

 

 2.2 Властивості потрійного інтегралу 

 Потрійний інтеграл є безпосереднім узагальненням подвійногоінтегр ала 

на тривимірний простір. Теорія потрійного інтеграла аналогічна теорії 

подвійного інтеграла. Таким чином, із способу побудови інтегральних сум (1) і 

властивостей границі (2) випливають такі основні властивості потрійних 

інтегралів: 

 

 

 



 

 

 

 



 2.3. Обчислення потрійного інтеграла в прямокутній декартовій 

системі координат 

 Обчислення потрійного інтеграла зводять до обчислення повторних 

інтегралів. 

 Нехай область 𝐺 має вигляд циліндричного тіла в напрямку осі 𝑂𝑍, яке 

зверху обмежене частиною поверхні 𝑧 = 𝑧2(𝑥, 𝑦), а знизу – частиною поверхні 

𝑧 = 𝑧1(𝑥, 𝑦). Позначимо проекцію області 𝐺 на площину 𝑋𝑂𝑌 через 𝐷𝑥𝑦, тобдо 

кожна з поверхонь 𝑧1(𝑥, 𝑦) та 𝑧2(𝑥, 𝑦) однозначно проектується в область  

координатної площини 𝑋𝑂𝑌 (рис). 

 Будемо вважати, що функції 𝑧1(𝑥, 𝑦) , 𝑧2(𝑥, 𝑦) неперервні в області 𝐷 , 

𝑧1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑧2(𝑥, 𝑦), ∀(𝑥, 𝑦)   ∈ 𝐷. 

 

 

 Виберемо та зафіксуємо довільну точку 𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. Проведемо через цю 

точку промінь, паралельний осі 𝑂𝑧 .Він перетне межу області 𝐺 в двох точках 



𝑧вх =  𝑧1(𝑥, 𝑦) та 𝑧вих =  𝑧2(𝑥, 𝑦). Для будь-якої неперервної в області 𝐺 функції 

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) має зміст інтеграл 

 

 

Тобто після інтегрування по змінній z (x,y - постійні), потрійний інтеграл 

по області 𝐺 ⊂ 𝑅3, зводиться  до подвійного інтеграла по області  𝐷𝑥𝑦 ⊂ 𝑅2: 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =
𝐺 ∬ [∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

𝑧2(𝑥,𝑦)

𝑧1(𝑥,𝑦)
]𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷𝑥𝑦
=  

= ∬ [𝛷1(𝑥, 𝑦, 𝑧)|
𝑧 = 𝑧2(𝑥, 𝑦)
𝑧 = 𝑧1(𝑥, 𝑦)

]𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷𝑥𝑦

=  

= ∬ [𝛷1(𝑥, 𝑦, 𝑧2(𝑥, 𝑦)) −  𝛷1(𝑥, 𝑦, 𝑧1(𝑥, 𝑦))]𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷𝑥𝑦

. (7) 

Тут через 𝛷1(𝑥, 𝑦, 𝑧) позначено первісну 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) по змінній 𝑧, 

аргументи 𝑥, 𝑦 при цьому вважаються постійними  (параметрами). 

 Наступним кроком одержаний подвійний інтеграл зводиться до 

повторного з вибором послідовності інтегрування по змінних 𝑥 та 𝑦 в 

залежності від властивостей правильності відносно осей координат 

області 𝐷𝑥𝑦 

Зауваження: 

1. Циліндрична частина поверхні області 𝐺 може бути відсутня; 

2. Оскільки осі 𝑂𝑋, 𝑂𝑌, 𝑂𝑍 в декартовій системі координат в загальному 

випадку рівноправні,  то область 𝐺 може мати аналогічне циліндричне 



розміщення відносно осі 𝑂𝑋 або 𝑂𝑌. Тоді відповідним чином інтеграл  

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

 зводиться до подвійного інтеграла по області 𝐷𝑦𝑧: 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

𝐺

∬[… ]𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐷𝑦𝑧

 

при внутрішньому інтегруванні по змінній  x  (інші - постійні), або по області 

𝐷𝑥𝑧: 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

𝐺

∬[… ]𝑑𝑥𝑑𝑧

𝐷𝑥𝑧

 

при внутрішньому інтегруванні по змінній 𝑦 (інші - постійні).  

 3. Якщо область 𝐺 не є правильною в напрямі жодної з координатних осей, 

то її розбивають на декілька областей, кожна з яких є правильною в напрямі 

принаймні однієї осі та використовують властивість адитивності потрійного 

інтеграла. 

4. У найпростішому випадку область 𝐺 є паралелепіпедом: 

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏;   𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑;   𝑙 ≤ 𝑧 ≤ 𝑘; 

тоді можна вибрати будь-який порядок інтегрування, наприклад: 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

=  ∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎 ∫ 𝑑𝑦
𝑑

𝑐 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝑘

𝑙
 . 

 

 



 

 

 



 Зауваження: При обчисленні потрійного інтеграла важливо обирати той 

напрямок інтегрування, який дозволяє спростити обчислення. 

 

 

 



 



 



 



 



 



 



 



 

ВПРАВИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

1. Обчислити ∭ (𝑦 + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

, коли область 𝐺 обмежена циліндричними 

поверхнями 𝑦 = 𝑒𝑥 , 𝑦 = 𝑥𝑒 , 𝑥 = 0  та поверхнею  𝑦 = 𝑧2. 

2. Обчислити ∭ (𝑥𝑦 + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

, якщо область 𝐺 обмежена поверхнями: 

𝑧 = 2𝑦, 𝑦 = 2√𝑧, 𝑧 = 1, 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑦 + 𝑧. 

 

ПОСИЛАННЯ ДО ЛЕКЦІЇ: 

 https://www.youtube.com/watch?v=bC9XS46upF4 

https://www.youtube.com/watch?v=jQYNXmDThnE 

https://www.youtube.com/watch?v=PKxBgC3A6fI  

https://www.youtube.com/watch?v=bC9XS46upF4
https://www.youtube.com/watch?v=jQYNXmDThnE
https://www.youtube.com/watch?v=PKxBgC3A6fI

