
3. Заміна змінних в кратних інтегралах 

 

 3.1 Заміна змінних в подвійному інтегралі 

 

Обчислення подвійних інтегралів ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 в декартовій системі 

координат буває складним як через специфіку задання як підінтегральної 

функції  f(x,y), так і області інтегрування D. В цих випадках для спрощення 

обчислення застосовують заміну змінних у подвійних інтегралах.  

 

Розглянемо загальний підхід щодо заміни змінних в подвійному інтегралі.  

Нехай функція 𝑓(𝑥, у) неперервна в деякій замкненій і обмеженій області 

𝐷 і існує інтеграл 𝐼 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

.  

Припустимо, що за допомогою формул  

  {
𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣),
𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣),

 (1) 

переходимо в інтегралі 𝐼 до нових змінних 𝑢 та 𝑣. 

 Також вважатимемо, що з формул (1) однозначно можна визначити 𝑢 та 𝑣 

за допомогою перетворення: 

  {
𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦),

𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦),
 (2) 

 Згідно з формулами (1) і (2) кожній точці 𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷(𝑥, 𝑦)  - на 

координатній площині з координатами 𝑥 і 𝑦 ставлять у відповідність єдину 

точку 𝑀1(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷1(𝑢, 𝑣) - на координатній площині з координатами 𝑢 і 𝑣 і 

навпаки, тобто існує взаємно однозначно відображення області 𝐷1(𝑢, 𝑣) в 

область 𝐷(𝑥, 𝑦) і навпаки. 

 Формули (1) називаються формулами перетворення координат, а формули 

(2) - формулами оберненого перетворення. 

 

 Теорема. Якщо перетворення (1) переводить замкнену обмежену область 

𝐷(𝑥, 𝑦)   в замкнену обмежену область 𝐷1(𝑢, 𝑣)  і є взаємно однозначним, і якщо 



функції (1) мають в області 𝐷 неперервні частинні похідні першого порядку і 

відмінний від нуля визначник: 

  𝐽(𝑢, 𝑣) =  |

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

|  ≠ 0 (3) 

а функція 𝑓(𝑥, у) неперервна в області 𝐷, то справедлива така формула заміни 

змінних у подвійному інтегралі: 

  ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 
𝐷

∬ 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣))|𝐽(𝑢, 𝑣)|𝑑𝑢𝑑𝑣 
𝐷1

. (4) 

 Визначник 𝐽(𝑢, 𝑣) в (3) називається визначником Якобі, або якобіаном. 

 

 Таким чином, виконуючи заміну змінних в інтегралі 𝐼 за формулами (1), ми 

маємо елемент площі 𝑑𝑥𝑑𝑦 в координатах х, у замінити елементом площі 

|𝐽(𝑢, 𝑣)|𝑑𝑢𝑑𝑣 в координатах 𝑢, 𝑣 і стару область інтегрування 𝐷 замінити 

відповідною їй новою областю 𝐷1. 

 

 Подвійний інтеграл у полярних координатах: 

 У якості прикладу розглянемо перехід від декартових до полярних 

координат. У цьому випадку, як відомо, декартові координати (𝑥, 𝑦) зв’язані з 

полярними координатами (𝜌, 𝜑) такими умовами (тобто формули (1) мають 

вигляд): 

  {
𝑥 = 𝜌 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜑,
𝑦 = 𝜌 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑. (5) 

Тоді якобіан рахуємо за формулою (3) як наступний: 

  𝐽(𝜌, 𝜑) =  |
𝑐𝑜𝑠𝜑 −𝜌 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑
𝑠𝑖𝑛𝜑 𝜌 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜑

| = 𝜌(𝑠𝑖𝑛2𝜑 + 𝑐𝑜𝑠2𝜑) =  𝜌  (6) 

Отже: 

  ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 
𝐷 ∬ 𝑓(ρcosφ, 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑

𝐷1
 . (7) 



Зауваження: 

1. Полярну систему координат зручно використовувати у випадках, коли 

функція f(x,y) або границя області 𝐷 містять вирази  𝑥2 + 𝑦2.  

 Тоді  𝑥2 + 𝑦2 = 𝜌2(𝑠𝑖𝑛2𝜑 + 𝑐𝑜𝑠2𝜑) =  𝜌2, а рівняння кола 𝑥2 + 𝑦2 = R2 

перетворюється на  𝜌 = 𝑅; 

2. Для рівняння еліпса  
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 зручно використовувати так звану 

узагальнену полярну систему координат: 

  {
𝑥 = 𝑎 ∙ 𝜌 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝜑,
𝑦 = 𝑏 ∙ 𝜌 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝜑.  (8) 

При цьому, з (3) випливає що якобіан: 

  𝐽(𝜌, 𝜑) = 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝜌;  (9) 

3. При застосуванні полярної системи координат область 𝐷(𝑥, 𝑦) 

переходить в 𝐷1(𝜌, 𝜑) не міняючись, лише описується новими координатами 

(𝜌; 𝜑). 

 

Розглянемо окремо два частинних випадки області D: 

a. Початок координат – точка 𝑂(0,0), не належить області D (рис. 1). 

Тоді: 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

= ∫ 𝑑𝜑 ∫ 𝑓(𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑)𝜌𝑑𝜌
𝜌2(𝜑)

𝜌1(𝜑)

𝜑2
𝜑1

 . 

 
б. Початок координат – точка 𝑂(0,0), належить області D (рис. 2). 



 
В цьому випадку: 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

= ∫ 𝑑𝜑 ∫ 𝑓(𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑)𝜌𝑑𝜌
𝜌(𝜑)

0

2𝜋

0
 . 

 Приклади 

Приклад 1. Обчислити ∬ (𝑥 + 𝑦)3𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, де область D обмежено лініями: 

𝑥2 + 𝑦2 =  4, 𝑥2 + 𝑦2 = 36,   𝑦 = 𝑥 + 1,   𝑦 = 𝑥 − 1, при 𝑥 > 0, 𝑦 > 0. 

 

Будуємо область D. Із вигляду області D зрозуміло, що обчислення цього 

інтегралa в декартовій системі координат буде складним. 

 
 

Для спрощення обчислення зробимо заміну змінних: 

  {
𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2,
𝑣 = 𝑦 − 𝑥.

 (10) 

При цьому область D переходить в область 𝐷1 (прямокутник), що задається 



умовами  4 ≤ 𝑢 ≤ 36, −1 ≤ 𝑣 ≤ 1 . 

Для обчислення якобіана та переходу до нових змінних (u;v) в інтегралі 

по формулі (4), потрібно розв’язати систему рівнянь (10) відносно змінних 

(x;y). З урахуванням умов 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 маємо: 

{
𝑥 = −

𝑣

2
+ 
1

2
√2𝑢 − 𝑣2,

𝑦 =
𝑣

2
+ 
1

2
√2𝑢 − 𝑣2.

 

 

Тоді: 

𝐽(𝑢, 𝑣) =  |

1

2√2𝑢−𝑣2
−
1

2
−

𝑣

2√2𝑢−𝑣2

1

2√2𝑢−𝑣2

1

2
−

𝑣

2√2𝑢−𝑣2

| =  
1

2√2𝑢−𝑣2
 . 

Отже, 

∬(𝑥 + 𝑦)3𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

=∬(−
𝑣

2
+
1

2
√2𝑢 − 𝑣2 +

𝑣

2
+ 
1

2
√2𝑢 − 𝑣2 )3

𝑑𝑢𝑑𝑣

2√2𝑢 − 𝑣2
𝐷1

= 

= 
1

2
∫ 𝑑𝑢 ∫ (2𝑢 − 𝑣2)𝑑𝑣

1

−1
= 

1

2

36

4 ∫ (4𝑢 −
2

3
)𝑑𝑢

36

4
= 

3808

3
 . 

Приклад 2.  Обчислити ∬ √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, якщо область D задається 

умовою  𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅2. 

    
Якщо інтегрувати безпосередньо в змінних 𝑥 та 𝑦 , то зважаючи на вигляд 

первісної у цьому випадку 

 

 

0 R 

2 

D1 



∫√𝑢2 + 𝐴𝑑𝑢 =
𝑢

2
√𝑢2 + 𝐴 +

𝐴

2
ln |𝑢 + √𝑢2 + 𝐴| + 𝐶 

для внутрішнього повторного інтеграла (змінні x та y входять симетрично), 

зрозуміло, що обчислення заданого інтеграла в декартовій системі координат 

буде дуже громіздким.  

 Тому, перейдемо до полярної системи координат. Тоді: 

∬√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎2𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

= |

𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑
𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑
𝐽 = 𝜌

| =  ∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0

∫√𝜌2 + 𝑎2𝜌𝑑𝜌

𝑅

0

= 

= |
𝜌2 + 𝑎2 = 𝑡
2𝜌𝑑𝜌 = 𝑑𝑡

| = 𝜑 |
2𝜋
0
∙
1

2
∫ 𝑡

1

2𝑑𝑡
𝑅2+𝑎2

𝑎2
= 

2𝜋

3
(√(𝑅2 + 𝑎2)3 − 𝑎3). 

 

 

 

D D1 

1 5 

2 



 

 

 3.2 Заміна змінних в потрійному інтегралі 

 Аналогічно подвійному інтегралу, можно сказати що обчислення 

потрійних інтегралів у декартових координатах часто буває громіздким. В 

цьому випадку потрібно перейти до зручної системи координат.  

 Сформулюємо загальну теорему про такі перетворення. 

Теорема. Нехай функції 

  {

𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤),

𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤),

𝑧 = 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤),

 (11) 

що задають заміну змінних, мають неперервні частинні похідні в області 

𝐺1(𝑢, 𝑣,𝑤)  ⊂ 𝑅
3, взаємно однозначно відображають скінченну область 

𝐺1(𝑢, 𝑣,𝑤) в скінченну область 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧)  ⊂ 𝑅3. 

А також, якщо визначник Якобі (якобіан) 

  𝐽(𝑢, 𝑣, 𝑤) = |

𝑥𝑢
′ 𝑥𝑣

′ 𝑥𝑤
′

𝑦𝑢
′ 𝑦𝑣

′ 𝑦𝑤
′

𝑧𝑢
′ 𝑧𝑣

′ 𝑧𝑤
′
| ≠ 0 (12) 

7 



в області 𝐺1, то заміна змінних в потрійному інтегралі виконується за 

формулою:   

  ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

= 

∭ 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤)) ∙ │𝐽(𝑢, 𝑣,𝑤)│𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑤
𝐺1

 (13) 

Розглянемо окремо найбільш вживані системи координат та їх зв’язок з 

декартовими  координатами. 

 На практиці найуживанішими є циліндричні та сферичні координати. 

 

 Потрійний інтеграл у циліндричних координатах: 

При переході від прямокутних координат 𝑥, 𝑦, 𝑧 до циліндричних ,, 𝑧 

(рис. а) , які з декартовими координатами (𝑥, 𝑦, 𝑧) зв’язана співвідношеннями 

(див. рис. ): 

  {

𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑,
𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑,
𝑧 = 𝑧,

 (14) 

 

 

де  0 ≤ 𝜌 < ∞, 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋, 𝑧 ∈ (−∞;+∞).  

В цьому випадку якобіан обчислюється за формулой:  

  𝐽(𝜌, 𝜑, 𝑧) = |
𝑐𝑜𝑠𝜑 −𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑 0
𝑠𝑖𝑛𝜑 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑 0
0 0 1

| = 𝜌 (15) 



Звідси  

  ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

=∭ 𝑓(𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑, 𝑧)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑𝑑𝑧
𝐺

 . (16) 

При застосуванні циліндричної системи координат, як це видно з 

залежностей (14) та рис., область 𝐺 залишається без змін (не деформується), 

але описується новими координатами (𝜌, 𝜑, 𝑧). 

При цьому 𝑥2 + 𝑦2 = 𝜌2(cos2 𝜑 + sin2 𝜑) = 𝜌2, тобто рівняння циліндра 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2 переходить в рівняння 𝜌 = 𝑅. 

 

Приклад 1. 

Обчислити ∭ 𝑧2√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

, коли область 𝐺 є частиною 

циліндра 𝑥2 + 𝑦2 = R2  при 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ. 

► Бокова поверхня області 𝐺 (циліндр) паралельна осі 𝑂𝑍. Нижньою 

основою області є круг 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅2 в координатній площині 𝑋𝑂𝑌 (𝑧 = 0) – 

область 𝐷𝑥𝑦. Верхня основа – такий же круг, що лежить в площині 𝑧 = ℎ (Рис.). 

 
Для обчислення заданого інтеграла введемо циліндричні координати 

{
𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑,
𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑,
𝑧 = 𝑧.

 

Тоді за формулою (16) маємо: 



∭𝑧2√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐺

= ∫ 𝑑𝜌

𝑅

0

∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0

∫𝑧2√𝑎2 − 𝜌2 ∙ 𝜌𝑑𝑧

ℎ

0

= 

= 𝜑 |
2𝜋
0
∙ ∫ (−

1

2
) (𝑎2 − 𝜌2)

1
2𝑑(𝑎2 − 𝜌2) ∙

𝑧3

3

𝑅

0

|
ℎ
0
= 

= 2𝜋 ∙
ℎ3

3
(−

1

2
)
(𝑎2 − 𝜌2)

3
2 ∙ 2

3
|
𝑅
0
= −

2𝜋ℎ3

9
[(𝑎2 − 𝑅2)

3
2 − 𝑎3] = 

=
2𝜋ℎ3

9
(𝑎3 − √(𝑎2 − 𝑅2)3).◄ 

Приклад 2. 

Обчислити об’єм тіла 𝐺, обмеженого параболоїдом 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2  і 

площиною 2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 17. 

► Як вказувалось раніше, об’єм тіла 𝐺 обчислюється за формулою  

𝑉𝐺 =∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

 . 

Знайдемо лінію перетину параболоїда і площини. 

Виключивши змінну  z  з системи 

{
𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2,

2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 17,
 

одержимо 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥 + 𝑦 =
17

2
, 

або  

(𝑥 +
1

2
)
2
+ (𝑦 +

1

2
)
2
= 32 (*) 

Тобто лінія перетину (еліпс) лежить на циліндрі (*), твірні якого паралельні 

осі 𝑂𝑍. Частина площини 2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 17, що обмежується параболоїдом, 

як і все тіло 𝐺, проектується на координатну площину 𝑋𝑂𝑌 в круг (𝑥 +
1

2
)
2
+

(𝑦 +
1

2
)
2
≤ 32. Це область 𝐷𝑥𝑦(див. рис.), яку будемо використовувати при 

обчисленні потрійного інтеграла ∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

. 



 
Для обчислення цього інтеграла введемо такий варіант циліндричної 

системи координат, враховуючи вигляд області 𝐷𝑥𝑦: 

{
 
 

 
 𝑥 +

1

2
= 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑,

𝑦 +
1

2
= 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑,

𝑧 = 𝑧.

 

Із формули (15) випливає, що якобіан при цьому не зміниться, тобто 

𝐽(𝜌, 𝜑, 𝑧) = 𝜌. Крім того, рівняння площини набуде вигляду 

𝑧 =
17

2
− 𝑥 − 𝑦 =

19

2
− 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑, 

а рівняння параболоїда: 

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝜌2 − 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑 +
1

2
 

Отже, 

𝑉𝐺 =∭𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐺

= ∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0

∫𝜌𝑑𝜌

3

0

∫ 𝑑𝑧

19
2 −𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑−𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑

𝜌2−𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑−𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑+
1
2

= 

= ∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0 ∫ (9 − 𝜌2)𝜌𝑑𝜌 = (𝜑 |
2𝜋
0
)

3

0
∙ (
9𝜌2

2
−
𝜌4

4
) |
3
0
=

81𝜋

2
(куб. од. ). ◄ 

 

 Потрійний інтеграл у сферичних координатах: 



Сферичну систему координат в потрійних інтегралах зручно застосовувати 

у випадках, коли в підінтегральній функції або в рівнянні межі області 𝐺 

присутні вирази 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, або до них подібні.  

Перехід від декартових координат до сферичних здійснюється згідно 

формул  (див. рис.): 

 

  {

𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃,
𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃,
𝑧 = 𝜌𝑐𝑜𝑠θ,

 (17) 

де 𝜌 ≥ 0, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋,   0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋 . 

У цьому варіанті сферичних координат кут 𝜃 відкладається від додатного 

напрямку осі 𝑂𝑍 до радіус-вектора змінної точки 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝜌 − довжина цього 

радіус-вектора 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , кут 𝜑 – кут між додатнім напрямком осі 𝑂𝑋 і проекцією 

вектора  𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   на координатну площину 𝑋𝑂𝑌. 

Обчислимо по формулі (12) визначник Якобі у сферичній системі 

координат: 

  𝐽(𝜌, 𝜑, 𝜃) = |

𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃 −𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃 0 −𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃

| = −𝜌2𝑠𝑖𝑛𝜃. (18) 

Отже, 

  |𝐽(𝜌, 𝜑, 𝜃)| = 𝜌2𝑠𝑖𝑛𝜃 . (19) 

Як наслідок, перехід від декартової системи координат до сферичної  в 



потрійних інтегралах має вигляд: 

  ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

=  

=∭ 𝑓(𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃)𝜌2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜌𝑑𝜑𝑑𝜃
𝐺

. (20) 

Зауваження: 

1. При обчисленні потрійних інтегралів у підручниках зустрічається  й 

інший варіант сферичних координат (аналог географічної системи координат 

на Землі, рис.): 

{

𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑𝑐𝑜𝑠𝜃,
𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐𝑜𝑠𝜃,
𝑧 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃,

 

 

де 𝜌 ≥ 0, 0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋, −
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
.  

При цьому з (12)  будемо мати: 

𝐽(𝜌, 𝜑, 𝜃) = 𝜌2𝑐𝑜𝑠𝜃 ≥ 0 ; 

 

2. Як легко перевірити, при обох варіантах сферичних систем координат, 

рівняння сфери 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 в декартових координатах набуває особливо 

простого вигляду 𝜌 = 𝑅 в сферичних координатах, що часто спрощує 

обчислення потрійних інтегралів. 

 

Приклад 1.Знайти об’єм  V кулі радіуса R. 



► Запишемо рівняння сфери в декартовій системі координат у вигляді 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 (див. рис.) 

 
 Скористаємось відомою формулою об’єму: 

𝑉𝐺 =∭𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐺

, 

перейшовши в ній до сферичних координат за формулою (20). Як зазначалося 

вище, рівняння сфери в ній має вигляд  𝜌 = 𝑅, а рівняння кулі : 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑅. 

Отже: 

𝑉 =∭𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐺

= ∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0

∫𝑑𝜌

𝑅

0

∫𝜌2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃

𝜋

0

= 

= (𝜑) |
2𝜋
0
∙
𝜌3

3
|
𝑅
0
∙ (−𝑐𝑜𝑠𝜃) |

𝜋
0
= 2𝜋 ∙

𝑅3

3
(1 + 1) =

4

3
𝜋𝑅3 .◄ 

 

Приклад 2.Обчислити об’єм 𝑉  еліпсоїда 
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
+
𝑧2

𝑐2
= 1. (*) 

► Для обчислення об’єму еліпсоїда зручно застосувати узагальнену 

сферичну систему координат: 

  {

𝑥 = 𝑎𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃,
𝑦 = 𝑏𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃,
𝑧 = 𝑐𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃,

    𝑎, 𝑏, 𝑐 − додатні сталі , (21) 

𝜌 ≥ 0, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋,   0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋. 



В результаті підстановки заміни (21) в рівняння еліпсоїда (*) одержимо 

рівняння поверхні еліпсоїда в узагальнених сферичних координатах у вигляді 

𝜌 = 1. Отже, для області, що обмежується цією поверхнею, будемо мати 0 ≤

𝜌 ≤ 1. 

Легко бачити з виразу якобіана (12) (після винесення сталих 𝑎, 𝑏, 𝑐 з рядків 

визначника), що  

|𝐽(𝜌, 𝜑, 𝜃)| = 𝑎𝑏𝑐𝜌2𝑠𝑖𝑛𝜃 . 

Тоді 

𝑉 =∭𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐺

= 𝑎𝑏𝑐 ∫𝜌2𝑑𝜌

1

0

∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0

∫ 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃

𝜋

0

= 

= 𝑎𝑏𝑐 (
𝜌3

3
) |
𝑅
0
(𝜑) |

2𝜋
0
∙ (−𝑐𝑜𝑠𝜃) |

𝜋
0
=

𝑎𝑏𝑐

2
2𝜋(1 + 1) =

4

3
𝜋𝑎𝑏𝑐. ◄ 

 

Приклад 3. Обчислити 

𝐼 =∭
𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

√(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)2 + 𝑎2
𝐺

, 

де 𝐺 – частина кулі 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑅2 при 𝑧 ≥ 0, 𝑎 ≥ 0 (рис.). 

 
► Для обчислення значення 𝐼 перейдемо до сферичної системи координат 

(17). Будемо мати: 

𝐼 = ∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0

∫𝑑𝜃

𝜋
2

0

∫
𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃𝜌2𝑠𝑖𝑛𝜃

√𝜌4 + 𝑎2
𝑑𝜌

𝑅

0

= (𝜑) |
2𝜋
0
∫ 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃

𝜋
2

0

∫
𝜌3

√𝜌4 + 𝑎2
𝑑𝜌

𝑅

0

= 



= 2𝜋 (
sin2 𝜃

2
) |

𝜋

2
0
∙ ∫(𝜌4 + 𝑎2)−

1
2 ∙
1

4
𝑑(𝜌4 + 𝑎2)𝑑𝜌

𝑅

0

= 

= 2𝜋 (
1

2
− 0) ∙

1

4
∙ 2(√𝜌4 + 𝑎2) |

𝑅
0
=

𝜋

2
(√𝜌4 + 𝑎2 − 𝑎). ◄ 

 

ПОСИЛАННЯ ДО ЛЕКЦІЇ: 

https://www.youtube.com/watch?v=AbPC2u43Gj8  

 https://www.youtube.com/watch?v=ioZAKlU5gQw  

https://www.youtube.com/watch?v=AbPC2u43Gj8
https://www.youtube.com/watch?v=ioZAKlU5gQw

