
4. Геометричні і деякі механічні застосування кратних інтегралів 

 

 4.1 Геометричні застосування подвійних інтегралів 

1. Ми вже зазначили, що об’єм циліндричного тіла з боковою поверхнею, 

паралельною осі 𝑂𝑍, основою якого є область D в площині 𝑋𝑂𝑌, а зверху 

обмеженого поверхнею 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0),  

 
можна знайти через подвійний інтеграл: 

𝑉 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 ; 

2. Як наслідок попередньої формули для об’єму, площа області D 

обчислюється за формулою (𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 1): 

𝑆𝐷  =  ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 ; 

3. Площа частини поверхні, представленої функцією 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), яка 

проектується однозначно в область D координатної площини 𝑋𝑂𝑌, можна 

знайти за формулою: 

𝑆пов. =  ∬ √1 +  (𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)2
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 . 



Обгрунтування цієї формули приведемо в темі “Поверхневі інтеграли першого 

роду”. 

 

Деякі механічні застосування подвійних інтегралів 

 

 
 

1. Маса матеріальної пластини з поверхневою густиною 𝛾(𝑥, 𝑦), що має 

форму області D в площині 𝑋𝑂𝑌, як ми вже говорили раніше (обчислюється 

через подвійний інтеграл: 

𝑚 =  ∬ 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 ; 

2. Статичні моменти такої пластини відносно осей 𝑂𝑋 та 𝑂𝑌 (див. 

відповідні означення теоретичної механіки) можна представити у вигляді: 

𝑀𝑥  =  ∬ 𝑦 ∙ 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 , 

𝑀𝑦  =  ∬ 𝑥 ∙ 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 ; 

3. Координати 𝑥ц та 𝑦ц центра мас пластини, з урахуванням попередніх 

позначень, обчислюються за формулами: 

𝑥ц =
𝑀𝑦

𝑚
 , 𝑦ц =  

𝑀𝑥

𝑚
 . 

Приклад 1.  

Обчислити площу області D, обмеженої лініями 𝑦 = 𝑥2, 𝑦 =
𝑥2

4
, 𝑦 = 1,

𝑦 = 4. 

►  З рис. видно, що задана область є правильною у напрямку осі 𝑂𝑋.  

yц 

xц 



 
Отже: 

𝑆𝐷  =  ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

=  ∫ 𝑑𝑦

4

1

∫ 𝑑𝑥

2√𝑦

√𝑦

=  ∫(2√𝑦 − √𝑦)𝑑𝑦

4

1

= 

=
2

3
𝑦

3
2⁄ |1

4 =
14

3
 (кв. од. ) . 

 

Приклад 2. Обчислити площу фігури, обмеженої еліпсом  
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1. 

► Виходячи з формули площі області 𝐷 в декартовій системі 

координат 𝑆𝐷 = ∬ 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝐷

 і рівняння еліпса, обчислення зручніше провести в 

узагальненій системі координат (див. зауваження):  

𝑥 = 𝑎𝜌 cos 𝜑, 𝑦 = 𝑏𝜌 sin 𝜑, 𝐽(𝜌, 𝜑) = 𝑎𝑏𝜌. 

Враховуючи форму еліпса (Рис.), очевидно що для внутрішньої його 

частини справедливі умови:  0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋, 0 ≤ 𝜌 ≤ 1 . 

 



Отже,  

𝑆 =  ∬ 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝐷

= ∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

∫ 𝑎𝑏𝜌𝑑𝜌 = 𝑎𝑏 ∙ (𝜑) |
2𝜋
0

∙  (
𝜌2

2
) |

1
0

=
1

0

 

= 𝑎𝑏 2𝜋
1

2
= 𝜋𝑎𝑏. (кв. од.).◄ 

 

Приклад 3. Обчислити об’єм циліндричного тіла, обмеженого поверхнями  

𝑦 = 2𝑥, 𝑦 = −𝑥, 𝑥 = ℎ, 𝑧 = 𝑜, 𝑧 = 3𝑥2 + 𝑦2 + 2. 

► Рівняння 𝑦 = 2𝑥, 𝑦 = −𝑥, 𝑥 = ℎ задають площини в 𝑅3, паралельні осі 

𝑂𝑍. Ці площини, в сукупності, утворюють циліндричне тіло, обмежене знизу 

координатною площиною 𝑋𝑂𝑌 (𝑧 = 0), а зверху – еліптичним параболоїдом  

𝑧 = 3𝑥2 + 𝑦2 + 2. 

Основою циліндричного тіла є область 𝐷𝑥𝑦 в координатній площині 𝑋𝑂𝑌, 

яка зображена на рис. 

 
Тоді: 

𝑉 = ∬(3𝑥2 + 𝑦2 + 2)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 

𝐷𝑥𝑦

∫ 𝑑𝑥

ℎ

0

∫ (3𝑥2 + 𝑦2 + 2)𝑑𝑦

2𝑥

−𝑥

= 

=  ∫ (3𝑥2(2𝑥 + 𝑥) +
𝑦3

3
|−𝑥

2𝑥 +  2(2𝑥 + 𝑥)) 𝑑𝑥 =

ℎ

0

∫(12𝑥3 + 6𝑥)𝑑𝑥 =

ℎ

0

 

= 3ℎ2(ℎ2 + 1) .◄ 

 



Приклад 4. Знайти координати центра ваги матеріальної пластини  D  з 

густиною ϓ𝛾(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦2, обмеженої лініями 𝑦 = √3𝑥, 𝑦 = 0, 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2,  

при   𝑥 ≥ 0. 

► Враховуючи задані умови, форму пластини D зобразимо на рис.  

 
Обчислення відповідних подвійних інтегралів проведемо в полярній 

системі координат. При цьому з рівняння 𝑡𝑔𝜑 = √3 (пряма 𝑦 = √3𝑥, Рис.) 

маємо гострий кут 𝜑 =
𝜋

3
. 

 

Отже: 

𝑚 =  ∬ 𝑥𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝐷

|

𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑
𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑

𝐽 = 𝜌
| = ∫ 𝑑𝜑

𝜋
3

0

∫ 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑 ∙ 𝜌2𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝑅

0

∙ 𝜌𝑑𝜌 = 

= ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝜑
𝜋

3
0

𝑐𝑜𝑠𝜑𝑑𝜑 ∫ 𝜌4𝑑𝜌
𝑅

0
=

𝑠𝑖𝑛3𝜑

3
|0

𝜋

3 ∙
𝜌5

5
|0
𝑅 = 𝑅5 ∙

√3

40
 ; 

𝑀𝑥 = ∬ 𝑥𝑦3𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝐷 ∫ 𝑠𝑖𝑛3𝜑

𝜋

3
0

𝑐𝑜𝑠𝜑𝑑𝜑 ∫ 𝜌5𝑑𝜌
𝑅

0
=

𝑠𝑖𝑛4𝜑

4
|0

𝜋

3 ∙
𝜌6

6
|0
𝑅 = 𝑅6 ∙

3

128
 ; 

𝑀𝑦 = ∬ 𝑥2𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝐷

∫ 𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝜋
3

0

𝑐𝑜𝑠2𝜑𝑑𝜑 ∫ 𝜌5𝑑𝜌

𝑅

0

=
𝑅6

6
∫

𝑠𝑖𝑛22𝜑

4

𝜋
3

0

𝑑𝜑 = 

=
𝑅6

24
∫

1−𝑐𝑜𝑠4𝜑

2
𝑑𝜑 =

𝑅6(8𝜋+3√3)

1152

𝜋

3
0

 . 

Тоді використовуючи  наведені вище формули для координат центра мас 

пластини, будемо мати: 



𝑥ц =
𝑀𝑦

𝑚
=

𝑅∙5√3(8𝜋+3√3)

432
≈ 0.61𝑅 , 

𝑦ц =  
𝑀𝑥

𝑚
=

𝑅∙5√3

16
≈ 0.54𝑅. 

 

 4.2 Застосування потрійних інтегралів 

  

1. Об’єм області 𝐺 ∈ 𝑅3. Як уже вказувалося раніше, об’єм області 𝐺  

  
обчислюється за формулою: 

𝑉𝐺 = ∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐺

. 

2. Маса матеріального тіла. В зауваженні було обґрунтовано, що 

використовуючи означення потрійного інтеграла, формулу для обчислення 

маси матеріального тіла 𝐺 з об’ємною густиною 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧): 

𝑚 = ∭ 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐺

 

3. Статичні моменти матеріального тіла 𝐺 відносно координатних 

площин (див. відповідні означення в теоретичній механіці) задаються 

формулами: 

𝑀𝑥𝑦 = ∭ 𝑧𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

    (відносно площини 𝑋𝑂𝑌) , 

𝑀𝑥𝑧 = ∭ 𝑦𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

    (відносно площини 𝑋𝑂𝑍) , 

𝑀𝑦𝑧 = ∭ 𝑥𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

    (відносно площини 𝑌𝑂𝑍);  



через 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧), як і раніше, позначаємо об’ємну густину тіла. 

4. Координати центра мас матеріального тіла 𝐺, використовуючи 

попередні позначення: 

𝑥ц =
𝑀𝑦𝑧

𝑚
,   𝑦ц =

𝑀𝑥𝑧

𝑚
,   𝑧ц =

𝑀𝑥𝑦

𝑚
. 

5. Моменти інерції матеріального тіла 𝐺 відносно координатних площин: 

𝐼𝑥𝑦 = ∭ 𝑧2𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

   (відносно площини 𝑋𝑂𝑌),  

𝐼𝑥𝑧 = ∭ 𝑦2𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

   (відносно площини 𝑋𝑂𝑍),  

𝐼𝑦𝑧 = ∭ 𝑥2𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

   (відносно площини 𝑌𝑂𝑍).  

 

𝐼𝑥 = ∭ (𝑦2 + 𝑧2)𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

   (відносно вісі 𝑂𝑋),  

𝐼𝑦 = ∭ (𝑥2 + 𝑧2)𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

   (відносно вісі 𝑂𝑌),  

𝐼𝑧 = ∭ (𝑥2 + 𝑦2)𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

   (відносно вісі 𝑂𝑍),  

𝐼𝑜 = ∭ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

   (відносно початку координат)  

 

 

Приклад 1. 

Знайти координати центра ваги однорідного тіла 𝐺, обмеженого 

поверхнями конуса 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2  та параболоїда  𝑧 = 2 − 𝑥2 − 𝑦2 

► При обчисленні координат центра ваги однорідного тіла зручно брати 

густину цього тіла за одиницю (𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 1).  

Легко бачити, що поверхня конуса 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2(𝑧 ≥ 0)перетинається з 

поверхнею параболоїда  𝑧 = 2 − (𝑥2 + 𝑦2) на поверхні площини 𝑧 = 1 по колу 

𝑥2 + 𝑦2 = 1, яке проектується на координатну площину 𝑋𝑂𝑌 в коло 𝑥2 + 𝑦2 =

1 і породжує область 𝐷𝑥𝑦:   𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 (див. рис. ). 



 
З міркувань симетрії тіла 𝐺 відносно осі 𝑂𝑍 зрозуміло, що 𝑥ц = 𝑦ц = 0, а 

𝑧ц =
𝑀𝑥𝑦

𝑚
  по приведеній вище формулі.  

 

При обчисленні 𝑚 та 𝑀𝑥𝑦 використаємо циліндричну систему координат.  

Маємо: 

𝑚 = ∭ 1 ∙ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐺

= |

𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑
𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑

𝑧 = 𝑧, 𝐼 = 𝜌
| = ∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0

∫ 𝜌𝑑𝜌

1

0

∫ 𝑑𝑧

2−𝜌2

𝜌

= 

= 2𝜋 ∫ 𝜌 [𝑧 |
2 − 𝜌2

𝜌
] 𝑑𝜌 = 2𝜋 ∫ 𝜌(2 − 𝜌2 − 𝜌)𝑑𝜌

1

0

1

0

= 

= 2𝜋 (𝜌2 −
𝜌4

4
−

𝜌3

3
) |

1
0

=
5𝜋

6
; 

𝑀𝑥𝑦 = ∭ 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐺

= ∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0

∫ 𝜌𝑑𝜌 ∫ 𝑧𝑑𝑧

2−𝜌2

𝜌

=

1

0

 

= 2𝜋 ∫ 𝜌[
𝑧2

2
|
2 − 𝜌2

𝜌
]𝑑𝜌

1

0
= 𝜋 ∫ 𝜌(4 − 5𝜌2 + 𝜌4)𝑑𝜌

1

0
=

11𝜋

12
 . 

Отже: 

𝑧ц =
𝑀𝑥𝑦

𝑚
=

11𝜋 ∙ 6

12 ∙ 5𝜋
=

11

10
 



і центр мас тіла має координати (0; 0; 
11

10
).◄ 

 

Приклад  2.Обчислити об’єм прямого конуса з висотою 𝐻 > 0, основою 

якого є еліпс з півосями a і b. 

►  Заданий конус можна описати рівнянням  𝑧2 = 𝐻2(
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2)  при 𝑧 ≥ 0 

(рис.) 

Очевидно, в перетині конічної поверхні площиною 𝑧 = 𝐻 ми отримаємо 

еліпс  
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 = 1 з півосями a і b. 

Рівняння поверхні заданого конуса запишемо у вигляді 𝑧 = 𝐻√
𝑥2

𝑎2 +
𝑦2

𝑏2 для 

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻. При обчисленні об’єму застосуємо узагальнену циліндричну 

систему координат. Отже, 

 

 

𝑉 = ∭ 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 = ∬ 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝐷𝑥𝑦

∫ 𝑑𝑧

𝐻

𝐻√𝑥2

𝑎2+
𝑦2

𝑏2

𝑉

= |

𝑥 = 𝑎 𝜌 cos 𝜑 ,
𝑦 = 𝑏 𝜌 sin 𝜑 ,

𝑧 ≡ 𝑧,
Ј = 𝑎𝑏𝜌| = 

= ∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0

∫ 𝑑𝜌
1

0

∫ 𝑎𝑏 𝜌 𝑑𝑧 = 𝑎𝑏2𝜋 ∫ 𝜌(𝐻 − 𝐻𝜌)𝑑𝜌 = 2𝜋𝑎𝑏𝐻(
𝜌2

2
−

𝜌3

3
) |

1
0

=
1

0

𝐻

𝐻𝜌

 

= 2𝜋𝑎𝑏𝐻 (
1

2
−

1

3
) =

1

3
𝜋𝑎𝑏𝐻 . 

Зауваження. При 𝑎 = 𝑏 = 𝑅 маємо прямий круговий конус і відому з середньої 

школи формулу  𝑉 =
1

3
𝜋𝑅2𝐻. 


