
5. КРИВОЛІНІЙНІ ІНТЕГРАЛИ 

 

 5.1 Криволінійний інтеграл першого роду (інтеграли по довжині дуги) 

 

Нагадування:  

1. Неперервна крива 𝐿, що задається функцією 𝑦 = 𝑦(𝑥), називається 

гладкою на проміжку (𝑎; 𝑏), якщо існує неперервна похідна 𝑦′(𝑥) для всіх 

𝑥 є (𝑎; 𝑏). 
В цьому випадку графік функції 𝑦 = 𝑦(𝑥) має дотичні у всіх точках 

проміжку(𝑎; 𝑏) і положення цієї дотичної змінюється неперервно при переході 

від однієї точки проміжку (𝑎; 𝑏) до іншої. 

2. Крива 𝐿 називається кусково-гладкою, якщо вона гладка, або складається 

із скінченного числа гладких кривих, з’єднаних неперервно. 

 

 
 крива 𝐿 у координатному просторі 𝑋𝑌𝑍𝑂 є неперервна кусково-гладка. 

Для спрощення міркувань вважаємо криву (дугу) 𝐿 скінченною, незамкнутою і 

без самоперетинів. Під кривою без самоперетину будемо розуміти криву, в якій 

ніяка частина не утворює замкнутий контур (петлю). Нехай функція 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

визначена і неперервна на дузі 𝐿. Позначимо точкою 𝐴 початок дуги кривої 𝐿, 

а точкою 𝐵 – її кінець.  

 
Рис. 1 



 

 

 

Нехай  𝜆 = max
1≤𝑖≤𝑛

(∆𝑙𝑖) – найбільша довжина утворених елементарних дуг 

𝐴𝑖−1𝐴𝑖. Будемо збільшувати кількість дуг (𝑛 →  ∞) на які розбивається крива 

𝐿, при умові 𝜆 → 0 

Визначення 2. Якщо існує скінченна границя  

lim 𝑛 → ∞
(𝜆 →0)

∑𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)∆𝑙𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝐼,    (|𝐼| < ∞) 

що не залежить від способів розбиття  кривої L на елементарні частини 𝐴𝑖−1𝐴𝑖 

і від вибору точок 𝑃𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) ∈  𝐴𝑖−1𝐴𝑖, то число 𝐼 називають криволінійним 

інтегралом І роду  функції 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) по дузі  𝐿  і позначають  

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑙
𝐴𝐵̌

= ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑙𝐿
 ,  

тобто 

  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑙
𝐴𝐵̌

= ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑙 =  lim 𝑛 → ∞
(𝜆 →0)

∑ 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)∆𝑙𝑖
𝑛
𝑖=1𝐿

  (2) 



де 𝑑𝑙 називається дифференціалом довжини дуги. 

Дугу 𝐿 називають контуром інтегрування і якщо скінченний інтеграл 

існує, то функцію 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)   називають інтегрованою по дузі 𝐿. 

 

Теорема. Для існування криволінійного інтеграла  (2)  достатньо 

неперервності функції 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  вздовж скінченної кривої  𝐿. 

 

Зауваження. 

1. Очевидно, що в приведеному означенні криволінійного інтеграла І-го 

роду не має значення в якому напрямку – від точки 𝐴 до точки 𝐵 чи від  𝐵 до  𝐴 

проводиться розбиття дуги  𝐿 на елементарні частини. Звідси випливає, що 

∫𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑙

𝐴𝐵

  = ∫𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑙

𝐵𝐴

 

2. Аналогічні міркування при побудові інтегральних сум (1) та відповідне 

означення криволінійного інтеграла І-го роду можна зробити  і для замкнутої 

кривої 𝐿;  

3. Якщо функцію 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) розуміти як лінійну густину мас вздовж 

матеріальної дуги  𝐿, то із способу побудови інтегральних сум і переходу до 

границі при 𝑛 →  ∞ (𝜆 → 0), очевидно, ми одержимо масу 𝑚 матеріальної дуги 

𝐿. В математичній літературі, як правило, густину мас позначають  через  

𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧), тобто 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡  𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧).  Отже, 

𝑚 = ∫𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑙

𝐿

 

 Ця формула визначає фізичний зміст криволінійного інтеграла І-го роду. 

 Якщо функція 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 1 вздовж матеріальної дуги  𝐿, то із способу 

побудови інтегральних сум і переходу до границі при 𝑛 →  ∞ (𝜆 → 0), 

очевидно, ми одержимо довжину матеріальної дуги 

𝐿 = ∫𝑑𝑙

𝐿

 



 Ця формула визначає геометричний зміст криволінійного інтеграла І-го 

роду. 

4. Легко бачити, що введене означення криволінійного інтеграла  по 

просторовій кривій 𝐿 (𝐿 є 𝑅3) можна спростити (через побудову інтегральних 

сум та переходу до границі при  𝑛 → ∞ (𝜆 → 0))   на   криволінійний інтеграл І  

роду функції   𝑓(𝑥, 𝑦) по плоскій дузі  𝐿  (𝐿 𝜖 𝑅2)  та отримати 

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙 =  lim
𝑛→∞
(𝜆→0)

∑𝑓(

𝑛

𝑖=1𝐿

𝑥𝑖, 𝑦𝑖)∆𝑙𝑖 

 

 Основні властивості криволінійних інтегралів І роду 

 Криволінійний інтеграл 1-го роду має низку властивостей, аналогічних 

властивостям звичайного інтеграла Рімана, а також подвійного та потрійного 

інтеграла. А саме, 

 



 

  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑙
𝐴𝐵

= ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑙𝐿
= 𝑓(𝑃0) ∙ 𝐿 (6) 

де 𝐿 - довжина дуги.  

 

 Обчислення криволінійних інтегралів I-го роду 

 Обчислення криволінійного інтеграла першого роду виконується шляхом 

перетворення його у звичайний визначений інтеграл за таким правилом:  

1. Якщо крива 𝐿 задається параметричними рівняннями в просторі 𝑅3 : 

𝑥 =  𝑥(𝑡), 𝑦 =  𝑦(𝑡), 𝑧  =  𝑧(𝑡),
𝛼
↕
𝐴
 ≤ 𝑡 ≤  

𝛽

↕
𝐵

, 

то 

  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑙 =  ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) ∙ √(𝑥′)2 + (𝑦′)2 + (𝑧′)2
𝛽

∝
𝑑𝑡

𝐿
 (7) 

 

2. Коли ж дуга 𝐿 задана параметрично по площині 𝑅2, тобто 

L :{
𝑦 = 𝑦(𝑡),

𝑥 = 𝑥(𝑡)
,   де 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) −диференційовні функції, 𝛼 ≤ 𝑡 ≤  𝛽. 

 Виходячи з формули (7):  

  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙 =  ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))√(𝑥′)2 + (𝑦′)2
𝛽

∝𝐿
𝑑𝑡 (8) 

3. У випадку коли дуга 𝐿 задається умовами 𝑦 =  𝑦(𝑥),  𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏], маємо 

  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙 =  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥))√1 + (𝑦′)2
𝑏

𝑎𝐿
 𝑑𝑥 (9) 



Тобто, криволінійний інтеграл  І роду звівся до звичайного визначеного 

інтеграла по змінній 𝑥. 

 

4. Розглянемо випадок, коли гладку дугу 𝐿 зручніше записати у вигляді 

𝑥 =  𝑔(𝑦) при  𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑. Тоді, міняючи місцями змінні 𝑥 і 𝑦 в формулі (9) 

одержимо 

  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙 =  ∫ 𝑓(𝑔(𝑦), 𝑦)√1 + (𝑔′(𝑦))2
𝑑

𝑐𝐿
𝑑𝑦 (10) 

5. В полярній системі координат, де дуга 𝐿 задається умовою 𝜌 =

 𝜌(𝜑), 𝜑1 ≤ 𝜑 ≤ 𝜑2, а декартові змінні (𝑥, 𝑦) з полярними (𝜌, 𝜑) зв’язані 

залежностями  𝑥 =  𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜑 , 𝑦 = 𝜌 sin 𝜑, маємо 𝑑𝑙 =  √𝜌2 + (𝜌′(𝜑))2 𝑑𝜑  

звідки, 

  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙 =  ∫ 𝑓(𝜌 cos𝜑 , 𝜌 sin𝜑)
𝜑2
𝜑1𝐿

√𝜌2 + (𝑝′(𝜑))2𝑑𝜑 (11) 

Зауваження. Зважаючи на приведену вище властивість криволінійного 

інтеграла І роду для кривої 𝐿 ≡ 𝐴𝐵: 

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙 = 

𝐴𝐵

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙

𝐵𝐴

 

слід зазначити, що при зведенні цих інтегралів до визначених інтегралів (див. 

випадки 1-5)  нижню межу визначеного інтеграла потрібно брати меншою 

верхньої межі. У першому, другому випадках це 𝛼 < 𝛽, у третьому - а < 𝑏, в 

четвертому -  с < 𝑑, в п’ятому –  𝜑1<𝜑2. 

 

 Приклади обчислення  

 

 Приклад 1. Обчислити  ∫ (3 + 𝑦2)𝑑𝑙𝐿
, коли 𝐿: 𝑦 = 𝑐ℎ 𝑥,−1 ≤ 𝑥 ≤ 1. 

► Маємо : 𝑑𝑙 = √1 + 𝑠ℎ2𝑥𝑑𝑥 = 𝑐ℎ𝑥 𝑑𝑥. 

Тоді 

∫ (3 + 𝑦2)𝑑𝑙𝐿
= ∫ (3 + 𝑐ℎ2𝑥⏟

1+𝑠ℎ2𝑥

)𝑐ℎ𝑥 𝑑𝑥 = ∫ (3 + 1 + 𝑠ℎ2𝑥)𝑐ℎ𝑥 𝑑𝑥 =
1

−1

1

−1
  



∫ 4 ∙ 𝑐ℎ𝑥 𝑑𝑥
1

−1

+∫ 𝑠ℎ2𝑥 ∙ 𝑐ℎ𝑥 𝑑𝑥⏟    
 𝑑𝑐ℎ𝑥

=
1

−1

 

= 4 ∙ 𝑠ℎ𝑥 |
1
−1

+
𝑠ℎ3𝑥

3
|
1
−1

= 2(𝑎 + 1)𝑠ℎ1 +
2

3
𝑠ℎ31 = 

=
2

3
𝑠ℎ1(3𝑎 + 3 + 𝑠ℎ21) 

 

Приклад 2. Обчислити  ∫ (1 + 𝑥𝑦 + 𝑧2)𝑑𝑙𝐿
 , якщо L – гвинтова лінія 

{

𝑥 = 𝑎 cos 𝑡,
𝑦 = 𝑎 sin 𝑡
𝑧 = 𝑏𝑡,

,    при 0 ≤ 𝑡 ≤  𝜋,       𝑎, 𝑏 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

 

►  За формулою (7), маємо 

∫(1 + 𝑥𝑦 + 𝑧2)𝑑𝑙 =

𝐿

 

= ∫ (1 + 𝑎2 sin 𝑡 cos 𝑡 + 𝑏2𝑡2)
𝜋

0
√(−𝑎 sin 𝑡)2 + (𝑎 cos 𝑡)2 + 𝑏2 𝑑𝑡 =  

= ∫ (1 + 𝑎2 sin 𝑡 cos 𝑡 + 𝑏2𝑡2)
𝜋

0
√𝑎2 + 𝑏2𝑑𝑡 =  

√𝑎2+𝑏2(∫𝑑𝑡

𝜋

0

+∫𝑎2 sin 𝑡 cos 𝑡 𝑑𝑡⏟    
𝑑 sin 𝑡

𝜋

0

+∫𝑏2𝑡2𝑑𝑡

𝜋

0

) = 

= √𝑎2+𝑏2 (𝑡|
𝜋
0
+ 

𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝑡

2
|
𝜋
0
+ 

𝑏2𝑡3

3
|
𝜋
0
) =  

𝜋√𝑎2+𝑏2

3
 (3 + 𝑏2𝜋2). ◄ 

 

a 

b 



Приклад 3. Обчислити ∫ 𝑥𝑦𝑑𝑙,
𝐿

 коли 𝐿 – дуга кривої 

𝑥2 + 𝑦2 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥      при  𝑦 ≥ 0. 

► Дуга 𝐿 задана в неявному вигляді і представити її ні у вигляді 𝑦 =  𝑓(𝑥), 

ні у вигляді 𝑥 =  𝑔(𝑦) немає можливості. Запишемо рівняння кривої 𝐿 в 

полярній системі координат, зробивши заміну 

𝑥 = 𝜌 cos 𝜑 , y = 𝜌 cos𝜑  

Одержимо залежність 𝜌 = 1 + cos 𝜑. Це рівняння кардіоїди  (Рис ).  

 

Умові 𝑦 ≥ 0 відповідають значення кутів 𝜑 від 0 до 𝜋 (радіан). 

Скористаємося формулою (11). При  цьому 

𝑑𝑙 =  √𝜌2 + (𝜌′)2𝑑𝜑 =  √(1 + cos𝜑)2 + (− sin 𝜑)2𝑑𝜑 =  

= √2(1 + cos𝜑)  𝑑𝜑 = √4𝑐𝑜𝑠2
𝜑

2
𝑑𝜑 = 2 |cos

𝜑

2
| 𝑑𝜑 =  

= 2 cos
𝜑

2
 𝑑𝜑  при  0 ≤ 𝜑 ≤  𝜋.   

Отже, 

∫ 𝑥𝑦𝑑𝑙𝐿
= ∫ (1 + cos𝜑)2 cos 𝜑 

𝜋

0
sin𝜑 2 cos

𝜑

2
𝑑𝜑 =  

= 2∫ 4 𝑐𝑜𝑠 4
𝜑

2

𝜋

0
(2 𝑐𝑜𝑠 2

𝜑

2
− 1 ) 2 sin

𝜑

2
cos

𝜑

2
cos

𝜑

2
 𝑑𝜑 =  

=32 ∫ 𝑐𝑜𝑠8
𝜋

0

𝜑

2
sin

𝜑

2
 𝑑𝜑 − 16 ∫ 𝑐𝑜𝑠6

𝜑

2

𝜋

0
sin

𝜑

2
 𝑑 𝜑 =  

= −
64

9
𝑐𝑜𝑠9

𝜑

2
 |
𝜋
0
+ 

32

7
𝑐𝑜𝑠7

𝜑

2
 |
𝜋
0
=
64

9
− 

32

7
= 

160

63
. ◄ 



 Застосування криволінійних інтегралів І роду 

1. За допомогою  криволінійного інтеграла І-го роду можна обчислити 

площу циліндричної поверхні, паралельної одній із осей декартової системи 

координат. Нехай, наприклад, твірні цієї поверхні, паралельної осі 𝑂𝑍, 

задаються рівнянням 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), а напрямною слугує крива 𝐿, що лежить в 

координатній площині 𝑋𝑂𝑌 (Рис. ). 

Тоді,  

  𝑆цил.пов = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙𝐿
 (12) 

 

2. Якщо в формулі для маси матеріальної дуги 𝐿 покласти лінійну густину 

мас 𝛾(𝑥, 𝑦) ≡ 1, то отримаємо числове значення довжини дуги 𝐿, тобто 

  𝐿 =  ∫ 𝑑𝑙
𝐿

. (13) 

3. Статичні моменти матеріальної дуги 𝐿 з лінійною густиною мас 𝛾(𝑥, 𝑦) 

задаються формулами (див. відповідні означення з теоретичної механіки):  

𝑀𝑦 = ∫𝑥 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙         (відносно осі О𝑌)

𝐿

, 

𝑀𝑥 = ∫𝑦 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙         (відносно осі О𝑋)

𝐿

. 



4. Координати центра ваги матеріальної дуги  𝐿, що лежить в координатній 

площині XOY і має густину 𝛾(𝑥, 𝑦), обчислюються за формулами: 

𝑥ц = 
𝑀𝑦

𝑚
,  𝑦ц = 

𝑀𝑥

𝑚
; 

маса 𝑚 дуги  𝐿 задається формулою (37).  

5. При тих же позначеннях, моменти інерції матеріальної дуги  𝐿 

обчислюються за формулами: 

𝐼𝑥 = ∫𝑦
2

𝐿

𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙                     (відносно 𝑂𝑋), 

𝐼𝑦 = ∫𝑥
2

𝐿

∙  𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙                  (відносно 𝑂𝑌), 

𝐼0 = ∫(𝑥
2 + 𝑦2)

𝐿

∙  𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙     (відносно початку координат). 

Приклад 1. Обчислити масу дуги 𝐵𝐴𝐶 еліпса 
𝑥2

𝑎2 
+
𝑦2

𝑏2 
= 1 від точки 𝐵(0; 𝑏) 

до точки  С( 
𝑎√2

2
; −

𝑏√2

2
) ,   при 𝑎 > 𝑏 > 0, 𝑥 ≥ 0, з лінійною густиною 𝛾(𝑥, 𝑦) =

|𝑥𝑦|.  

► Зробимо схематичний рисунок дуги 𝐿 = 𝐵𝐴𝐶 (Рис). 

 

При обчисленні маси 𝑚 дуги 𝐵𝐴𝐶 за формулою, скористаємося записом  

(представленням)  еліпса в параметричній формі: 

{
𝑥 = 𝑎 cos 𝑡,
𝑦 = 𝑏 sin 𝑡.  

Менше значення параметра 𝑡 вибираємо як розв’язок системи рівнянь 



{
 
 

 
 𝑎√2

2
= 𝑎 cos 𝛼 ,

−
𝑏√2

2
= 𝑏 sin 𝛼,

 

а більше – з системи 

{
0 = 𝑎 cos 𝛽,
𝑏 = 𝑏 sin 𝛽.

 

Очевидно, 𝛼 =  − 
𝜋

4
 ;     𝛽 =  

𝜋

2
. 

Тоді  

𝑚 = ∫ 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙 𝑙
= ∫ |𝑥𝑦|√(𝑥′𝑡)

2 + (𝑦′
𝑡
)
2
𝑑𝑡

𝐶𝐴𝐵
=   

= ∫ 𝑎𝑏| cos 𝑡 sin 𝑡| √𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝑡 + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2𝑡
𝜋

2

−
𝜋

4

 𝑑𝑡 =   

= −𝑎𝑏∫ cos 𝑡 sin 𝑡 √𝑎2 − (𝑎2 − 𝑏2)𝑐𝑜𝑠2𝑡
0

−
𝜋

4

𝑑𝑡 +  

+𝑎𝑏∫ cos 𝑡
𝜋

2
0

sin 𝑡 √𝑎2 − (𝑎2 − 𝑏2)𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑑𝑡 =  

= |
𝑧 = 𝑎2 − (𝑎2 − 𝑏2)𝑐𝑜𝑠2𝑡

𝑑𝑧 = 2(𝑎2 − 𝑏2) cos 𝑡 sin 𝑡  𝑑𝑡
| =  

=
−𝑎𝑏

2(𝑎2−𝑏2)
∫ √𝑧
𝑏2

𝑎2+𝑏2

2

𝑑𝑧 +
𝑎𝑏

2√𝑎2−𝑏2
∫ √𝑧 𝑑𝑧 = 
𝑎2

𝑏2
  

=
𝑎𝑏∙ 2

2(𝑎2−𝑏2)∙ 3
[−√𝑧3 |

𝑏2

𝑎2+𝑏2

2

+ √𝑧3 |𝑎
2

𝑏2
] =  

= 
𝑎𝑏

3(𝑎2−𝑏2)
[𝑎3 − 2𝑏3 +

√(𝑎2+𝑏2)3

2√2
] . 

 

Приклад 2. Знайти довжину дуги кривої 𝑒𝑥 = cos 𝑦 при −
𝜋

3
 ≤ 𝑦 ≤  

𝜋

3
. 

► Запишемо рівняння кривої 𝐿 у вигляді 𝑥 = 𝑙𝑛| cos 𝑦 |   (−
𝜋

3
  ≤ 𝑦 ≤  

𝜋

3
) та 

зробимо схематичний рисунок заданої частини графіка (Рис).  

Виходячи з формули (13)  і враховуючи спосіб задання кривої 𝐿, будемо 

мати: 



𝑙 =  ∫ 𝑑𝑙 =  ∫√1 + (𝑥′𝑦)2𝑑𝑦 =  ∫ √1 + 𝑡𝑔2𝑦𝑑𝑦
𝜋

3

−
𝜋

3
𝐿

=  

= 2 ∫
𝑑𝑦

cos𝑦
= |

𝑡 = 𝑡𝑔
𝑦

2

cos 𝑦 =  
1−𝑡2

1+𝑡2

  , 𝑑𝑦 =
2𝑑𝑡

1+𝑡2
| =

𝜋

3
0

  

 

 

= −4∫
𝑑𝑡

𝑡2−1
= 2𝑙𝑛 |

𝑡+1

𝑡−1
|

1

√3

0
|
1

√3

0
= 2𝑙𝑛

√3+1

√3−1
= 2 ln (√3 +  2) (лін. од).◄ 

 

Зауваження. Перевірте, що приведене обчислення значно простіше, ніж 

те, коли б рівняння кривої 𝐿 записали у вигляді 𝑦 = ±𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 𝑒𝑥 при −
𝜋

3
  ≤ 𝑦 ≤

 
𝜋

3
. 

 

ПОСИЛАННЯ ДО ЛЕКЦІЇ: 

https://www.youtube.com/watch?v=vYPIdOgClC8  

https://www.youtube.com/watch?v=U8XraDVy7EI  

https://www.youtube.com/watch?v=luR3UPC_w24  

https://www.youtube.com/watch?v=QfUyjldqNIA  

 

https://www.youtube.com/watch?v=vYPIdOgClC8
https://www.youtube.com/watch?v=U8XraDVy7EI
https://www.youtube.com/watch?v=luR3UPC_w24
https://www.youtube.com/watch?v=QfUyjldqNIA

