
5. КРИВОЛІНІЙНІ ІНТЕГРАЛИ 

 

 5.2 Криволінійний інтеграл другого роду (інтеграли по координатах) 

 

 Задача про роботу змінної сили. Розглянемо змінну силу 𝐹⃗ =

 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑖   +  +𝑄(𝑥, 𝑦)𝑗  ≡ (𝑃; 𝑄), яка переміщує матеріальну точку по 

криволінійній траєкторії  L в координатній площині 𝑋𝑂𝑌 (𝑧 ≡ 0). 

Початкову точку дуги  𝐿 позначимо через 𝑀, а кінцеву - через 𝐵. Для 

спрощення міркувань, вважаємо, що крива 𝑀𝐵 є гладкою і незамкнутою (рис.). 

 

Нехай точки 𝑀 і 𝐵 мають координати (𝑎; 𝑐), та відповідно (𝑏; 𝑑). 

Розіб’ємо дугу 𝐿точками 

𝑀0 ≡ 𝑀, 𝑀1(𝑥1, y1), 𝑀2, … , 𝑀𝑘−1, 𝑀𝑘(𝑥𝑘, yk),…… , 𝑀𝑛−1, 𝑀𝑛 ≡ 𝐵  на 

𝑛 елементарних дуг 𝑀𝑘−1 𝑀𝑘(𝑘 =  1, 2, 3, …  𝑛). На кожній з елементарних дуг 

𝑀𝑘−1 𝑀𝑘 виберемо довільну точку 𝑁𝑘(𝜉𝑘, 𝜂𝑘)  і обчислимо значення сили 

𝐹⃗(𝑥, 𝑦)в цих точках. 

  𝐹⃗𝑘 ≡ 𝐹⃗(𝑁𝑘) = 𝑃(𝜉𝑘, 𝜂𝑘)𝑖 + 𝑄(𝜉𝑘, 𝜂𝑘)𝑗 (1) 

Якщо дуга 𝑀𝑘−1 𝑀𝑘 мала (тобто малі  ∆𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 - 𝑥𝑘−1, ∆𝑦𝑘 = 𝑦𝑘 - 𝑦𝑘−1) і 

гладка, то вона досить точно наближається вектором 𝑀𝑘−1 𝑀𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   = ∆𝑥𝑘𝑖 + ∆𝑦𝑘𝑗, а 

𝐹⃗𝑘 ≡ 𝐹⃗(𝑁𝑘) з (1) дає деяке середнє значення сили 𝐹⃗(𝑥, 𝑦) на дузі 𝑀𝑘−1 𝑀𝑘
̆ . 



Тоді 

∆𝐴𝑘 = 𝐹⃗𝑘 ∙ 𝑀𝑘−1 𝑀𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = P(𝜉𝑘, 𝜂𝑘)∆𝑥𝑘+ 𝑄(𝜉𝑘, 𝜂𝑘)∆𝑦𝑘 

задає наближене значення роботи сили 𝐹⃗(𝑥, 𝑦) по переміщенню матеріальної 

точки по дузі 𝑀𝑘−1 𝑀𝑘
̆ .  

 Якщо позначимо через 𝐴 точне значення роботи сили 𝐹⃗(𝑥, 𝑦) на шляху 

𝐿 ≡ 𝑀𝐵, то будемо мати : 

  𝐴 ≈ ∑ ∆𝐴𝑘 =𝑛
𝑘=1 ∑ 𝑃(𝜉𝑘, 𝜂𝑘)∆𝑥𝑘   +  𝑄(𝜉𝑘, 𝜂𝑘)∆𝑦𝑘

𝑛
𝑘=1  . (2) 

Щоб отримати точне значення роботи 𝐴 потрібно в одержаній інтегральній 

сумі перейти до границі при 𝑛 → ∞ і при умові  

max
𝑖≤𝑘≤𝑛

𝑀𝑘−1 𝑀𝑘
̆ → 0   (∆𝑥𝑘  → 0,  ∆𝑦𝑘  → 0) 

Тобто 

  𝐴 = lim𝑛→∞ ∑ [𝑃(𝜉𝑘 , 𝜂𝑘)∆𝑥𝑘   +  𝑄(𝜉𝑘, 𝜂𝑘)∆𝑦𝑘]  ≡𝑛
𝑘=1  

≡ ∫𝑃(x, y)𝑑𝑥  +  𝑄(x, y)dy 
𝐿

 

Інтеграл  

  𝐼 = ∫ 𝑃(x, y)𝑑𝑥  +  𝑄(x, y)dy 
𝐿

 (3) 

позначає криволінійний інтеграл ІІ-го роду ( по координатах) вектора  𝐹⃗ =

(𝑃 ; 𝑄), або, інакше, лінійний інтеграл вектора 𝐹⃗  (по дузі 𝐿). 

 

Зауваження. 1. Аналогічно, для випадку задання дуги  𝐿 і сили 𝐹⃗ =

{𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)} в тривимірному просторі 𝑅3 матимемо вираз 

для роботи сили 𝐹⃗ по переміщенню матеріальної точки по просторовій дузі 𝐿 у 

вигляді  



  𝐴 =  ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐿

𝑑𝑧 (4) 

2. В загальному випадку (без механічної  інтерпретації  як  роботи) через 

побудови інтегральних сум, подібних (2) і переходу до границі для площини 

(𝑅2) та аналогічних побудов у просторі 𝑅3, вводяться криволінійні інтеграли 

ІІ-го роду на площині (𝑅2) 

  ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝐿

 (5) 

та в просторі 𝑅3 

  ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝐿

 . (6) 

3. Зрозуміло, що в приведених записах  знак інтеграла ∫𝐿
 відноситься до 

кожного доданка, коли це потрібно для обчислення; в той же час і 

підінтегральний вираз в спільні дужки часто не беруть. 

 

 Методи обчислення криволінійних інтегралів ІІ-го роду 

 

1. Якщо дуга 𝐿 на площині 𝑋𝑂𝑌 задана рівнянням 𝑦 = 𝑦(𝑥), 𝑥 є [ 𝑎;  𝑏 ], то 

криволінійний інтеграл обчислюється зведенням до визначеного інтеграла за 

наступною формулою  

 ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦⏟
𝑦′𝑑𝑥

𝐿
= ∫ [𝑃(𝑥, 𝑦(𝑥))  +  𝑄(

𝑏

𝑎
𝑥, 𝑦(𝑥))𝑦′(𝑥)]𝑑𝑥. (7) 

2. Коли криву 𝐿, вздовж якої введеться інтегрування, зручніше задати 

функцією 𝑥 = 𝑥(𝑦) при 𝑦 є [ 𝑐; 𝑑 ], то маємо : 

 ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥⏟
𝑥′𝑑𝑦

+ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝐿

= ∫ [𝑃(𝑥(𝑦), 𝑦)𝑥′(𝑦)  +  𝑄(
𝑑

𝑐
𝑥(𝑦), 𝑦)]𝑑𝑦. (8) 

3. У випадку, коли плоска дуга 𝐿 задається параметрично 



{
𝑥 = 𝑥(𝑡),
𝑦 = 𝑦(𝑡)

 для 𝑡є [𝛼;  𝛽], 

то  

∫𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝐿

= 

  = ∫ [𝑃(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑥′(𝑡)  +  𝑄(
𝛽

𝛼
𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑦′(𝑡)]𝑑𝑡. (9) 

Аналогічно для просторового випадку (𝑅3), коли крива 𝐿 задана 

параметрично 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡), 𝑡 є [𝛼; 𝛽], маємо: 

∫𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 =
𝐿

 

=  ∫ [𝑃(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))𝑥′(𝑡) + 𝑄(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))𝑦′(𝑡) +
𝛽

𝛼

 

  +𝑅(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)]𝑑𝑡 . (10) 

 

Основні властивості криволінійних інтегралів ІІ роду 

 

1. Із способу побудови інтегральних сум (2) та наступного переходу до 

границі випливає залежність криволінійних інтегралів ІІ-го роду він напрямку 

руху по дузі 𝐿 =  𝐴𝐵 : 

  ∫ 𝑃(x, y)dx +  𝑄(x, y)dy  
𝐴𝐵

= − ∫ 𝑃(x, y)dx +  𝑄(x, y)dy 
𝐵𝐴

. (11) 

2. Якщо неперервна кусково-гладка крива 𝐿 складається з декількох частин, 

наприклад, 𝐿 =  𝐴𝐶 +  𝐶𝐵, то справедлива властивість адитивності:   

  ∫ 𝑃dx +  𝑄dy =  
𝐴𝐵 ∫ (𝑃dx +  𝑄dy) + ∫ (𝑃dx +  𝑄dy ) 

𝐶𝐵𝐴𝐶
. (12) 

 

Зауваження. 1. Крива (дуга) 𝐿 може бути замкнутою як на площині (𝑅2), 

так і в просторі 𝑅3. Розглянемо, наприклад, 𝐿 ≡ 𝐴𝑀𝑁𝐾𝐴 ⊂ 𝑋𝑂𝑌  (Рис.): 



 

І в цих випадках розбиття дуги (контура) інтегрування 𝐿 та побудова 

інтегральних сум (2) виконується аналогічно наведеному вище, але важливо 

відрізняти напрямки обходу замкнутого контура 𝐿:  

 обхід проти руху годинникової стрілки (коли область, яка обмежена 

контуром, залишається зліва) вважається додатнім і позначається 𝐿+;  

 протилежний напрям обходу називають від’ємним і позначають 𝐿− (Рис.). 

 

 Для криволінійних інтегралів ІІ роду по замкнутому контору вживають 

окреме позначення  ∮(… ) , тобто  

∫ 𝑃(x, y)dx + Q(x, y)dy ≡ ∮ 𝑃dx + Qdy 
𝐿+𝐴𝑀𝑁𝐾𝐴

 -  

 для площини 𝑅2 

і 

∮ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝐿+  –  

 для просторового випадку 𝑅3. 

В математичній літературі часто додатній обхід контура (𝐿+) позначають 

просто 𝐿 без значка “+”. 

 Оскільки криволінійний інтеграл ІІ роду по дузі 𝐿 можна інтерпретувати 

як роботу сили 𝐹̅ по переміщенні матеріальної точки (див. (3), (4)), то роботу 



сили 𝐹̅ по замкненому шляху називають циркуляцією вектора 𝐹̅ вздовж 

замкнутого контура. 

2. Якщо в формулі (7), наприклад, 𝐴𝐶 – відрізок, 𝐴𝐶||𝑂𝑋, то 𝑑𝑦 ≡ ∆𝑦 = 0 

і, отже, 

∫ 𝑃dx + Qdy = ∫ 𝑃𝑑𝑥 +
𝐴𝐶

∫ 𝑄 𝑑𝑦⏟
=0

=  ∫ 𝑃𝑑𝑥 +
𝐴𝐶𝐴𝐶

 0.
𝐴𝐶

 

Аналогічно, при 𝐶𝐵 || 𝑂𝑌, будемо мати:   𝑑𝑥 = 0 і 

∫ 𝑃dx + Qdy =  ∫ 𝑄𝑑𝑦
𝐶𝐵

.
𝐶𝐵

 

Аналогічно, для криволінійних інтегралів ІІ-го роду у просторі. 

 

Зв’язок між криволінійними інтегралами І та ІІ родів 

Розглянемо нескінченно малий елемент ∆𝑙 гладкої дуги 𝐿. При умові 𝑑𝑥 ≡

∆𝑥 → 0, маємо∶  ∆𝑦 → 𝑑𝑦,  ∆𝑙 → 𝑑𝑙, і співвідношення  

𝑑𝑥 = 𝑑𝑙 cos 𝛼,  

𝑑𝑦 =  𝑑𝑙 𝑐𝑜𝑠𝛽 =  𝑑𝑙 sin 𝛼 ,   (𝛼 +  𝛽 =  
𝜋

2
). 

 

Тоді  

  ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + Q(x, y)dy =  ∫ [𝑃(𝑥, 𝑦)𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑐𝑜𝑠𝛽]𝑑𝑙
𝐿

; 
𝐿

 (13) 



тобто, криволінійні  інтеграли  І  та  ІІ родів по дузі  𝐿 зв’язані  за допомогою 

рівності (13). 

 

 Приклади обчислення  

 

Приклад 1. Обчислити 

𝐼 =  ∫(3𝑥2 + 2𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥 − 3𝑦2)𝑑𝑦,
𝐿

 

якщо 𝐿 ∶  𝑦 =  𝑠𝑖𝑛 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

2
. 

► Приведемо графік кривої  L в заданих межах аргументу (Рис.).  

 

 Розбиваючи заданий інтеграл на суму зручних для обчислення інтегралів 

та використовуючи  перший з приведених вище метод  обчислення, маємо 

звичайні визначені інтеграли  (𝑑𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥): 

𝐼 =  ∫ (3𝑥2 + 2 sin 𝑥)𝑑𝑥 +  ∫ 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 − 3 ∫ 𝑦2𝑑𝑦 =
1

0

𝜋

2
0

𝜋

2
0

  

= 𝑥3 |
𝜋

2

0
−  2𝑐𝑜𝑠𝑥 |

𝜋

2

0
 +  (𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 +  𝑐𝑜𝑠 𝑥) |

𝜋

2

0
 −  𝑦3 |

1
0

 =  

=
𝜋3

8
 –  2(0 − 1)  +  

𝜋

2
 −  1 –  1 =  

𝜋(𝜋2+4)

8
 . ◄ 

 

Приклад 2. Обчислити роботу сили 

𝐹⃗ = 𝑧𝑖̅ + 𝑥𝑗̅ + 𝑦𝑘̅ по переміщенні матеріальної точки вздовж гвинтової 

лінії 



{
𝑥 = 𝑎 cos 𝑡,
𝑦 = 𝑎 sin 𝑡,

𝑧 = 𝑏𝑡
  для 0 ≤ 𝑡 ≤  𝜋. 

► Виходячи з формул (6), (9)  при 𝑃 = 𝑧, 𝑄 = 𝑥, 𝑅 = 𝑦, маємо: 

𝐴 =  ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧
𝐿

=   

= ∫ [𝑏𝑡(− asin 𝑡) + 𝑎 cos 𝑡 ∙ acos 𝑡 + 𝑎𝑏 sin 𝑡]𝑑𝑡 = 
𝜋

0
  

= −𝑎𝑏 ∫ 𝑡 𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑡
𝜋

0
+  

𝑎2

2
∫ (1 + cos 2𝑡)𝑑𝑡

𝜋

0
+ 𝑎𝑏 ∫ sin 𝑡 𝑑𝑡

𝜋

0
=  

= −𝑎𝑏(−𝑡 cos 𝑡 + sin 𝑡) |
𝜋
0

+
𝑎2

2
(𝑡 +

1

2
sin 2𝑡 |

𝜋
0

− 𝑎𝑏 cos 𝑡  |
𝜋
0

 =   

= −𝑎𝑏𝜋 +
𝑎2

2
𝜋 + 2𝑎𝑏 =   

𝜋𝑎2

2
− 𝑎𝑏(𝜋 − 2).◄ 

 

Приклад 3. Обчислити 

𝐼1 =  ∫ 𝑥𝑦2𝑑𝑥 + 𝑦𝑥2𝑑𝑦
𝐿

 по дузі 𝐿 від точки О(0; 0) до точки 𝐵(2; 1) для 

випадків, коли 𝐿 задана умовами:  

а)  2𝑦 =  𝑥,      (𝐿1) 

б)  4𝑦 =  𝑥2,    (𝐿2) 

в)  𝑥 =  2𝑦2.    (𝐿3) 

►Наведемо графіки заданих кривих 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3  між точками  О(0; 0) 

і  𝐵(2; 1) (Рис.). 

 



Обчислення проведемо комбінуючи 1 і 2 приведені вище способи, коли 

крива 𝐿 задана у вигляді залежності 𝑦 = 𝑦(𝑥) або 𝑥 = 𝑥(𝑦). 

a) (𝐿1):    2𝑦 =  𝑥,    

𝐼1 =  ∫ 𝑥𝑦2
𝐿1

𝑑𝑥 + 𝑦𝑥2𝑑𝑦 =   

= ∫ 𝑥 ∙  
𝑥2

4

2

0
𝑑𝑥 + ∫ 𝑦 ∙ 4𝑦2𝑑𝑦 =  

1

4

1

0
 ∙  

𝑥4

4
|
2
0

+  4 
𝑦4

4
|
1
0

= 2.  

 

б) (𝐿2):       4𝑦 = 𝑥2, 

𝐼1 =  ∫ 𝑥𝑦2
𝐿2

𝑑𝑥 + 𝑦𝑥2𝑑𝑦 =   

= ∫ 𝑥  
𝑥4

16

2

0
𝑑𝑥 + ∫ 𝑦 ∙ 4𝑦𝑑𝑦 =  

𝑥6

16 ∙ 6

1

0
|
2
0

+ 4
𝑦3

3
|
1
0

= 2. 

 

в)    (𝐿3):    𝑥 = 2 𝑦2 ,     

𝐼1 =  ∫ 𝑥𝑦2
𝐿3

𝑑𝑥 + 𝑦𝑥2𝑑𝑦 =   

= ∫ 𝑥 ∙  
𝑥

2

2

0
𝑑𝑥 + ∫ 𝑦 ∙ 4𝑦4𝑑𝑦 =  

𝑥3

2 ∙ 3

1

0
|
2
0

+ 4
𝑦6

6
|
1
0

= 2.◄ 

 

Як бачимо, значення інтегралів вздовж різних кривих, що з’єднують точки 

𝑂 і 𝐵, виявилися рівними. 

 

Приклад 4. Обчислити 

𝐼2 =  ∫ 𝑥𝑦2
𝐿

𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 по тих самих кривих 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3 між точками 𝑂(0; 0) і 

𝐵(2; 1), що задані в попередньому прикладі 3. 

► Застосовуємо ті самі методи обчислення, що і в прикладі 3. 

а) ( 𝐿1) ∶  2𝑦 = 𝑥, 

𝐼2 = ∫ 𝑥𝑦2
𝐿1

𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 =   

= ∫ 𝑥
2

0
 ∙  

𝑥2

4
𝑑𝑥 + ∫ 2𝑦 ∙ 𝑦𝑑𝑦 =

1

4

1

0
 ∙  

𝑥4

4
|
2
0

+ 2
𝑦3

3 
|
1
0

= 1 + 
2

3
=  

5

3
.  

 

б) (𝐿2):  4𝑦 =  𝑥2, 



𝐼2 =  ∫ 𝑥 ∙  
𝑥4

16

2

0
𝑑𝑥 + ∫ 2√𝑦  ∙ 𝑦𝑑𝑦 =  

22

15

1

0
.  

 

в) ( 𝐿3):   𝑥 = 2𝑦2, 

𝐼2 =  ∫ 𝑥 
𝑥

2

2

0
𝑑𝑥 +  ∫ 2

1

0
𝑦2  ∙ 𝑦𝑑𝑦 =  

11

6
. ◄ 

Маємо різні значення інтегралів. Тобто, значення заданого інтеграла 

залежать від кривих 𝐿, що з’єднують точки 𝑂 і 𝐵. 

 

 Умови незалежності криволінійних інтегралів ІІ роду від шляху 

інтегрування 

У прикладі 3 ми мали випадок коли криволінійний інтеграл ІІ роду по 

різних дугах між заданими точками мав рівні значення, а в прикладі 4 інший 

криволінійний інтеграл по дугах 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, що з’єднують дві задані точки, мав 

різні числові значення. В цьому явищі є певна закономірність. Розглянемо її. 

 

Означення. Скінченна область 𝐷 площини 𝑋𝑂𝑌 (чи іншої) називається 

однозв’язною, якщо вона обмежується одним кусково-гладким замкнутим (без 

самоперетинів) контуром L. Наприклад, область 𝐷 на Рис. буде однозв’язною, 

а області  𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 не будуть однозв’язними. 

 

 



Теорема. Нехай функції 𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) і їх частинні похідні 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
 ,

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 

визначені і неперервні в деякій замкненій однозв’язній області 𝐷. Тоді умова 

𝜕𝑃(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 = 

𝜕𝑄(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
 (𝑥, 𝑦 є 𝐷) є необхідною і достатньою для незалежності 

криволінійного інтеграла ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝐿

 від форми кривої 𝐿 при 

𝐿 є 𝐷. 

Зауваження.  

1. Незалежність приведеного криволінійного інтеграла від форми кривої 

𝐿 означає, що для різних кривих  𝐿1, 𝐿2, 𝐿3,… з області 𝐷, які з’єднують точки 

𝐴(𝑥1; 𝑦1) і 𝐵(𝑥2; 𝑦2), (𝐴, 𝐵 ∈ 𝐷) інтеграл має одне і те ж числове значення. В 

цьому випадку користуються записом: 

∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.
(𝑥2;𝑦2)

(𝑥1;𝑦1)

 

Поняття незалежності криволінійного інтеграла 

∫𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝐿

 

в деякій однозв’язній  області  𝐺  тривимірного простору  𝑅3 від  форми кривої 

вводиться аналогічно. 

 

2. Легко довести, що при виконанні умов приведеної вище теореми, існує 

функція 𝑈(𝑥, 𝑦), для якої справедлива рівність  

𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 𝑑𝑈(𝑥, 𝑦), 

тобто підінтегральний вираз є повним диференціалом  функції  (первісної) 

𝑈(𝑥, 𝑦).  

 

Наслідок. Якщо виконуються умови теореми про незалежність 

криволінійного інтеграла ІІ-го роду від шляху інтегрування 𝐿, то справедлива 

рівність  



∮𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = 0  при 𝐿 є 𝐷.
𝐿

 

 

 Формула Гріна 

Формула Гріна дає можливість криволінійний інтеграл ІІ роду по 

замкнутому контуру 𝐿 звести до подвійного інтеграла по області 𝐷𝑥𝑦, що 

обмежується контуром  𝐿. 

 

Розглянемо однозв’язну область 𝐷𝑥𝑦  є 𝑅2, яка обмежується замкнутим 

кусково-гладким контуром  L (Рис.). Обхід контура здійснюватимемо проти 

годинникової стрілки ( позначатимемо 𝐿+ ≡ 𝐿). 

 

 

Теорема. Нехай виконуються умови: 

1. Однозв’язна область 𝐷𝑥𝑦 правильна у напрямку осей 𝑂𝑋 і 𝑂𝑌; 

2. Область 𝐷𝑥𝑦 обмежена гладким або кусково-гладким контуром 𝐿; 

3. Функції  𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦),
𝜕𝑃

𝜕𝑦
,

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 неперервні в області 𝐷𝑥𝑦. 

Тоді справедлива формула Гріна 



  ∮ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =  ∬ [
𝐷𝑥𝑦𝐿

𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 

𝜕𝑃

𝜕𝑦
]𝑑𝑥𝑑𝑦. (14) 

► Розглянемо випадок (Рис.), коли область 𝐷𝑥𝑦 задається умовами: 

𝛹1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤  𝛹2(𝑦),      𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑; 

контур 𝐿+ = 𝐿 = 𝐴𝑀𝐵𝐾𝐴, дуга 𝐴𝑀𝐵 описується функцією 𝑥 = 𝛹2(𝑦), дуга 

𝐵𝐾𝐴 – функцією 𝑥 = 𝛹1(𝑦). 

Тоді 

∬
𝜕𝑄

𝜕𝑥
 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =  ∫ 𝑑𝑦 ∫

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 𝑑𝑥 = 

𝛹2(𝑦)

𝛹1(𝑦)

𝑑

𝑐𝐷𝑥𝑦
  

= ∫ [𝑄(𝑥, 𝑦) |
𝛹2(𝑦)

𝛹1(𝑦)
𝑑

𝑐
] 𝑑𝑦 =  ∫ [𝑄(

𝑑

𝑐
𝛹2(𝑦), 𝑦) − 𝑄(𝛹1(𝑦), 𝑦)]𝑑𝑦 =  

=  ∫ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 −  ∫ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =
𝐴𝐾𝐵𝐴𝑀𝐵

  

= ∫ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 +  ∫ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =  ∮ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.
𝐿+𝐵𝐾𝐴𝐴𝑀𝐵

 (15) 

Аналогічно можна довести, що 

− ∬
𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  ∮ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥.

𝐿+𝐷𝑥𝑦
 (16) 

Склавши рівності (15) і (16), одержимо формулу Гріна (14). 

 

Зауваження. Якщо область 𝐷 має більш складний вигляд (не є 

правильною відносно осей 𝑂𝑋 і 𝑂𝑌), то цю область потрібно розбити на 

декілька частин, до яких можна застосувати приведену формулу Гріна, а потім 

знову вернутися до початкової області ( всіх деталей цього процесу ми тут не 

приводимо). 

 

Приклад. Обчислити інтеграл 

𝐼 =  ∮ (𝑥2
𝐿

− 3𝑦 + 4) 𝑑𝑥 + (2𝑥 +  𝑦3 − 1) 𝑑𝑦,  

якщо контур 𝐿 задається рівнянням еліпса  
𝑥2

𝑎2 +  
𝑦2

𝑏2 = 1. 

► Застосуємо формулу Гріна.  Областю 𝐷𝑥𝑦  буде частина площини 𝑋О𝑌, 

обмежена еліпсом, включаючи границю (Рис.). 



 

Отже,  𝐷𝑥𝑦 :  
𝑥2

𝑎2 +  
𝑦2

𝑏2 ≤ 1. 

Тоді 

𝐼 =  ∬ [
𝐷𝑥𝑦

𝜕(2𝑥 + 𝑦3 − 1)

𝜕𝑥
−  

𝜕(𝑥2 − 3𝑦 + 4)

𝜕𝑦
] 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 

= ∬ (2 + 3)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 5 ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 5𝜋𝑎𝑏
𝐷𝑥𝑦𝐷𝑥𝑦

, 

оскільки площа еліпса  
𝑥2

𝑎2 + 
𝑦2

𝑏2 = 1, як відомо, дорівнює 𝜋𝑎𝑏.◄ 

 

ПОСИЛАННЯ ДО ЛЕКЦІЇ: 

https://www.youtube.com/watch?v=6d9VM6rtjxQ 

https://www.youtube.com/watch?v=zVbku4JdJUs 

https://www.youtube.com/watch?v=qUhRaEHfUdA 

https://www.youtube.com/watch?v=agFXvao5ZBc  

https://www.youtube.com/watch?v=6d9VM6rtjxQ
https://www.youtube.com/watch?v=zVbku4JdJUs
https://www.youtube.com/watch?v=qUhRaEHfUdA
https://www.youtube.com/watch?v=agFXvao5ZBc

