
Контрольні завдання 

Завдання 1. Обчислити криволінійний інтеграл I-го роду за 

вказаними кривими 
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 1.11.  
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dlayx ;222  L - дуга спіралі Архімеда  a  от )0,0(A  до 

),( 2 aaB ; 

 1.12.  

L

dlyx 22 ; L  - верхня половина кардіоїди )cos1(  a ; 
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L

dlyx 22 ; L - дуга лемніскати )
4

0(,2cos


 a ; 

 1.14. dlyx

L

  2
3

22 )( ; L - дуга лемніскати )
2

0(,2sin


 a ; 

 1.15. dl
x

y
yx

L

  arctg22 ; L - дуга лемніскати )
4

0(,2cos


 a ; 



 1.16.  

L

dlx
a

b
y

b

a 2

2

2
2

2

2

; L - дуга еліпса )
2

0(,sin,cos

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 1.17. 
L

ydl ; L - перша арка циклоїди )cos1(3),sin(3 tyttx  ; 

 1.18.  

L

dlzyx )32( ; L - відрізок прямий між точками 

)1,5,3(),1,3,1(  BA ; 
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)8,3,5(),6,1,4( BA ; 
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 1.21.  
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dlxzy 941 ; L - дуга кривої )10(,,, 32  ttztytx ; 

 1.22. 

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xdlye ; L - дуга кривої )10(,8arctg2),1ln( 2  tttytx ; 

 1.23.  

L
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 1.25.  

L

dlzyx )( 222 ; L - дуга гвинтової лінії 

)20(,,sin,cos  tbtztaytax  

 1.26. 
L

xydl ; L - дуга еліпса )
2

0(,sin,cos


 ttbytax ; 

 1.27. 
L

zdl ; L - дуга конічної гвинтової лінії 

)0(,,sin,cos  ttzttyttx ; 

 1.28. 
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 1.29.  

L

dlyx 22 ; L - коло Rxyx  22  

 1.30.  

L

dlyx 222 ; L - коло xzazyx  ,2222 ; 



Завдання 2. Застосування криволінійних інтегралів І-го роду 

 2.1. Обчислити статичний момент першого витка конічної гвинтової 

лінії tzttyttx  ,sin,cos  відносно площини XOY , якщо густина 

пропорційна квадрату відстані точки до цієї площини. 

 2.2. Знайти координати центру ваги дуги гвинтової лінії 

)0(,,sin,cos  tbtztaytax , якщо в кожній її точці лінійна 

щільність пропорційна аплікаті цієї точки. 

 2.3. Знайти координати центру ваги однорідної дуги кривої 

)0(,,sin,cos  tezteytex ttt . 

 2.4. Знайти координати центру ваги однорідної дуги гвинтової лінії 

)0(,,sin,cos  tbtztaytax . 

 2.5. Знайти координати центру ваги однорідної дуги циклоїди 

)20(),cos1(),sin(  ttayttax . 

 

Обчислити довжини дуг у задачах 6-15 
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Знайти масу матеріальної дуги у задачах 16 – 26 
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Обчислити значення криволінійного інтегралу I-го роду 

 2.27. ,1 4
 

L

dlx    4
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1
: xyL             )21(  x ; 

 2.28.  

L

dlx ,1 2    02: 2  xyL         )31(  x ; 

 2.29.  

L

dlzyx )( ,  L - відрізок прямий між точками )0,0,0(A  и )1,1,1(B ; 

 2.30.  
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dlyx )( ,  L - контур трикутника ),(O),,(B),,(A,ABO 001001 . 

Завдання 3. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду 

вздовж заданої лінії  L. Зробити відповідний рисунок. 

 

3.1. ∮ 𝑥3𝑦𝑑𝑥 +
𝐿

𝑦3𝑥𝑑𝑦, 𝐿: контур ∆ АВС, А(−3; −1), В(0; 2), С(3; −1);  

 

3. 2. ∮ 𝑥𝑑𝑥 + 𝑧2𝑑𝑧,
𝐿

  𝐿:  𝑥2 + 𝑧2 = 4;   

 

3.3. ∫ (𝑥2 + 4𝑦)𝑑𝑥 + (
𝐿 √𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦, 𝐿:  𝑦 = 𝑥4

4⁄ , 𝑥𝜖[−1; 2];  

 

3.4. ∮ 𝑦2𝑑𝑦 + 𝑧𝑑𝑧
𝐿

, 𝐿:  𝑦2 + 𝑧2 = 1;  

 

3.5. ∫ (2𝑦 − 6𝑥2)𝑑𝑥 +
𝑂𝐴

(𝑥 + 4𝑦2)𝑑𝑦, 𝐿:  𝑦 =
1

2
𝑥3, 𝑂(0; 0), 𝐴(2; 4);  



 

3.6. ∮ 𝑦𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦
𝐿

, 𝐿:  𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑡𝜖[0; 2𝜋];   

 

3.7. ∫
𝑦𝑑𝑥−𝑥𝑑𝑦

𝑦2𝐿
, 𝐿:  відрізок 𝐴𝐵, 𝐴(1; 2), 𝐵(2; 1);   

 

3.8. ∮ (3𝑥2 + 𝑦)𝑑𝑥 +
∆𝐴𝐵𝐶

(𝑥 − 2𝑦2)𝑑𝑦, 𝐿: ∆𝐴𝐵𝐶, 𝐴(0; 0), 𝐵(1; 0), 𝐶(0; 1);   

 

3.9. ∮ (𝑥3 − 𝑦3)𝑑𝑥 +
𝐿

(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦, 𝐿: контур прямокутника 𝐴𝐵𝐶𝐷, 

𝐴(−1; −2), 𝐵(3; −2), 𝐶(3; 2), 𝐷(−1; 2);   
 

3.10. ∫ (𝑦2 − 𝑧2)𝑑𝑥 + 2𝑦𝑧𝑑𝑦 −
𝐴𝐵

𝑥2𝑑𝑧, 𝐿: 𝑥 = 𝑡, 𝑦 = 𝑡2, 𝑧 = 𝑡3,  𝐴(0; 0; 0),

𝐵(1; 1; 1); 
 

3.11. ∫ 𝑥2𝑑𝑥 − 𝑦2𝑑𝑦
𝐿

, 𝐿: 𝑥 = 𝑅𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 𝑅𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑡𝜖[0; 𝜋];  

 

3.12. ∫ (𝑥𝑦 + 1)𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
𝐿

, 𝐿:  𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥, 𝑥𝜖[−𝜋
2⁄ , 𝜋

2⁄ ];  

 

3.13. ∮ 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥
𝐿

, 𝐿: 𝑥 = 𝑎𝑐𝑜𝑠3𝑡, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛3𝑡;  

 

3.14. ∫ (𝑥2 + 1)𝑑𝑥 + 𝑧𝑑𝑦 + (𝑦 − 2)𝑑𝑧
𝐿

, 𝐿: 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑧 = 𝑡, 𝑡𝜖[0; 𝜋]; 

 

3.15. ∫ 𝑦2𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦
𝐴𝐵

, 𝐿:  𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝐴(1; 0), 𝐵(0; 1);  

 

3.16. ∫ 𝑦2𝑑𝑥 +
𝑂𝐴

𝑥√𝑥𝑑𝑦, 𝐿:  𝑦 = √𝑥, 𝑂(0; 0), 𝐴(4; 2);  

 

3.17. ∫ (𝑦2 − 20)𝑑𝑥 + (𝑥2 − 25)𝑑𝑦
𝐿

, 𝐿:  ломана лінія АВС, А(−2; 1), В(1; 4),

С(5; 0); 
 

3.18. ∮ (𝑦3 − 𝑥2)𝑑𝑥 +
𝐿

(𝑦2 + 𝑥)𝑑𝑦,   𝐿:  замкнений контур, утворений 

кривою   𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥  та відрізком𝑦 = 0,   𝑥 ∈ [− 𝜋
2⁄ , 𝜋

2⁄ ]; 

 

3.19. ∫ 𝑥𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑥
𝐿

, 𝐿:  𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦 = 3𝑠𝑖𝑛𝑡, 𝑡𝜖[0; 𝜋];  

 

3.20. ∫ (𝑦3 − 3𝑥)𝑑𝑥 +
𝐴𝐵

𝑥√𝑥𝑑𝑦, 𝐿:  𝑦2 = 𝑥, 𝑦 ≤ 0, 𝐴(1; −1), 𝐵(4; −2);  

 

3.21. ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝐿

 , 𝐿:  𝑥 = 𝑎(𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡), 𝑦 = 𝑎(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡), 𝑡𝜖[0; 2𝜋];  

 



3.22. ∫ (𝑥2 + √𝑦3 )𝑑𝑥 +
𝐿

(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦, 𝐿:  𝑦 = 𝑥3, 𝑥𝜖[−1; 2];  

 

3.23. ∫ (𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑥 + 2𝑥𝑧𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑧
𝐴𝐵

, 𝐿: 𝑥 = 𝑡, 𝑦 = 𝑡2, 𝑧 = 𝑡3,  𝐴(0; 0; 0),

𝐵(1; 1; 1); 

3.24.  ∫ (1 + 𝑦3)𝑑𝑥 +
𝐿

(𝑥5 + 𝑦)𝑑𝑦, 𝐿:  𝑦 = √2𝑥53
, 𝑥𝜖[−2; 2];  

 

3.25. ∫ (𝑥3 + 2𝑦)𝑑𝑥 + (𝑦2 − 2𝑥)𝑑𝑦
𝐿

, 𝐿:  𝑥2

𝑎2⁄ +
𝑦2

𝑏2⁄ = 1, 𝑥 ≥ 0;  

 

3.26. ∫ 𝑥𝑦𝑑𝑥 + (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
𝐿

, 𝐿:  𝑦 =  2𝑥 + 1, 𝑥𝜖[0; 2];  

 

3.27. ∫ 𝑦2𝑑𝑥 +
𝐴𝐵

2𝑥𝑦𝑑𝑦, 𝐿:  𝑦 = √𝑥
3

, 𝐴(0; 0), 𝐵(1; 1);  

 

3.28. ∫ (𝑥2 + 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑦2 − 𝑧)𝑑𝑦 + (𝑥𝑦 + 𝑧)𝑑𝑧
𝐿

,  𝐿:  відрізок  АВ,

А(1; −2; −4), В(5; 4; 6);  
 

3.29. ∫ (𝑥2 + 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥3 − 2𝑦)𝑑𝑦
𝐿

, 𝐿: 𝑦 = √3𝑥3, 𝑥𝜖[0; 3];  

 

3.30. ∫ 𝑦𝑑𝑥 + 2𝑑𝑦
𝐴𝐵

, 𝐿:  𝑦 = 𝑥2, 𝐴(0; 0), 𝐵(1; 1).  

Завдання 4. За допомогою криволінійного інтегралу другого роду 

обчислити:  

Знайти роботу, яка виконона силою ),( QPF


. 

 

4.1. 𝐹(𝑥, 𝑦) = (2 𝑥2–  3𝑦)𝑖  + (2 𝑦2 − 3𝑥)𝑗 вздовж відрізка 𝑦 =  2𝑥 +
 3 від 𝐴(0,3) до 𝐵(1,5)  

 

4.2. 𝐹(𝑥, 𝑦) = (2 𝑥2 + 5𝑦)𝑖  + (2 𝑦2 + 5𝑥)𝑗 вздовж відрізка  3𝑥 +

 2𝑦2 = 1 від 𝐴(−5, √8) до 𝐵(−1, √2)  

 

4.3. 𝐹(𝑥, 𝑦) = ( 𝑥3)𝑖 − (𝑦3)𝑗 вздовж відрізка  𝑦 = √9 − 𝑥2 від 𝐴(0,3) 

до 𝐵(3,0) 

 

4.4. 𝐹(𝑥, 𝑦) = ( 𝑥2 + 𝑦 + 𝑧)𝑖 + (𝑧2)𝑗 + ( 𝑥 + 𝑦2)𝑘⃗⃗ вздовж відрізка 

прямої від )0,1,2(A до )1,3,4(B ; 

 



4.5. 𝐹(𝑥, 𝑦) = ( 𝑥2)𝑖 + (𝑥 + 𝑧)𝑗 + ( 𝑥𝑦)𝑘⃗⃗ вздовж 𝐿: 𝑥 = sin 𝑡, 𝑦 =

sin2 𝑡, 𝑧 = sin3 𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
 

 

4.6. 𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑧)𝑖 + (𝑦)𝑗 + ( 𝑥2 − 𝑦2)𝑘⃗⃗ вздовж 𝐿: 𝑥 = ch 𝑡, 𝑦 = sh 𝑡, 

𝑧 = 𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

 

4.7. 𝐹(𝑥, 𝑦) = ( 𝑧)𝑖 + (𝑥)𝑗 + ( 
𝑥𝑦

2
) 𝑘⃗⃗ вздовж 𝐿: 𝑥 = t cos 𝑡, 𝑦 = 𝑡 sin 𝑡, 

𝑧 = 𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
 

 

4.8. 𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦)𝑖 + (𝑥 − 𝑦)𝑗 вздовж 𝐿: 𝑥 = 2 cos 𝑡, 𝑦 = 2 sin 𝑡, 

0 ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
 

4.9. 𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑦2)𝑖 + (𝑥𝑦)𝑗 вздовж 𝐿: 𝑥 = 2 cos 𝑡, 𝑦 = 3 sin 𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
 

4.10. 𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑦)𝑖 + (𝑥2)𝑗 + ( 𝑧)𝑘⃗⃗ вздовж 𝐿: 𝑥 = 𝑡, 𝑦 = 𝑡3, 𝑧 = 𝑡5, 

0 ≤ 𝑡 ≤ 1 
 

4.11. ),
1

;(
2y

xF


 вздовж дуги кривої )41(,1  xxy ; 

 4.12. ),;(sin 22 yxF


 вздовж дуги кривої )0(cos  xxy ; 

 4. )),();(( 22 yxyxF 


 вздовж відрізка )1,1(A  )2,0(B ;  

 4.14. );( xyF 


, вздовж дуги кривої )
2

0(,sin,cos 33 
 ttaytax ; 

 4.15. ),
2

);((
2x

xxyF 


 вздовж дуги кривої xy 2  від )0,0(A  до )2,1(B ; 

 4.16. ))2();(( 2 xxyyyF 


, вздовж дуги кривої ,922  yx  від )0,3(A  до 

)0,3(B ; 

 

Перевірити, що підінтегральний вираз є повним диференціалом 

функції ),( yxu , знайти цю функцію 

 4.17.   dyexdxex yy )1(3 32 ; 

 4.18.   dy
y

x
yxdx

y

x
xy )()(

3

2
2

2

2 ; 

 4.19. 


 dy
x

xy
dx

x

y 1
2

; 



 4.20.    dyyxdxyxx )cos(2)cos(22sin ; 

 4.21. 


 dy
y

yx

y

dx
2

2

; 

 4.22. dy
y

xyxdx
x

xyy  )
1

coscos()
1

sin(sin ; 

 4.23.   dyxeydxe yy )(cos ; 

 4.24.   dyxxydx
x

y
y )tg2()

cos
(

2

2 ; 

 4.25.   dyyxxdxyyx )32()323( 232 ; 

 

Застосувавши формулу Гріна обчислити інтеграл 

 4.26. 22222 :,)1()1( RyxLdyyxydxx

L

 ; 

 4.27. 1:,)()(
2

2

2

2


b

y

a

x
Ldyyxdxyx

L

; 

 4.28.   222)( :,2sin2cos
22

ayxLxydyxydxe

L

yx 
 ; 

 4.29. axyxLdyyxxydxyxxy

L


22:,)()( ; 

 4.30. :,)465()534( 23 Ldyyxyxdxyyx

L

   контур трикутника 

)3,1(),2,2(),1,1( CBA . 

  


