
Контрольні завдання 

 

Завдання 5. Застосовуючи поверхневі інтеграли першого роду, розв’язати 

задачі. Зробити схематичний рисунок поверхні σ та області, по якій проводиться 

інтегрування у відповідному подвійному інтегралі. 

 

5.1. Обчислити  ∬ (𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧)𝑑𝜎,
𝜎

 якщо 𝜎:  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2, 𝑧 ≥ 0;  

 
5.2. Обчислити  ∬ 𝑥2𝑑𝜎

𝜎
, коли  𝜎: 𝑦 = 𝑥2 + 𝑦2  при  0 ≤ 𝑦 ≤ 2;   

 
5.3. Знайти площу поверхні сфери  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2;  

 
5.4. Обчислити  ∬ 𝑦𝑧𝑑𝜎

𝜎
, коли  𝜎:  𝑥 = 𝑦2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 9, 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ;  

 
5.5. Знайти площу частини сфери  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2, 0 < ℎ ≤ 𝑧 ≤ 𝑅  

ℎ, 𝑅 –  постійні (площа сферичного сегмента); 
 

5.6. Обчислити   ∬ 𝑧3𝑑𝜎
𝜎

, якщо  𝜎:   𝑦2 = 𝑥2 + 𝑧2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 4;   

 
5.7. Знайти площу частини сфери  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2, 0 < ℎ ≤ 𝑧 ≤ 𝐻 < 𝑅,  

ℎ, 𝐻 –  постійні (площа сферичного пояса); 
 

5.8.   Обчислити площу  бокової поверхні прямого кругового конуса   
з висотою Н і радіусом основи  𝑅, розглянувши частину поверхні 𝜎:    

     𝑧 =
𝐻

𝑅
√𝑥2 + 𝑦2;  

 
5.9. Обчислити  площу поверхні параболоїда  𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2  при  0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ, 
     ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;  

 

5.10. Обчислити  ∬ (𝑦2 + 2𝑧2)𝑑𝜎
𝜎

, якщо  𝜎:  𝑦 = √𝑅2 − 𝑥2 − 𝑧2;  

 

5.11. Обчислити  ∬ 𝑥𝑦𝑑𝜎
𝜎

, коли  𝜎:  𝑧 = 3√
𝑥2

4
+ 𝑦2,    

0 ≤ 𝑧 ≤ 3, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0; 
 

5.12. Обчислити  ∬ (3𝑥 + 𝑦 + 2𝑧)𝑑𝜎
𝜎

, коли  𝜎:   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 при 𝑧 ≥ 0;  

 

5.13. Обчислити  ∬ 𝑥𝑑𝜎
𝜎

, якщо  𝜎:   𝑧 = √𝑥2 +
𝑦2

9
⁄ , 0 ≤ 𝑧 ≤ 4, 𝑥 ≥ 0;  

5.14. Обчислити  ∬ 𝑥𝑦𝑧𝑑𝜎
𝜎

, де  𝜎 −  частина поверхні конуса  𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2,  



розміщена між площинами  𝑧 = 1 і 𝑧 = 4; 
 

5.15. Обчислити  ∬ (𝑦2 − 𝑥2)𝑑𝜎
𝜎

, якщо  𝜎:    𝑦 = −√𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2;  

 
5.16. Обчислити  ∬ (𝑥 − 𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝜎

𝜎
, де  𝜎 −  частина поверхні конуса    

𝑥2 = 𝑦2 + 𝑧2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, 𝑎 −  постійна; 
 

5.17. Обчислити  ∬ (4𝑧2 + 𝑦)𝑑𝜎
𝜎

, якщо  𝜎:    − 3𝑥 + 6𝑦 + 2𝑧 = 6,     

−2 ≤ 𝑥 ≤ 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, 0 ≤ 𝑧 ≤ 3; 
 

5.18. Обчислити  ∬ (3𝑥2 + 𝑦 −
𝜎

𝑧3)𝑑𝜎,   де  𝜎 −  поверхня конуса 𝑦2 = 𝑥2 +

𝑧2  

при  4 ≤ 𝑦 ≤ 9; 
 

5.19. Обчислити  ∬ 𝑧2𝑑𝜎
𝜎

, коли  𝜎:    𝑦 = 𝑥2 + 𝑧2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 3;   

 

5.20. Обчислити  ∬ (√𝑦 − 𝑧2)𝑑𝜎
𝜎

,   де  𝜎 − частина циліндричної поверхні    

     𝑦 = 𝑥2 при   0 ≤ 𝑥 ≤ 2,    0 ≤ 𝑧 ≤ 3; 
 

5.21. Обчислити  ∬ 𝑥2𝑑𝜎
𝜎

, коли  𝜎:    𝑦 = √𝑥2 + 𝑧2,   0 ≤ 𝑦 ≤ 2;  

 
5.22. Обчислити  ∬ (𝑥2𝑦 − 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧2)𝑑𝜎

𝜎
,   

якщо  𝜎 −  повна бокова поверхня циліндра  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2  при     
0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ,   𝑅, ℎ −  постійні;  

 
5.23. Обчислити  ∬ 𝑥2𝑦𝑧𝑑𝜎

𝜎
, коли  𝜎:    2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 4 = 0, 𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≤ 0,   

0 ≤ 𝑧 ≤ 4; 
 

5.24. Обчислити  ∬ (𝑥𝑦2𝑧2 + 𝑧𝑦4)𝑑𝜎
𝜎

, якщо  𝜎 −

 частина поверхні циліндра   
𝑥2 + 𝑧2 = 𝑅2  при  − ℎ ≤ 𝑦 ≤ ℎ, 𝑥 ≥ 0, 𝑅, ℎ −  постійні; 

 
5.25. Обчислити  ∬ 𝑥𝑑𝜎

𝜎
, коли  𝜎:    𝑥 = 𝑦2 + 𝑧2,   0 ≤ 𝑥 ≤ 2;  

 
5.26. Обчислити  ∬ 𝑥2𝑦𝑧(

𝜎
𝑥𝑦 + 𝑧)𝑑𝜎,       якщо  𝜎 −  повна бокова поверхня   

циліндра   𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2  при  0 ≤ 𝑥 ≤ ℎ, 𝑅, ℎ −  постійні;  
 

5.27. Обчислити  ∬ 𝑦𝑧𝑑𝜎,
𝜎

  коли  𝜎:    𝑥 = 𝑦2 + 𝑧2, 1 ≤ 𝑥 ≤ 4;  

5.28. Обчислити  ∬ (𝑧3 + 𝑥𝑦)𝑑𝜎
𝜎

,   якщо  𝜎 −

 частина циліндричної поверхні   
𝑥 = 𝑦2  при  0 ≤ 𝑦 ≤ 2, 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ, ℎ −  стала; 



 
5.29. Обчислити  ∬ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝜎,

𝜎
  коли  𝜎:  𝑦2 + 𝑧2 = 9, −1 ≤ 𝑥 ≤ 2,   𝑧 ≥ 0;  

 
5.30. Обчислити  ∬ (𝑦3 − 𝑥(𝑧 − 𝑦) + 𝑧2)𝑑𝜎

𝜎
, якщо  𝜎 −  поверхня конуса   

𝑥2 = 𝑦2 + 𝑧2  при  1 ≤ 𝑥 ≤ 5. 

 

Завдання 6. Застосовуючи поверхневі інтеграли другого роду,  

розв’язати задачі. В кожному завданні зробити схематичний рисунок 

поверхні σ з виділенням вказаної сторони поверхні нормаллю n ̅ та 

зображенням областей D, по яких проводиться інтегрування у 

відповідних подвійних інтегралах. 

 

6.1. ∬ √1 + 𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧
𝜎

+ 𝑧𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑥𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑦,    

𝜎: внутрішня частина циліндричної поверхні  𝑦 = 𝑥2 при    
−1 ≤ 𝑥 ≤ 2, 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ, ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;  
 

6.2. ∬ 𝑥𝑧𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 − 𝑧𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

, 𝜎:  верхня частина площини   

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2  при  𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0;   
 

6.3.  ∬ 𝑦2𝑥𝑧𝑑𝑦𝑑𝑧 + (𝑥 + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

, 𝜎:  внутрішня частина    

циліндричної поверхні  𝑥 = 𝑦2 при  − 2 ≤ 𝑦 ≤ 2, 0 ≤ 𝑧 ≤ 1;  
 

6.4. ∬ 𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

, 𝜎:  зовнішня частина конуса  

𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2  при   − ℎ ≤ 𝑧 ≤ 0,   ℎ > 0;  
 

6.5. ∬ 3𝑥𝑧𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑧
𝜎

+ 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝜎:  зовнішня частина поверхні  

𝑦 = 𝑥2  при  0 ≤ 𝑦 ≤ 4, 0 ≤ 𝑧 ≤ 3;  
 

6.6.  ∬ 𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + (2 + 3𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑧
𝜎

+ 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝜎:  зовнішня частина параболоїда  

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2  при   0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑎2;  
 

7.  ∬
𝑥2𝑧2

𝑦2
𝜎

𝑑𝑦𝑑𝑧 +
𝑧

1 + 𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑧

+ 𝑑𝑥𝑑𝑦,   𝜎:  зовнішня сторона циліндричної  
поверхні  𝑥 = 𝑦2  при  − 1 ≤ 𝑦 ≤ 2, 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ;  

 
6.8.  ∬ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑧 + (𝑦 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + (𝑥 + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦,   

𝜎
якщо  𝜎 −  частина   

внутрішньої сторони поверхні конуса  𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2  при   
0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ, 𝑥 ≥ 0, ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;  

 
6.9. ∬ 𝑥𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧 + (𝑦 + 𝑧)

𝜎
𝑑𝑥𝑑𝑧 − 𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝜎:  верхня частина площини   



6𝑥 − 4𝑦 + 3𝑧 = 12  при  𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≤ 0, 𝑧 ≥ 0;  
 

6.10.  ∬
𝑥2𝑦2

𝑧2𝜎
𝑑𝑥𝑑𝑦, коли  𝜎 −  внутрішня сторона поверхні конуса   

𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2 при  0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑎, 𝑎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;  
 

6.11.  ∬ (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑧 + (𝑥 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑦𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦,
𝜎

  якщо  𝜎 −   нижня сторона   

площини  4𝑥 − 12𝑦 − 3𝑧 = 12  при 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≤ 0, 𝑧 ≤ 0;  
 

6.12.  ∬ (𝑧3 + 𝑥2𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑥(𝑥𝑧 + 1)𝑑𝑥𝑑𝑧 − 𝑥𝑦𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦,
𝜎

  коли  𝜎 −  внутрішня   

бокова поверхня циліндра  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2, 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ, 𝑎, ℎ − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;  
 

6.13.  ∬ 𝑥𝑦𝑧2𝑑𝑦𝑑𝑧 +
𝜎

𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦,   𝜎:  зовнішня частина поверхні   

параболоїда  𝑦 = 𝑥2 + 𝑧2  при  0 ≤ 𝑦 ≤ 2;  
 

6.14.  ∬ 𝑥𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝑦𝑧𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦,
𝜎

  якщо  𝜎 −   нижня частина площини   

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3  при  𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0;  
 

6.15.  ∬ (𝑦 + 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 + (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑥2𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

, 𝜎:  внутрішня частина   

поверхні параболоїда  𝑦 = 𝑥2 + 𝑧2,   0 ≤ 𝑦 ≤ 3;  

 

 6.16. 


 ,dxdy)zyx( 222 55  - верхня сторона поверхні 

,yxz 224   яка вирізана поверхнею  22 yxz  ; 

 6.17. 


 ,dxdy)zyx( 222 3  2022  z,z,yxz ; (верхня сторона 

конуса) 

 6.18. 0,
916

4:,
916

2222



















z
yx

zdxdy
yx

; (нижня сторона 

параболоїда) 

 6.19. 3,0,6,6:,)62( 222 


xxzzydxdyzyx ; (зовнішня 

сторона циліндра) 

 6.20. 1
94

,06:,)432(
22




yx
zyxdxdyzyx ; (верхня сторона 

площини, яка вирізана циліндром) 

 6.21. 2,0,9:,)( 222 


zzyxdydzzx ; (зовнішня сторона 

циліндра, відтятого площинами) 



 6.22. 2222222 ,1:,)( zxyzxydxdyzyx 


; (зовнішня 

сторона півсфери, яка вирізана конусом) 

 6.23. yzbzyzyyzxdydzzyx 2222442 2)(,0,0,:,)2( 


; 

(зовнішня сторона поверхні, яка вирізана циліндром) 

 
6.24. ∬ 𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑥𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑧

𝜎
+ 𝑥2𝑑𝑥𝑑𝑦,   коли  𝜎 −

  внутрішня бокова поверхня  
циліндра  𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2, 𝑦 ≥ 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 4;  

 
6.25.  ∬ (𝑧2 − 𝑦2)𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝑥𝑦(𝑦 + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑥𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜎
, де  𝜎 −   зовнішня   

поверхня півсфери  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2  при  𝑥 ≤ 0;   
 

6.26.  ∬ 𝑦𝑧2𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑦2𝑧𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

, якщо  𝜎 −  внутрішня бокова   

поверхня циліндра  𝑥2 + 𝑧2 = 𝑅2  при  𝑥 ≥ 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2;  
 

6.27.  ∬ (𝑦2 − 𝑧2)𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

,   коли  𝜎 −  зовнішня поверхня   

еліпсоїда  𝑥2 +
𝑦2

4
+

𝑧2

9
= 1 при  𝑧 ≥ 0;   

 
6.28.  ∬ 𝑥𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑥𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑧 − 𝑦3𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜎
, коли  𝜎 −  зовнішня частина   

півсфери  𝑦 = −√𝑅2 − 𝑥2 − 𝑧2;  
 

6.29.  ∬ 𝑦(𝑧 − 𝑥)𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑥2𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑦(𝑥 + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

,   де  𝜎 −

 зовнішня частина  

поверхні  еліпсоїда  
𝑥2

4
+ 𝑦2 +

𝑧2

9
= 1  при  𝑦 ≤ 0;  

 
6.30.  ∬ 𝑧(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑧3𝑑𝑥𝑑𝑧 + (𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜎
, якщо  𝜎 −  нижня   

внутрішня частина поверхні еліпсоїда  
𝑥2

4
+

𝑦2

9
+ 𝑧2 = 1  (𝑧 ≤ 0).  

 


