
5. КРИВОЛІНІЙНІ ІНТЕГРАЛИ 

 

 5.3 Геометричні та механічні застосування застосування 

криволінійних інтегралів 

 

1. Нехай у площині 𝑂𝑥𝑦 задано кусково-гладку криву 𝐴𝐵 , замкнену чи не 

замкнену, і на цій кривій визначено неперервну функцію 𝑓 (𝑥, 𝑦). За допомогою 

криволінійного інтеграл першого роду наступні геометричні величини можуть 

бути знайдені: 

Криволінійний інтеграл першого роду від одиничної функцію 𝑓 (𝑥, 𝑦) ≡ 1 

вздовж кривої 𝐴𝐵 застосовується для обчислення довжини l дуги кривої AB за 

формулою: 
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 Приклад. Знайти довжину дуги 𝑦 = 𝑐ℎ𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤  𝑙𝑛2 (ланцюгова лінія). 

 Згідно з формулою маємо: 

 
 

 Зауваження: Зазначені вище формули узагальнюються на випадок кривої 

що задана у просторі. 

 

 Приклад. Знайти довжину одного витка гвинтової лінії, що задана 

параметричними рівняннями: 𝑥(𝑡)  =  3𝑐𝑜𝑠𝑡 , 𝑦(𝑡 )  =  3𝑠𝑖𝑛𝑡 , 𝑧 =  3𝑡 . 

 
 2. Площу частини циліндричної поверхні, визначеної функцією 𝑧 =

 𝑓 (𝑥, 𝑦), з твірними паралельними осі 𝑂𝑧 і напрямною кривою 𝐴𝐵 ∈ 𝑂𝑥𝑦 

описують формулою 



𝑆цил.пов =  ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙

𝐿

 

 Приклад. 

 

 
 Деякі механічні застосування криволійних інтегралів першого роду 

 

 3. Маса кривої. Нехай вздовж неоднорідної матеріальної кривої 𝐴𝐵 

розподілено масу з густиною 𝛾(𝑥, 𝑦) (𝛾(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0), тоді масу кривої 

обчислюють за формулою 

𝑚 =  ∫ 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙

𝐿

 

 



𝑚 =  ∫ 𝛾(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))√(𝑥′
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𝑚 =  ∫ 𝛾(𝑥, 𝑦(𝑥))√1 + (𝑦′
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𝑚 =  ∫ 𝛾(𝜌 cos 𝜑 , 𝜌 sin 𝜑)√(𝜌(𝜑))2 + (𝜌′
𝜑
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4. Статичні моменти 𝑀𝑥 , 𝑀𝑦 плоскої кривої 𝐴𝐵 відносно осей 𝑂𝑥 і 𝑂𝑦  

обчислюють за формулами 

𝑀𝑥  =  ∫ 𝑦 ∙ 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙
𝐴𝐵

 , 

𝑀𝑦  =  ∫ 𝑥 ∙ 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙
𝐴𝐵

 ; 

5. Для координат 𝑥ц, 𝑦ц центра маси кривої 𝐴𝐵 маємо: 

𝑥ц =
𝑀𝑦

𝑚
 , 𝑦ц =  

𝑀𝑥

𝑚
 . 

6. Моменти інерції , 𝐼𝑥 та 𝐼𝑦 кривої 𝐴𝐵 ∈ 𝑂𝑥𝑦 відносно осей 𝑂𝑥 , 𝑂𝑦 

відповідно дорівнюють 

𝐼𝑥  =  ∫ 𝑦2 ∙ 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙
𝐴𝐵

, 

𝐼𝑦  =  ∫ 𝑥2 ∙ 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙

𝐴𝐵

 



 Полярний момент інерції обчислюється за формулою: 

𝐼О  = 𝐼𝑥  + 𝐼𝑦  =  ∫ (𝑥2 + 𝑦2) ∙ 𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑙

𝐴𝐵

 

Приклад. Знайти масу дуги 𝐴𝐵 параболи  𝑦 =  𝑥3 між точками 𝐴 й 𝐵 з 

абсцисами  𝑥𝐴 = 0, 𝑥𝐵 =  1, якщо лінійна густина матеріалу лінії  𝛾(𝑥, 𝑦)  =  𝑦. 

 

 

Застосування криволінійного інтеграла першого роду для просторових 

кривих аналогічно формулам наведеним вище для пласких кривих.  



Приклад. 

 

 

 

Застосування криволінійного інтеграла другого роду 

 

1. Площа плоскої області. Площу плоскої області 𝐷 можна обчислити за 

допомогою криволінійного інте грала другого роду вздовж межі 𝐿 цієї області 

за формулою 

𝑆 =
1

2
∮−𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦

𝐿

 



 2. Робота сили. Нехай сила 𝐹⃗  =  𝑃(𝑥, 𝑦)𝑖 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑗 виконує роботу 𝐴 по 

переміщенню матеріальної точки вздовж кривої 𝐿, причому функції 𝑃(𝑥, 𝑦) і 

𝑄(𝑥, 𝑦) неперервні в деякій області 𝐷 ∈  𝑅2 , що містить криву 𝐿. Тоді робота 

сили обчислюється за формулою: 

𝐴 = ∫𝑃(x, y)𝑑𝑥  +  𝑄(x, y)dy 
𝐿

 

 

𝐴 =  ∫𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐿

𝑑𝑧 

Приклад. Знайти роботу сили 𝐹⃗ ( 𝑥, 𝑦)  = {−𝑥2  −  𝑦2;  4𝑥}  при 

переміщенні матеріальної точки уздовж лінії  L : 𝑦 =  2 𝑥2 із точки 𝐴(0;  0) в 

точку 𝐵(2;  8). 

Розв'язання. 

 Робота 𝑊 , яка здійснюється силою 𝐹 ( 𝑥, 𝑦) , виражається криволінійним 

інтегралом  

 


