
Модуль 2: ЧИСЛОВІ ТА ФУНКЦІОНАЛЬНІ РЯДИ 

 

Теорія рядів займає дуже важливе місце в математичному аналізі. Перші 

дослідження в теорії рядів були ще у роботах Ньютона і Лейбніца (XVII ст.). 

Важливі результати з теорії рядів були одержані Ейлером, Гаусом, Коші та 

іншими математиками 

 Тема 1: ЧИСЛОВІ РЯДИ 

1.1 Основні поняття  

 

 Тобто можна доводити збіжність або розбіжність кожного ряду, а також 



обчислювати суму збіжного ряду, спираючись безпосередньо на означення 

збіжності і суми. А саме, в кожному випадку можна спробувати скласти 

аналітичний вираз для n-ї часткової суми ряду і знайти границю цього виразу 

при необмеженому зростанні n. Покажемо на прикладах як досліджується 

числовий ряд на збіжність за допомогою означення 3. 

 Приклад 1. Розглянемо ряд 

  

  

 Приклад 2. Розглянемо ряд 

  



  

 Приклад 3. Розглянемо ряд 

 

  

 

 1.2 Ряд геометричної прогресії 

 Ряд геометричної прогресії відіграє важливу роль при дослідженні 

числових рядів на збіжність. Він використовується як еталон для порівняння 

рядів. 



  

  

  

 

 1.3. Необхідна ознака збіжності ряду 

У розглянутих вище прикладах ми встановлювали збіжність або розбіжність 

ряду безпосереднім шляхом, користуючись означенням збіжності і формулою 



для n-ї часткової суми ряду. 

 Однак, у більшості випадків цей шлях виявляється незручним через 

труднощі явного обчислення часткової суми ряду 𝑆𝑛, знаходження компактної 

формули для неї і визначення границі послідовності {𝑆𝑛}. 

 У зв’язку з цим доцільно використовувати методи аналізу рядів, що 

дозволяють обчислити їх суми безпосередньо, без обчислення часткових сум, а 

також прийоми, що дозволяють установлювати збіжність і розбіжність рядів 

без знаходження їх сум (так звані ознаки збіжності рядів). 

 

 
 Доведення. Нехай ряд 𝑎1 +  𝑎2 + ⋯ +  𝑎𝑛 + ⋯ є збіжним, тобто має місце 

рівність lim
𝑛 →∞

𝑆𝑛 = 𝑆, де S – сума ряду.  

 Тоді має місце також рівність lim
𝑛 →∞

𝑆𝑛−1 = 𝑆, оскільки якщо 𝑛 → ∞ то й 

(𝑛 − 1)  → ∞.  

 Віднімаючи з першої рівності другу, одержимо lim
𝑛 →∞

𝑆𝑛 − lim
𝑛 →∞

𝑆𝑛−1 = 0 або 

lim
𝑛 →∞

(𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1) = 0. 

 Але 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 = 𝑎𝑛. Звідси, lim
𝑛 →∞

𝑎𝑛 = 0. Теорему доведено. 

 

 

 Цей наслідок дає достатню умову розбіжності ряду. 

 Приклад 4. Розглянемо ряд 

  



  

 Приклад 5. Розглянемо ряд ∑ 𝑛∞
𝑛=1 sin

1

𝑛
 

  
 

 Зауваження: Слід пам’ятати, що розглянута необхідна ознака збіжності 

ряду не є достатньою. Тобто з того, що n-й член ряду прямує до нуля при 𝑛 →

∞ ще не випливає, що ряд є збіжним. 

 

 Як приклад зауваження розглянемо так званий гармонічний ряд.  

 1.4. Гармонічний ряд 

 Означення: Гармонічним рядом називається ряд виду 

1 +
1

2
+

1

3
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Тут 

lim
𝑛 →∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛 →∞

1

𝑛
= 0

 



 

 

 

 

що суперечить рівності різниці часткових сум що записана раніше. Отже, 

гармонічний ряд є розбіжним.  

 Цей ряд часто використовується як еталон для порівняння рядів. 

 

 1.5. Критерій Коші збіжності ряду 

Як було сформульовано вище, якщо для ряду необхідна ознака збіжності ряду 

виконується, то ряд може бути як збіжним, так і розбіжним, що можна 

встановити лише після додаткового дослідження. 

 Спочатку нагадаємо одну важливу теорему з теорії границь, що називається 

критерієм Коші існування границі послідовності. 



 

 

 Застосуємо сформульовану Теорему 1 до теорії рядів, вважаючи 

послідовність записану вище послідовністю часткових сум ряду, а 𝑛’ =  𝑛 + 𝑚, 

де 𝑚 ≥ 0 — ціле число. 

 Теорема 2 (критерій Коші збіжності ряду). 

 Для того, щоб ряд 

𝑎1 +  𝑎2 + ⋯ +  𝑎𝑛 + ⋯ 

був збіжним, необхідно і достатньо, щоб послідовність його часткових сум  

𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛, … 

 

|𝑆𝑛+𝑚 − 𝑆𝑛| < 𝜀 

 Пояснимо зміст Теореми 2. Для збіжності ряду необхідно і достатньо, щоб 

за будь-яким заданим 𝜀 > 0 знайшовся такий номер 𝑁, що сума будь-якої 

кількості послідовних членів ряду з номерами, більшими за 𝑁, є меншою за 𝜀. 

Інакше кажучи, збіжність ряду означає, що як завгодно «довгі» суми його 

послідовних членів повинні бути малими, якщо вони складаються тільки з 

«досить далеких» членів ряду. 

 Зауваження. Застосовуючи критерій Коші збіжності ряду, можна 

одержати ще одне доведення необхідної ознаки збіжності ряду. 



  

тобто 

|𝑎𝑛+1| < 𝜀 

А це, за означенням границі послідовності, відповідає границі послідовності: 

lim
𝑛 →∞

𝑎𝑛 = 0 

 Розглянемо на прикладі використання критерію Коші для доведення 

збіжності ряду. 

 Приклад 6. Довести, що ряд 

1 +
1

22 +
1

32 + ⋯ +
1
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1
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∞
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є збіжним. 

  

  



  

  

  

  



 Таким чином, критерій Коші дає можливість досліджувати збіжність 

довільного ряду. Однак тоді, приступаючи до дослідження якого-небудь нового 

ряду, ми змушені щораз починати дослідження з початку до кожного окремого 

випадку. Можливості вивчення рядів при цьому обмежилися б використанням 

конкретних особливостей кожного з досліджуваних рядів, а теорія рядів являла 

б собою набір розрізнених задач. 

 Для систематичної побудови теорії числових рядів, насамперед, необхідно 

визначити властивості рядів та встановити зв’язки між поводженням одних і 

інших рядів. Це дозволить надалі використовувати відомості, отримані в 

результаті аналізу одних рядів, для спрощення дослідження інших рядів. 

 1.6. Властивості збіжних числових рядів 

 Збіжні числові ряди підпорядковуються наступним властивостям: 

 

 
 зі збіжності якого-небудь залишку (4) випливає збіжність заданого ряду (1). 

 Доведення. Позначимо через 𝑆𝑚
′  𝑚-у частинну суму ряду (4) 

𝑆𝑚
′ = 𝑎𝑘+1 + 𝑎𝑘+2 + ⋯ + 𝑎𝑘+𝑚 

Тоді маємо: 

𝑆𝑘+𝑚 = 𝑆𝑘 + 𝑆𝑚
′ , або 𝑆𝑚

′ = 𝑆𝑘+𝑚 − 𝑆𝑘 

 Якщо ряд (1) збігається, то lim
𝑚→∞ 

𝑆𝑚  =  𝑆, і lim
𝑚 →∞

𝑆𝑘+𝑚    =  𝑆.  

Отже існує lim
𝑚 →∞

𝑆𝑚
′ = lim

𝑚 →∞
(𝑆𝑘+𝑚 − 𝑆𝑘) = lim

𝑚 →∞
𝑆𝑘+𝑚 − lim

𝑚 →∞
𝑆𝑘 =  𝑆 − 𝑆𝑘. 

Звідки випливає, що ряд (4) збігається.  

 Якщо тепер припустимо, що ряд (4) збігається, то існує lim
𝑚 →∞

𝑆𝑚
′    =  𝑆′. 

Покладемо у рівності 𝑆𝑚
′ = 𝑆𝑘+𝑚 − 𝑆𝑘, 𝑛 =  𝑘 + 𝑚, тоді 𝑚 =  𝑛 −  𝑘, і з цього 

співвідношення отримуємо: 𝑆𝑛− 𝑘
′ = 𝑆𝑛 − 𝑆𝑘  𝑆𝑛 = 𝑆𝑛− 𝑘

′ + 𝑆𝑘  



Оскільки ряд (4) збігається, то існує lim
𝑚 →∞

𝑆𝑚
′ ≡ lim

𝑛 →∞
𝑆𝑛− 𝑘

′ =  𝑆′, і звідси 

випливає, що існує lim
𝑛 →∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛 →∞

(𝑆𝑛− 𝑘
′ + 𝑆𝑘) =  𝑆′ + 𝑆𝑘, тобто ряд (1) 

збіжний. Теорему доведено. 

 Інакше кажучи, відкидання скінченного числа початкових членів ряду не 

впливає на його збіжність (але впливає на його суму). 

 

 Теорема 2: Якщо ряд (1) збігається, то залишок (4) позначений як 

𝑟𝑘 = 𝑎𝑘+1 + 𝑎𝑘+2 + ⋯ + 𝑎𝑛 + ⋯ = ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=𝑘+1   

прямує до нуля з ростом 𝑘 → ∞: lim
𝑘 →∞

𝑟𝑘 = 0. 

 Доведення. Маємо 𝑆 = 𝑆𝑘 + 𝑟𝑘. Отже 𝑟𝑘 = 𝑆 − 𝑆𝑘. Оскільки ряд (1) 

збігається, то 𝑆 = lim
𝑛 →∞

𝑆𝑛 і lim
𝑘 →∞

𝑆𝑘    =  𝑆.  

 Звідси lim
𝑘 →∞

𝑟𝑘 = lim
𝑘 →∞

(𝑆 − 𝑆𝑘) = 𝑆 − 𝑆 = 0. Теорему доведено. 

 Зауваження. Як встановлено теоремою, для з’ясування збіжності або 

розбіжності ряду не обов’язково враховувати всі його члени. Досить 

обмежитися членами, починаючи з деякого номера. 

 

 Приклад 7 Розглянемо дослідження збіжності ряду 

  
 Оскільки гармонічний ряд є розбіжним, то на основі наслідку, даний ряд 

також є розбіжним. 
 

 Теорема 3: Якщо ряд (1) збігається і його сумма дорівнює S, то ряд  

 



 Доведення. Помножимо всі члени збіжного ряду (1) на число c. Отримаємо 

новий ряд ∑ 𝑐 ∙ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 . Позначемо його частинну суму за 𝑆𝑛̅, тобто 𝑆𝑛̅ =

∑ 𝑐 ∙ 𝑎𝑘
𝑛
𝑘=1 . Для ряда (1) частинна сума 𝑆𝑛 = ∑ 𝑎𝑘

𝑛
𝑘=1  пов’язана з 𝑆𝑛̅ рівнянням: 

𝑆𝑛̅ = 𝑐 ∙ 𝑆𝑛. Тоді lim
𝑛 →∞

𝑆𝑛̅ = lim
𝑛 →∞

𝑐 ∙ 𝑆𝑛 = 𝑐 ∙ lim
𝑛 →∞

𝑆𝑛. Оскільки ряд (1) збігається, 

то lim
𝑛 →∞

𝑆𝑛 = 𝑆. Звідси, lim
𝑛 →∞

𝑆𝑛̅ = 𝑐 ∙ 𝑆. Теорему доведено. 

 Інакше кажучи, якщо всі члени збіжного ряду помножити на одне й те ж 

число c, то збіжність ряду не порушиться, а його сума помножиться на число c. 

 

 Приклад 8. Дослідити збіжність ряду 

  

 
 Оскільки гармонічний ряд є розбіжним, на підставі Теореми 3, є розбіжним 

і даний ряд. 
 

 Теорема 4. Збіжні числові ряди можна почленно додавати та віднімати, при 

цьому збіжність зберігається. 

 Доведення. Нехай 𝐴𝑛 і 𝐵𝑛 – частинні суми рядів ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  і ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 , 

відповідно 

 
 Приклад 9. Дослідити збіжність ряду 

  



  

  
 Ряди збігаються, тому що являють собою ряди, складені з елементів 

геометричної прогресії зі знаменниками, рівними  

відповідно. 

Їх суми, відповідно, дорівнюють  

 
На основі Теореми 4 даний ряд збігається, і його сума 

 
 

 Теорема 5: Якщо ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  збігається, ряд ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1  який отримано 

групуванням членів ряду ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  без зміни порядку їх положення, також 

збігається і має ту ж суму, що й ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 . 

 

 

ряду ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 . Теорему доведено. 

 Приклад 10. Установимо збіжність даного ряду, спираючись на доведену 

теорему 5 і знайдемо суму ряду 

 



 Відзначемо справедливість рівності 

 

  

 Очевидно, що початковий ряд може бути отриманий попарним 

об’єднанням членів даного ряду оскільки 

 

 Дослідимо збіжність преобразованого ряду. Для цього обчислимо його 

часткові суми 

 

 

 

Таким чином, 

 
Тому lim

𝑛 →∞
𝑆𝑛 = 1. Отже введений у розгляд преобразований ряд є збіжним. 

Тоді, за доведеною теоремою 5, збігається також даний ряд, і його сума 

дорівнює 1.  

 З теореми випливає 

 Наслідок: Якщо за умовою об’єднання, вказаному в теоремі, отримано 

розбіжний ряд, то і спочатку розглянутий ряд також є розбіжним. 

 Зауваження 1: Теорема, обернена до сформульованої теореми 5, взагалі 

кажучи, є невірною. Зі збіжності преобразованого ряду збіжність початкового 

ряду може і не випливати. 



 Зауваження 2. В окремому випадку, якщо всі члени даного ряду є 

додатними, теорема, обернена до теореми 5, є справедливою, тобто зі збіжності 

преобразованого ряду випливає збіжність даного ряду. 

 

 З теорем 1,4 і 5 випливає  

 Наслідок: Ряд, отриманий з даного відкиданням чи приєднанням кінцевого 

числа членів, або перестановкою у ряді кінцевого числа членів, веде себе як і, 

як і вихідний, у плані збіжності, тобто або обидва сходяться, або обидва 

розходяться. Якщо даний ряд збігається, то сума нового ряду дістається 

додаванням або відніманням суми приєднаних членів до суми даного ряду. 

 1.7. Достатні ознаки збіжності ЗНАКОДОДАТНИХ рядів 

Ознаками збіжності рядів називають прийоми, що дозволяють встановлювати 

збіжність або розбіжність числових рядів. Прямування до нуля загального 

члена ряду зі зростанням його номера n є ознакою збіжності, тільки необхідною, 

але недостатньою. А відсутність прямування до нуля загального члена ряду зі 

зростанням n є достатньою ознакою розбіжності ряду.  

 До необхідних і достатніх ознак збіжності відноситься прийом 

безпосереднього встановлення збіжності ряду шляхом складання послідовності 

його часткових сум і з’ясування існування її границі. Іншою необхідною і 

достатньою ознакою є критерій Коші збіжності ряду.  

 Перейдемо тепер до розгляду деяких достатніх ознак збіжності 

знакододатних рядів (ряди з невід’ємними членами).  

 

 З точки зору збіжності знакододатними можна вважати також ряди, які 

містять скінченну кількість від’ємних членів, оскільки, якщо їх відкинути, то 

збіжність ряду не порушиться. Звичайно, що при цьому зміниться сума ряду. 

 Попередньо сформулюємо і доведемо теорему, яку буде використано в 

подальших міркуваннях. 



 Теорема. (Умова збіжності ряду з невід’ємними членами). Для того щоб 

ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  з невід’ємними членами був збіжним, необхідно і достатньо, щоб 

послідовність часткових сум цього ряду була обмеженою. 

 Доведення.  

 Необхідність. Нехай ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  є збіжним. Це означає, що послідовність 

його часткових сум має границю. Отже, як усяка послідовність, що збігається, 

послідовність часткових сум є обмеженою. 

 Достатність. Нехай послідовність {𝑆𝑛} часткових сум ряду ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  є 

обмеженою. Оскільки 𝑎𝑛 ≥ 0 , то часткові суми ряду утворять неспадну 

послідовність 

0 ≤ 𝑆1 ≤ 𝑆2 ≤ ⋯ ≤  𝑆𝑛 ≤ 𝑆𝑛+1 ≤ ⋯ 

За теоремою про монотонні обмежені послідовності, ця неспадна послідовність 

збігається, тобто є збіжним ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 . Теорему доведено. 

 

 Всі ознаки збіжності знакододатних рядів фактично ґрунтуються на цій 

теоремі. Але її безпосереднє використання для дослідження рядів на збіжність 

далеко на завжди просте. Тому на практиці як правило використовуються інші 

ознаки збіжності рядів. 

 

 1.7.1 Ознаки порівняння 

Розглянемо ознаки, що дозволяють зробити висновок про збіжність або 

розбіжність даного ряду шляхом порівняння його членів із членами іншого 

ряду, поводження якого вже з’ясовано. 

 Теорема (Перша ознака порівняння). Нехай задано два ряди з невід’ємними 

членами (A): ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  і (B): ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 . Якщо, починаючи з деякого номера, члени 

першого ряду не перевищують відповідні члени другого ряду 

𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛, 𝑛 =  𝑘, 𝑘 +  1, . .. 

то зі збіжності ряду (B) випливає збіжність ряду (A), а з розбіжності ряду (A) 

випливає розбіжність ряду (B).  

 Доведення. На основі того, що відкидання скінченної кількості членів ряду 



не впливає на його збіжність (наслідок теорем 1 і 5), не порушуючи загальності, 

можна вважати, що 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 при всіх значеннях 𝑛 = 1, 2, 3, . ... Позначивши 

часткові суми рядів (А) і (В) відповідно через 𝐴𝑛 і 𝐵𝑛 , будемо мати 

𝐴𝑛 ≤ 𝐵𝑛, 𝑛 = 1, 2, 3, . ... 

Нехай ряд (B) є збіжним. Тоді за теоремою (Умова збіжності - необхідність), 

послідовність його часткових сум є обмеженою, тобто 

𝐵𝑛 ≤ 𝑀, 𝑛 = 1, 2, 3, . ... 

З цих двох нерівностей випливає й нерівність:  

𝐴𝑛 ≤ 𝑀, 𝑛 = 1, 2, 3, . ... 

Таким чином, послідовність часткових сум 𝐴𝑛 ряду (A) з невід’ємними членами 

є обмеженою. На основі тієї ж теореми (Умова збіжності - достатність) робимо 

висновок, що ряд (A) збігається. 

 Нехай ряд (A) є розбіжним. Тоді ряд (B) також буде розбіжним. Інакше, 

припустивши збіжність ряду (B), за тільки що доведеним, одержимо збіжність 

ряду (A), а це суперечить умові. Теорему доведено. 

 

 Зауваження 1. Якщо справедлива нерівність 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛, то говорять, що ряд 

(B) мажорує ряд (A). Ряд (B) називається мажорантою ряду (A). 

 Зауваження 2. При дослідженні збіжності рядів за допомогою ознак 

порівняння часто використовують такі «еталонні» ряди: 

   

   

 Наведемо приклади дослідження збіжності і розбіжності рядів з 

використанням першої ознаки порівняння. 

 Приклад 11. Дослідити збіжність ряду 



  

  

 Приклад 12. Дослідити збіжність ряду 

  

  

  



 На практиці виявляється більш зручною наступна теорема, що випливає з 

першої ознаки порівняння. 

 Теорема (Друга або Гранична ознака порівняння). Нехай задано два ряди з 

невід’ємними членами (A): ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  і (B): ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 . Якщо, існує скінченна, 

відмінна від нуля границя 

lim
𝑛 →∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
= 𝐾 

і 0 < 𝐾 < +∞, то ряди (A) і (B) збігаються, або розбігаються одночасно 

(передбачається, що 𝑏𝑛 ≠ 0). 

 Приклад 13. Дослідити збіжність ряду 

  

 Приклад 14. Дослідити збіжність ряду 

  



  

 

 Існують ознаки збіжності рядів, що дозволяють безпосередньо судити про 

збіжність (або розбіжність) даного ряду, не порівнюючи його з іншим, вже 

вивченим рядом. Розглянемо три з них: ознаку Даламбера, ознаку Коші й 

інтегральну ознаку Маклорена-Коші. 

 

 1.7.2 Ознака Даламбера 

  

 Доведення. а) Нехай lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= 𝑙, 𝑙 < 1. Доведемо збіжність ряду ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1  

 За означенням границі числової послідовності, для кожного 𝜀 > 0 існує 

номер 𝑁 такий, що при 𝑛 ≥ 𝑁 виконується нерівність 

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
− 𝑙| < 𝜀 

Ця нерівність рівносильна подвійній нерівності 



𝑙 − 𝜀 <
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
< 𝑙 + 𝜀 

За припущенням 𝑙 < 1. Візьмемо 𝜀 настільки малим, щоб виконувалася 

нерівність 𝑙 + 𝜀 < 1. Позначимо 𝑙 + 𝜀 =  𝑞 < 1. Тоді на основі правої з 

нерівностей маємо 
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
< 𝑞,  𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛𝑞 

𝑛 =  𝑁, 𝑁 + 1, 𝑁 + 2, …  

Надаючи 𝑛 ці значення, з останньої нерівності одержимо 

𝑎𝑁+1 < 𝑎𝑁𝑞 

𝑎𝑁+2 < 𝑎𝑁+1𝑞 < 𝑎𝑁𝑞 ∙ 𝑞 = 𝑎𝑁𝑞2 

𝑎𝑁+3 < 𝑎𝑁+2𝑞 < 𝑎𝑁𝑞2 ∙ 𝑞 = 𝑎𝑁𝑞3 

………. 

Таким чином, члени ряду 

  𝑎𝑁+1 + 𝑎𝑁+2 + 𝑎𝑁+3 + ⋯  (*) 

менше відповідних членів ряду, складеного з елементів геометричної прогресії 

  𝑎𝑁𝑞 + 𝑎𝑁𝑞2 + 𝑎𝑁𝑞3 + ⋯ (**) 

Оскільки 𝑞 < 1, то ряд геометричної прогресії (*) збігається. На основі першої 

ознаки порівняння ряд (**) також збігається. Але ряд (**) отриманий з ряду 

∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  відкиданням N його перших членів. Отже, відповідно до наслідку 

теореми 5, ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  є також збіжним. 

 б) Нехай lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= 𝑙, 𝑙 > 1. Доведемо розбіжність ряду ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1  

Оскільки 𝑙 є границею послідовності
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
, то для кожного 𝜀 > 0 існує номер N 

такий, що при 𝑛 ≥ 𝑁 виконується нерівність 𝑙 − 𝜀 <
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
< 𝑙 + 𝜀 .  

За припущенням 𝑙 > 1. Виберемо 𝜀 настільки малим, що 𝑙 − 𝜀 > 1. Тоді при 

𝑛 ≥ 𝑁 на основі лівої з данних нерівностей справедливо 

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
> 𝑙 − 𝜀 > 1 

або 𝑎𝑛+1 > 𝑎𝑛. 



Таким чином, члени ряду ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 , починаючи з деякого номера N, зростають 

зі збільшенням їх номерів. Оскільки члени ряду є додатними, загальний член 

цього ряду 𝑎𝑛 не прямує до нуля при 𝑛 →  ∞ . Отже, відповідно до наслідку 

теореми про необхідну умову збіжності ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  є розбіжним. Можна 

показати, що аналогічний результат має місце і при 𝑙 → +∞. 

 Практична рекомендація. Якщо загальний член ряду 𝑎𝑛 містить 

показникову функцію, степенево-показникову функцію або факторіал, то, як 

правило, застосовується ознака Даламбера. 

 

 Приклад 15. Дослідити на збіжність ряд ∑
𝑛3

2𝑛
∞
𝑛=1  

  

 

 Приклад 16. Дослідити на збіжність ряд ∑
3∙5∙7∙⋯∙(2𝑛+1)

2∙5∙8∙⋯∙(3𝑛−1)
∞
𝑛=1  

  

 


