
Модуль 2: ЧИСЛОВІ ТА ФУНКЦІОНАЛЬНІ РЯДИ 

 Тема 1: ЧИСЛОВІ РЯДИ 

 1.7.3 Радикальна ознака Коші 

 

 Доведення. а) Нехай lim
𝑛→∞

√𝑎𝑛
𝑛 = 𝑙 і 𝑙 < 1. Доведемо збіжність ряду ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1 . 

За означенням границі числової послідовності для кожного 𝜀 > 0 існує номер 

N такий, що при 𝑛 ≥ 𝑁 виконується нерівність 

𝑙 − 𝜀 < √𝑎𝑛
𝑛 < 𝑙 + 𝜀 

За припущенням 𝑙 < 1. Візьмемо 𝜀 настільки малим, що 𝑙 + 𝜀 <  1. Позначимо 

𝑙 + 𝜀 =  𝑞 < 1. Тоді 

√𝑎𝑛
𝑛 < 𝑙 + 𝜀 =  𝑞 < 1 

або 

𝑎𝑛 < 𝑞 𝑛 

Оскільки при 0 < 𝑞 < 1 ряд (геометричний ряд) ∑ 𝑞 𝑛∞
𝑛=𝑁  збігається, то з 

останньої нерівності, на основі першої ознаки порівняння ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=𝑁  

збігається також. Тоді, згідно з властивостей збіжних рядів буде збігатися і 

даний ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 , який одержано приєднанням до нього 𝑁 − 1 членів: 𝑎1, 𝑎2, 

..., 𝑎𝑁−1. 

 б) Нехай lim
𝑛→∞

√𝑎𝑛
𝑛 = 𝑙 і 𝑙 > 1. Доведемо розбіжність ряду ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1 . 

Виберемо 𝜀 настільки малим, що 𝑙 − 𝜀 > 1. Тоді при 𝑛 ≥ 𝑁 виконується 

нерівність 

√𝑎𝑛
𝑛 > 𝑙 − 𝜀 > 1 

Звідки, 𝑎𝑛 > 1 



Таким чином, члени ряду ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 , починаючи з деякого номера N, стають 

більше 1. З цього випливає, що 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 ≠ 0 

Відповідно до наслідку з теореми (необхідна умова збіжності), даний ряд є 

розбіжним. Аналогічний результат має місце і при 𝑙 → +∞. 

 Практична рекомендація. Зауважимо, що радикальна ознака 

застосовується, коли загальний член ряди представлено виразом де добувається 

корінь n -го степеня.  

 

 Приклад 1. Дослідити на збіжність числовий ряд: 

 

 Приклад 2. Дослідити на збіжність числовий ряд: ∑ (
𝑛

3𝑛−1
)

𝑛
∞
𝑛=1  



 

 Приклад 3. Дослідити на збіжність числовий ряд: 

∑ (
𝑛 + 1

𝑛
)

𝑛∞

𝑛=1
 

 

 1.7.4 Інтегральна ознака Маклорена-Коші 

 



 Доведення. Розглянемо ряд, членами якого є інтеграли 

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

1
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

3

2
+ ⋯ + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑛+1

𝑛
+ ⋯  (2) 

 

Збіжність ряду означає існування границі послідовності {𝑆𝑛}: 

 

З цієї рівності випливає, що збіжність ряду (2) рівносильна існуванню 

невласного інтегралу 

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

1
 (3) 

 Покажемо тепер, що ряд (2) збігається тоді і тільки тоді, коли збігається 

даний ряд (1). 

 Нехай 𝑛 <  𝑥 <  𝑛 + 1 

Оскільки 𝑓(𝑥), за припущенням, є незростаючою функцією, то 

𝑓 (𝑛)  ≥ 𝑓 (𝑥)  ≥  𝑓 (𝑛 + 1) 

Так як 𝑓(𝑛) = 𝑎𝑛 і 𝑓(𝑛 + 1) = 𝑎𝑛+1, то маємо 

𝑎𝑛  ≥ 𝑓 (𝑥)  ≥  𝑎𝑛+1 

Проінтегруємо кожну з нерівностей по х від 𝑛 до 𝑛 + 1. Тоді 

∫ 𝑎𝑛
𝑛+1

𝑛
𝑑𝑥 ≥ ∫ 𝑓 (𝑥)

𝑛+1

𝑛
𝑑𝑥 ≥  ∫ 𝑎𝑛+1

𝑛+1

𝑛
𝑑𝑥  

або 

  𝑎𝑛  ≥ ∫ 𝑓 (𝑥)
𝑛+1

𝑛
𝑑𝑥 ≥  𝑎𝑛+1  (4) 



 Припустимо, що даний ряд (1) є збіжним. Тоді, відповідно до лівої з 

нерівностей (4), на основі першої ознаки порівняння, складений з інтегралів ряд 

(2) є також збіжним. 

 Нехай тепер даний ряд (1) є розбіжним. Тоді, відповідно до наслідку 

теореми 5, ряд  

𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛, … 

що одержано з ряду (1) відкиданням члена 𝑎1 є також розбіжним. На основі 

правої з нерівностей (4), за першою ознакою порівняння, розбіжним є і ряд (2). 

 Таким чином доведено, що збіжність ряду (1) еквівалентна збіжності ряду 

(2). Але збіжність ряду (2), як установлено раніше, рівносильна існуванню 

невласного інтегралу (3). Отже, збіжність ряду (1) рівносильна збіжності 

невласного інтегралу (3), що і потрібно було довести. 

 Практична рекомендація. Інтегральна ознака Коші застосовується тоді, 

коли інтеграл береться просто і зокрема тоді, коли підінтегральна функція 𝑓(𝑥) 

містить логарифмічну функцію типу 𝑙𝑛 𝑥. 

 Узагальнений гармонічний ряд (ряд Дирихле) 

Розглянемо ряд 

 
важенні до першої ознаки порівняння. Дослідимо тепер поведінку цього ряду 

при 𝛼 > 0 за допомогою інтегральної ознаки Маклорена-Коші. 

 



 

 Приклад 4. Дослідити на збіжність числовий ряд: ∑
1

𝑛2+1
∞
𝑛=1  

 

 Приклад 5. Дослідити на збіжність числовий ряд: ∑ (
𝑛+1

𝑛2+1
)

2
∞
𝑛=1  

 

 

 

 

Перший з цих рядів збігається за теоремою порівняння. Досліджуємо другий 

ряд: 

 



 

 Приклад 6. Дослідити на збіжність числовий ряд: ∑
1

(3𝑛+4) ln2(5𝑛+2)
∞
𝑛=1      (1) 

 

 

 

 1.7.5 Ознака Раабе 

 В тих випадках, коли розглянуті ознаки збіжності не дають відповіді про 

збіжність або розбіжність ряду, доводиться використовувати більш складні 

ознаки, до яких, зокрема, відноситься ознака Раабе. 

Теорема. Якщо існує 

lim
𝑛→∞

𝑛 (
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
− 1) = 𝜆 



 

 

то знайдеться такий номер 𝑛2, що ∀𝑛 > 𝑛2 буде виконано: 

 



Оскільки ряд ∑
1

𝑛𝑠
∞
𝑛=1  збіжний, то за теоремою збігається і ряд ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1 . 

 

Оскільки ряд ∑
1

𝑛
∞
𝑛=1  розбіжний, то за теоремою роззбігається і ряд ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1 . 

 Теорему доведено 

 Приклад 7. Дослідити за яких значень параметрів p і q збігається ряд 

 

 



 


