
ЧИСЛОВІ ТА ФУНКЦІОНАЛЬНІ РЯДИ 

 Заняття 1: ЧИСЛОВІ РЯДИ 

 1) Довести збіжність або розбіжність ряду, а також обчислити суму 

збіжного ряду можно безпосередньо за означенням збіжності і суми ряду. А 

саме, в кожному випадку можна спробувати скласти аналітичний вираз для 

n-ї часткової суми ряду і знайти границю цього виразу при необмеженому 

зростанні n. 

 Приклад 1. Знайти суму ряда 

 

 

𝑆𝑛 =
1

1 ∙ 2
+

1

2 ∙ 3
+⋯+

1

𝑛(𝑛 + 1)
. 

Кожен доданок представимо у вигляді суми найпростіших дробів за 

формулою: 
1

𝑘(𝑘 + 1)
=  
𝐴

𝑘
+

𝐵

𝑘 + 1
. 

Далі, методом невизначених коефіцієнтів, знаходимо чому рівні 𝐴 та 𝐵. 

𝐴(𝑘 + 1) + 𝐵𝑘 = 1. 

Прирівнюємо коефіцієнти при однакових ступенях 𝑘. 

𝑘1

𝑘0
|
𝐴 + 𝐵 = 0 
𝐴 = 1

⇒ 𝐵 = −1
 

1

𝑘(𝑘 + 1)
=  
1

𝑘
−

1

𝑘 + 1
. 

Тоді 

𝑆𝑛 =
1

1
−
1

2
+
1

2
−
1

3
+⋯+

1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
. 

В останньому вираженні скорочуються всі дроби крім першої та останньої. 

У результаті отримаємо 

𝑆𝑛 = 1 −
1

𝑛 + 1
. 

Тепер можна вирахувати 

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

(1 −
1

𝑛 + 1
) = 1 − lim

𝑛→∞

1

𝑛 + 1

⏞      
→0

= 1. 

Таким чином, ряд збігається та його сума дорівнює 𝑆 = 1. 



 Приклад 2. Знайти суму ряда ∑
7

49𝑛2+7𝑛−12
∞
𝑛=1  

 

 

 

 

 



 Приклад 3. Знайти суму ряда 

2 +  5 + 8 +  11 + …   
 𝑛-а часткова сума цього ряду: 

𝑆𝑛 = 2 +  5 + 8 +  11 + … + (3𝑛 −  1) 

являє собою суму перших n членів арифметичної прогресії, в якій 𝑎1 =  2 і 

𝑑 = 3, де 𝑛-й член 𝑎𝑛 цієї прогресії визначиться за формулою: 𝑎𝑛 = 𝑎1 +

 (𝑛 –  1)𝑑 = 2 + (𝑛 − 1)3 = 3𝑛 −  1. 

 За формулою для суми арифметичної прогресії:  

𝑆𝑛 =
2𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑

2
𝑛 =

2 ∙ 2 + (𝑛 − 1)3

2
𝑛 =

3𝑛2 + 𝑛

2
 

 Границя послідовності часткових сум 

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

3𝑛2 + 𝑛

2
= ∞ 

 Отже, даний ряд є розбіжним. 

 Приклад 4. Знайти суму ряда 

32 + 3 + 1 +
1

3
+
1

32
+⋯ 

 Цей ряд – ряд геометричної прогресії, де 𝑛-й член 𝑎𝑛 цієї прогресії 

визначиться як 𝑎𝑛 = 𝑎1𝑞
𝑛. У нашому випадку: 𝑎1 = 9, 𝑞 =

1

3
, тобто 𝑎𝑛 =

 9 (
1

3
)
𝑛
=

9

3𝑛
. Звідки 

32 + 3 + 1 +
1

3
+

1

32
+⋯+

9

3𝑛
+⋯ = ∑

9

3𝑛
∞
𝑛=0   

 Тоді 𝑛-а часткова сума цього ряду: 

𝑆𝑛 = 3
2 + 3 + 1 +

1

3
+
1

32
+⋯+

9

3𝑛
 

 За формулою для суми геометричної прогресії: 

𝑆𝑛 =
𝑎1(1−𝑞

𝑛)

1−𝑞
=
9(1−(

1

3
)
𝑛
)

1−
1

3

=
27

2
∙ (1 −

1

3𝑛
)  

 Границя послідовності часткових сум 

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

27

2
∙ (1 −

1

3𝑛
) =

27

2
∙ lim
𝑛→∞

(1 −
1

3𝑛
) =

27

2
  

 Отже, даний ряд є збіжним, а його сума 𝑆 =
27

2
. 



 Приклад 5. Знайти суму ряда  

arctan
1

2
+ arctan

1

8
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+⋯ 

 

 

 
 

 2) У наведених нижче прикладах будемо досліджувати збіжність ряду 

за допомогою необхідної ознаки збіжності: lim
𝑛 →∞

𝑎𝑛 = 0 



 Зауваження: Слід пам’ятати, що розглянута необхідна ознака збіжності 

ряду не є достатньою. Тобто з того, що n-й член ряду прямує до нуля при 

𝑛 → ∞ ще не випливає, що ряд є збіжним. Але якщо необхідна ознака 

збіжності не виконується то це достатньо що ряд є розбіжним 

 

 Приклад 6. Дослідити збіжність ряду:  

 
 

 Приклад 7. Дослідити збіжність ряду:  

 
 Приклад 8. Дослідити збіжність ряду: 

∑
1

√𝑛
= 1 +

1

√2
+
1

√3
+⋯+

1

√𝑛
+⋯

∞

𝑛=1

 



 Очевидно, що необхідна умова збіжності виконується: 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

 
1

√𝑛
= 0. 

 Даний ряд може бути як збіжним, так і розбіжним, що можна 

встановити лише після додаткового дослідження. 

 Випишемо часткову суму ряду 

𝑆𝑛 = 1 +
1

√2
+
1

√3
+⋯+

1

√𝑛
. 

 Оцінимо його часткову суму: 

𝑆𝑛 ≥
1

√𝑛
+
1

√𝑛
+⋯+

1

√𝑛
= 𝑛 ∙

1

√𝑛
= √𝑛 

Так як  

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

 √𝑛 = ∞, то вихідний ряд розходиться. 

 

Приклад 9. Дослідити збіжність ряду: 

 
 3) Критерій Коші дає можливість досліджувати збіжність довільного 

ряду:  

 Щоб ряд був збіжним, необхідно і достатньо, щоб послідовність його 

часткових сум  

𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛, … 

 

|𝑆𝑛+𝑚 − 𝑆𝑛| < 𝜀 

 Однак критерій Коші не є ефективним інструментом дослідження 

збіжності ряду. 

 



 4) Достатні ознаки збіжності знакододатних рядів 

 

 4.1) Перша ознака порівняння: Нехай задано два ряди з невід’ємними 

членами (A): ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  і (B): ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 . Якщо, починаючи з деякого номера, 

члени першого ряду не перевищують відповідні члени другого ряду 

𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛, 𝑛 =  𝑘, 𝑘 +  1, . .. 

то зі збіжності ряду (B) випливає збіжність ряду (A), а з розбіжності ряду (A) 

випливає розбіжність ряду (B). 

 Для ознаки порівняння часто використовують такі «еталонні» ряди: 

   

   

 

 Наведемо приклади дослідження збіжності і розбіжності рядів з 

використанням першої ознаки порівняння. 

 

 Приклад 10. Дослідити збіжність ряду: 

 

 Приклад 11. Дослідити збіжність ряду: ∑
1

(2𝑛−1)22𝑛−1
∞
𝑛=1   

 

 Приклад 12. Дослідити збіжність ряду: ∑ sin
𝜋

2𝑛
∞
𝑛=1   



 

 Приклад 13. Дослідити на збіжність числовий ряд: 

 

 

 Приклад 14. Дослідити на збіжність числовий ряд: 

 

 4.2) Друга ознака порівняння: Нехай задано два ряди з невід’ємними 

членами (A): ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  і (B): ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 . Якщо, існує скінченна, відмінна від нуля 

границя lim
𝑛 →∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
= 𝐾 і 0 < 𝐾 < +∞, то ряди (A) і (B) збігаються, або 



розбігаються одночасно (передбачається, що 𝑏𝑛 ≠ 0). 

 Приклад 15. Дослідити збіжність ряду: 

 

 Приклад 16. Дослідити на збіжність числовий ряд: ∑ ln
𝑛+1

𝑛
∞
𝑛=1  

 

 Приклад 17. Дослідити на збіжність числовий ряд: ∑ sin
𝜋

2𝑛
∞
𝑛=1  

 

 
Отже заданий ряд також збігається. 



 Приклад 18. Дослідити на збіжність числовий ряд: 

 

 Приклад 19. Дослідити на збіжність числовий ряд: 

 

 

 Приклад 20. Дослідити на збіжність числовий ряд: 

∑tg 
𝜋

7√𝑛

∞

𝑛=1

. 

 Початковий ряд порівняємо з рядом ∑
1

√𝑛
∞
𝑛=1 , який є розбіжним. За 

граничною ознакою порівняння: 

lim
𝑛→∞

𝑡𝑔 
𝜋

7√𝑛
1

√𝑛

=
𝜋

7
≠ 0, 

Отже заданий ряд також розбігається. 



 Приклад 21. Дослідити на збіжність числовий ряд: 

∑
1

√𝑛
3 arctg 

𝜋

7√𝑛

∞

𝑛=1

. 

 
 


