
 Тема 2. Скалярне поле 

2.1 Означення та приклади 

  

  

  

  

  

 

 Приклади скалярних полів 

 а) Плоскі поля:  

 Плоскі поля розглядаються, наприклад, в метеорології: поле температур в 

даний момент часу на поверхні землі, поле тисків і так далі. 



 б) Поле щільності маси: 

 Об'ємною щільністю маси 𝑚 в точці 𝑀 називають величину 𝜌(𝑀), 

обумовлену співвідношенням 

  

  

 в) Поле щільності заряду:  

 1. Скалярне поле об'ємної щільності 𝑞(𝑀) електричного заряду, яке 

визначається в точках 𝑀 розглянутої області співвідношенням 

𝑞(𝑀) = lim
∆𝑉→0

∆𝑞

∆𝑉
 

  

  

  



 Поверхні рівня скалярного поля 

 Основною геометричною характеристикою скалярного поля є поверхня 

рівня. 

  

  

 

  



  



  

 

 2.2 Похідна за напрямком і градієнт скалярного поля 

 Введемо поняття похідної функції 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) по будь-якому заданому 

напрямку. 

 Нехай в області 𝐷 ⊂ ℝ3 задано скалярне поле 𝑈 = 𝑈(𝑀). Візьмемо у 

просторі точку 𝑃(𝑥; 𝑦; 𝑧). Проведемо з точки 𝑃 вектор 𝑠 , якого напрямні 

косинуси є відомими: cos 𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾 (Рис) 

 

 Вздовж вектора 𝑠 на відстані Δ𝑠 від його початку розглянемо точку 𝑃1(𝑥 +

Δ𝑥; 𝑦 + Δ𝑦; 𝑧 + Δ𝑧). Таким чином маємо 

𝛥𝑠 = 𝑃𝑃1 = √Δ𝑥2 + Δ𝑦2 + Δ𝑧2 

 Обчислимо тепер приріст ∆𝑠𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) функції 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) при переході від 

точки 𝑃 до точки 𝑃1 в напрямі вектора 𝑠: 

∆𝑠𝑈 = 𝑈(𝑃1) − 𝑈(𝑃)  

 Означення. Границя відношення 



𝑈(𝑃1) − 𝑈(𝑃)

𝑃1𝑃
=

Δ𝑠𝑈

𝛥𝑠
 

при 𝛥𝑠 → 0 (або коли точка 𝑃1 наближається до 𝑃 вздовж вектора 𝑠) називають 

похідною функції 𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧) в точці 𝑃(𝑥; 𝑦; 𝑧) за напрямом вектора 𝑠 і 

позначають, тобто 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= lim
𝛥𝑠→0

𝛥𝑠𝑈

𝛥𝑠
 

 Припустимо, що функція 𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧) диференційована в точці 𝑃, як функція 

трьох змінних, тоді її повний приріст в цій точці можна записати так: 

∆𝑠𝑈 = 𝑈(𝑃1) − 𝑈(𝑃)

=
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
∆𝑥 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
∆𝑦 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
∆𝑧 + 𝜀1∆𝑥 + 𝜀2∆𝑦 + 𝜀3∆𝑧 

де 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3 - нескінченно малі функції (наближаються до нуля) при 𝛥𝑠 → 0 

 Оскільки 

 ∆𝑥 = 𝛥𝑠 cos 𝛼, ∆𝑦 = 𝛥𝑠 cos 𝛽, ∆𝑧 = 𝛥𝑠 cos 𝛾, то 

∆𝑠𝑈 =
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
𝛥𝑠 cos 𝛼 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
𝛥𝑠 cos 𝛽 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
𝛥𝑠 cos 𝛾 + 𝜀1𝛥𝑠 cos 𝛼

+ 𝜀2𝛥𝑠 cos 𝛽 + 𝜀3𝛥𝑠 cos 𝛾 

 Перейшовши до границі при 𝛥𝑠 → 0, дістанемо формулу для обчислення 

похідної за напрямом 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= lim
𝛥𝑠→0

𝛥𝑠𝑈

𝛥𝑠
=

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
cos 𝛼 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
cos 𝛽 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
cos 𝛾|

𝑃

 

 

 Подібно до того як частинні похідні 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑈

𝜕𝑦
, 

𝜕𝑈

𝜕𝑧
 характеризують швидкість 

зміни функції в напрямі осей координат, так і похідна 
𝜕𝑈(𝑥;𝑦;𝑧)

𝜕𝑠
 знайдена для 

заданої точки простору 𝑃 і для заданого напрямку 𝑠, визначає швидкість зміни 

скалярного поля 𝑈(𝑀) в цій точці 𝑃 по цьому напрямку. При цьому, абсолютна 

величина похідної |
𝜕𝑈(𝑥;𝑦;𝑧)

𝜕𝑠
| відповідає значенню швидкості, а знак похідної 



визначає характер зміни функції 𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧) в напрямі(зростання чи спадання), 

тобто, обчислена в одній і тій же точці, але за різними напрямками, вона має, 

взагалі кажучи, різні значення.  

 

 У випадку плоского поля 𝑈 = 𝑈(𝑥; 𝑦) маємо: 

 cos 𝛽 = cos(90 − 𝛼) = sin 𝛼, cos 𝛾 = 0, то 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

=
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
cos 𝛼 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
sin 𝛼|

𝑃

 

де 𝛼 - кут, утворений напрямком 𝑠 з віссю Ох. 

 

  

 

 Поряд із поняттям похідної скалярного поля за напрямком існує інше 

важливе поняття - градієнт скалярного поля. 

 Нехай задано скалярне поле 𝑈 =  𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧), причому функція має частинні 



похідні 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑈

𝜕𝑦
, 

𝜕𝑈

𝜕𝑧
 

  

 або 

 

  

  

  



 Розглянемо зв'язок між градієнтом та похідною за напрямком: 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

=
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
cos 𝛼 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
cos 𝛽 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
cos 𝛾|

𝑃

 

 Очевидно, що вектор, який складається з напрямних косинусів вектора 𝑠 – 

орт-вектор, 𝑠0: 

𝑠0 = (cos 𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾) 

 Тоді отримаємо формулу для обчислення похідної скалярного поля за 

напрямком у вигляді скалярного добутку градієнту та орт-вектору:  

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= (grad 𝑈 , 𝑠𝑜) = (∇𝑈, 𝑠𝑜) 

 За означенням скалярного добутку, де |𝑠0| = 1, як орт-вектор,  

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= (grad 𝑈 , 𝑠𝑜) = |grad 𝑈| |𝑠𝑜| ⏟
=1

cos(grad 𝑈 ^𝑠𝑜)

= |grad 𝑈| cos(grad 𝑈 ^𝑠𝑜) = 𝑃𝑟𝑠 grad 𝑈 

 Т.ч. похідна 
𝜕𝑈(𝑥;𝑦;𝑧)

𝜕𝑠
 за напрямком деякого вектора 𝑠 дорівнює проекції 

вектора grad 𝑈 на цей вектор 𝑠.  

 

 Геометричний зміст градієнта 

 Якщо позначити кут між векторами grad 𝑈 та 𝑠 через 𝜑 то можна записати 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= |grad 𝑈| cos 𝜑 

 У точці 𝑃(𝑥; 𝑦; 𝑧) будуємо вектор grad 𝑈 (рис.). Далі будуємо сферу (коло), 

для якої grad 𝑈 є діаметром - PB. Через точку 𝑃 проведемо пряму, паралельну 



до визначеного довільного вектору 𝑠 . Позначимо точку перетину його з 

поверхнею сфери (кола) через 𝑀. Тоді 

𝑃𝑀 = 𝑃𝑟𝑠 grad 𝑈 = |𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈| cos 𝜑 =
𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

 

 

 

 Обертаючи вектор 𝑠, можемо переконатися, що 

1. Похідна в заданій точці за напрямком вектора 𝑠 має найбільше значення, 

якщо напрямок вектора 𝑠 співпадає з напрямком градієнта 𝜑 = 0 →

 cos 𝜑 = 1; це найбільше значення похідної дорівнює: 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= |𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈| 

2. Похідна за напрямком вектора, перпендикулярного до вектора 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 

(𝜑 =
𝜋

2
→  cos 𝜑 = 0, дорівнює нулю:  

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= 0 

3. Похідна в заданій точці за напрямком вектора 𝑠 має найменьше 

значення, якщо напрямок вектора 𝑠 є протилежним напрямку градієнта 

𝜑 = 𝜋 →  cos 𝜑 = −1; це найменьше значення похідної дорівнює: 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= −|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈| 

 Звідси, безпосередньо з визначення випливає фізичний зміст градієнта: 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 

М 

𝑠 

P 



градієнт у будь-якій точці скалярного поля спрямований у напрямку 

найбільшого зростання поля і за абсолютним значенням дорівнює швидкості 

зростання поля у цій точці 

 Також, безпосередньо з визначення випливає що градієнт в даній точці 

скалярного поля 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)  є спрямованим по нормалі до поверхні 

рівня 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝐶 розглянутого поля, що проходить через цю точку.  

 Дійсно, нагадаємо, що якщо будь-яка поверхня задана рівнянням у вигляді 

неявної функції 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝐶 то вектор нормалі до неї в точці 𝑃 має 

координати: 

𝑛⃗⃗(𝑃) = (
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
,
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
) =

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
𝑘⃗⃗ 

 Останні збігаються з вектором градієнта скалярного поля 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)  :  

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑈(𝑃) =
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
𝑘⃗⃗ 

 Зауваження: Якщо скалярне поле плоске, то градієнт в даній точці 

спрямований, відповідно, по нормалі до лінії рівня поля, що проходить через 

цю точку. 

 

 Таким чином, при розв'язанні задач на геометричні та механічні 

застосування градієнта використовують наведені властивості градієнта та 

наслідки з них: 

1) для будь-якої поверхні 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  0  вектор одиничної нормалі в заданій 

точці М(𝑥, 𝑦, 𝑧) має вигляд 𝑛⃗⃗0(𝑃) = ±
𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹(𝑥,𝑦,𝑧)

|𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹(𝑥,𝑦,𝑧)|
 

2) найбільша крутість підйому поверхні  𝑧 = 𝜙 (𝑥, 𝑦 )  у заданій точці - це 

тангенс кута нахилу градієнта поля 𝜙 (𝑥, 𝑦 )  до площини XOY у заданій 

точці, тобто: 𝑡𝑔𝛼 =  𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜙 (𝑥, 𝑦 )  



  

 

  

  

  

  



  

  

  

 

  

  



  

  

 

 Додаткова інформація:  

 Градієнт (від лат. Gradiens - крокуючий, що росте) - вектор, що показує 

напрямок найшвидшого зростання деякої величини, значення якої змінюється 

від однієї точки простору в іншу ( скалярного поля). Наприклад, якщо взяти в  

 

якості величини висоту поверхні Землі над рівнем моря, то її градієнт в кожній 

точці поверхні буде показувати "напрям самого крутого підйому". Величина 



(модуль) вектора градієнта дорівнює швидкості росту величини в цьому 

напрямку.  

 Операція градієнта перетворює пагорб (ліворуч), якщо дивитися на нього 

зверху, в поле векторів (праворуч). Видно, що вектори спрямовані "в гору" і 

тим довша, чим крутіше нахил. 

 

 Термін градієнт вперше з'явився в метеорології, а в математику був 

введений Джеймсом Клерком Максвеллом у 1873 р. Позначення 𝑔𝑟𝑎𝑑 теж 

запропонував Максвелл. 

 

 Контрольні питання 

1.Для чого вводять поняття похідної за напрямом? 

2.Що називається скалярним полем? 

3.Що називають похідною функції за напрямом? 

4.Виведіть формулу для обчислення похідної за напрямом. 

5.Чому відповідає абсолютна величина похідної? 

6. Дайте означення градієнта скалярного поля. 

7. Доведіть теорему про зв’язок градієнта і похідної за напрямом. 

8. Сформулюйте і доведіть властивості градієнта. 



 

ВПРАВИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

 

 

 

ПОСИЛАННЯ ДО ЛЕКЦІЇ: 

https://www.youtube.com/watch?v=ktb4Kf8fziQ 

https://www.youtube.com/watch?v=MF2BbZ3y62E 

https://www.youtube.com/watch?v=ktb4Kf8fziQ
https://www.youtube.com/watch?v=MF2BbZ3y62E

