
 Тема 3. Векторне поле 

3.1 Означення та приклади 

 

Означення. Якщо в області 𝐷 простору ℝ3 визначена деяка вектор-функція 

𝑎 ⃗⃗⃗  (𝑀 ) , то кажуть, що в області 𝐷 задано векторне поле 𝑎  (𝑀 ): 

  

 3.1.1 Приклади векторних полів 

а) Поле сил тяжіння 

Якщо в просторі є деякий розподіл мас, то згідно із законом Ньютона на 

одиничну масу, розташовану в точці 𝑃 , діє деяка сила тяжіння така що 𝐹 (𝑃). 

Ця сила називається напруженістю поля тяжіння в точці 𝑃 .  

Вектори 𝐹 (𝑃) , що розглядаються у всіх точках простору, визначають векторне 

поле, яке зветься напруженістю поля тяжіння даної системи мас. 

 

б) Напруженість електричного поля (однорідного і ізотропного) 

Якщо в просторі є розподіл електричних зарядів, то за законом Кулона на 

нерухомий одиничний позитивний заряд, розміщений в певній точці 𝑃 , діє сила 

𝐸⃗ (𝑃), яка називається напруженістю електричного поля. 

 

в) Поле швидкостей рухомої матерії 

Припустимо, що в просторі відбувається рух деякої неперервно розподіленої 

маси, наприклад, протікання рідини. Тоді в кожній точці 𝑀 простору ми 

можемо побудувати вектор 𝑉⃗  (𝑀) – вектор швидкості частки матерії, що 



знаходиться в даний момент часу в точці 𝑀 . У кожен момент часу сукупність 

векторів 𝑉⃗  (𝑀) для всіх точок 𝑀 даної області визначає векторне поле – поле 

швидкостей часток матерії, що рухається. 

 

 3.1.2 Векторні лінії 

 Основною геометричною характеристикою векторного поля є векторна 

лінія векторного поля 

Означення. Векторною лінією векторного поля 

𝑎 (𝑀) називається така лінія, в кожній точці якої 

вектор поля спрямований по дотичній до цієї лінії. 

 

Наприклад, стаціонарне поле швидкостей 𝑣 (𝑀) рідини (лінії струму), 

гравітаційне поле 𝐹 (𝑀), електростатичне 𝐸⃗ (𝑀), магнитостатичне поле 𝐻⃗⃗ (𝑀) 

(лінії індукції) і таке інш. 

 
 

Таким чином, в поле швидкостей рідини, що 

рухається, векторна лінія являє собою таку лінію, в 

кожній точці якої вектор швидкості спрямований по 

дотичній до цієї лінії. Якщо 𝐿 - замкнений контур, що 

лежить в векторному полі і не збігається навіть 

частково з будь-якою векторною лінією, то векторні 

𝑣 (𝑀) 

𝐻⃗⃗ (𝑀) 

𝐸⃗ (𝑀) 𝐿 



лінії, що проходять через точки цього контуру, утворюють трубчасту 

поверхню, яка називається векторною трукою. 

 

 3.1.3 Побудова векторних ліній 

  

  

  

  

  



  

 яку можна переписати таким чином: 

  

  Векторні лінії можно знайти, використовуючи параметричний метод. 

  

  

  



  

 

 

  

  



  
  

  

  

  



  
 

 3.2 Потік (Течія) векторного поля через поверхню 

 

 3.2.1. Задача про потік рідини.  

 Нехай в просторі задано векторне поле 𝑣  (𝑀) швидкостей деякого потоку 

рідини, що рухається стаціонарно. Оскільки швидкість 𝑣  (𝑀) частки рідини 

залежить тільки від координат точки 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) , то  

𝑣  (𝑀) = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑗 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘⃗  

де 𝑃, 𝑄 і 𝑅 - неперервні функції, які є проекціями швидкості на осі координат.  

 Обчислимо кількість рідини П, яка протікає за одиницю часу через деяку 

орієнтовану поверхню 𝑆 , яка обмежена просторовою кривою 𝐿 , вважаючи 

щільність рідини 𝜌 = 1. 

 

 Спочатку розглянемо окремий випадок, коли швидкість 𝑣  в усіх точках 

одна і та ж, а поверхнею є плоска площинка, як показано на Рисунку (а): 

L 



 За одиницю часу частки рідини, що лежать на площинці 𝑆 , перемістяться 

в напрямку вектора 𝑣  на відстань, рівну його довжині, і розташуються на 

площинці 𝑆1. Кількість рідини П, яка проходить через площину 𝑆 , чисельно 

дорівнює об’єму циліндра з площею основи 𝑠 і твірною |𝑣|⃗⃗⃗⃗  ⃗ . Позначивши 

висоту цього циліндра через ℎ , отримаємо 

П =  𝑠 ℎ . 

 Нехай 𝑛 ⃗⃗⃗  0 - одиничний вектор нормалі до площини 𝑆 , а 𝜑 - кут між 𝑛⃗ 0 і 𝑣  . 

Оскільки  

ℎ = |𝑣|⃗⃗⃗⃗  ⃗ cos𝜑 = |𝑣|⃗⃗⃗⃗  ⃗ |𝑛⃗ 0|⏟
=1

cos 𝜑 = 𝑣 ∙ 𝑛⃗  

Тоді маємо, що кількість рідини, яка протікає за одиницю часу через 

орієнтовану поверхню 𝑆 обчислюється за формулою:  

  П = (𝑣 ∙ 𝑛⃗ 0)𝑠  (1) 

 Розглянемо тепер загальний випадок. Нехай в просторі задано векторне 

поле 

𝑣  (𝑀) = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑖 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑗 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘⃗  

швидкостей рідини і деяка поверхня (загального вигляду - криволінійна), яка 

обмежена просторовою кривою 𝐿 (Рисунок (б) ).  

 Припустимо, що в кожній точці 𝑀 цієї поверхні визначений одиничний 

вектор нормалі 𝑛⃗ 0 = (𝑐𝑜𝑠 𝛼 ;  𝑐𝑜𝑠𝛽 ;  𝑐𝑜𝑠𝛾 ), напрямні косинуси якого є 

неперервними функціями координат 𝑥, 𝑦, 𝑧 точок цієї поверхні. Обчислимо, яка 

кількість рідини протікає через поверхню 𝑆 . 

 Виконаємо наступні чотири дії: 

 1. Розіб’ємо поверхню 𝑆 довільно на 𝑛 частинних пласких поверхонь, 𝑆𝑖, 

𝑖 = 1. . . 𝑛 з площами ∆𝑆𝑖. Діаметри розбиття (найбільша відстань між точками 

поверхні) позначимо через 𝑑𝑖, а довжину найбільшої частинної відстані 

позначимо 𝜆 = max
1≤𝑖≤𝑛

𝑑𝑖 і назвемо діаметром розбиття. 



 2. Виберемо на кожній частинній поверхні 𝑆𝑖 довільну точку 𝑀𝑖( 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖), 

пов’яжемо з нею одиничний нормальний вектор 𝑛⃗ 0𝑖 = (cos α𝑖 ; cos β𝑖 ; cos γ𝑖) 

(Рисунок (б)) і вважатимемо, що в границях кожної частинної поверхні 𝑆𝑖 

швидкість часток рідини постійна, яка дорівнює її значенню в точці 𝑀𝑖 і 

однаково спрямована: 𝑣 𝑖(𝑀) = 𝑃(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)𝑖 + 𝑄(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)𝑗 + 𝑅(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)𝑘⃗  

 3. Згідно цих припущень кількість рідини ∆П𝑖 , що протікає через 𝑆𝑖 можна 

обчислити за формулою (1):  

∆П𝑖 = (𝑣 𝑖 ∙ 𝑛⃗ 
0
𝑖)∆𝑆𝑖 , 𝑖 = 1. . . 𝑛 

Звідки загальний поток крізь поверхню 𝑆 наближено дорівнює 

Π ≈ ∑ ∆П𝑖
𝑛
𝑖=1 = ∑ (𝑣 𝑖 ∙ 𝑛⃗ 

0
𝑖)∆𝑆𝑖

𝑛
𝑖=1  , 𝑖 = 1. . . 𝑛 

яка є інтегральною сумою для функції: 𝑣 𝑖(𝑀𝑖) ∙ 𝑛⃗ 
0
𝑖(𝑀𝑖) 

 4. Знайдемо границю інтегральної суми, коли 𝜆 → 0. Якщо ця границя 

існує і не залежить ні від способу розбиття поверхні 𝑆 на частини, ні від вибору 

точок 𝑀𝑖( 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖) ∈ 𝑆𝑖 то вона і виражатиме собою точний об’єм рідини П, що 

протікає через поверхню 𝑆: 

 П = lim
𝜆→0

∑ ∆П𝑖
𝑛
𝑖=1 = lim

𝜆→0
∑ (𝑣 𝑖(𝑀𝑖) ∙ 𝑛⃗ 

0
𝑖(𝑀𝑖))∆𝑆𝑖

𝑛
𝑖=1 = ∬ (𝑣 (𝑀) ∙ 𝑛⃗ 0(𝑀))𝑑𝑆 

𝑆
  

 Очевидно, що формула для визначення об’єму рідини П, що протікає через 

поверхню 𝑆 відповідає поверхневому інтегралу першого роду.  

 Виражаючи скалярний добуток через координати вектора швидкості та 

одиничного вектору нормалі, отримаємо 

  П = ∬ (𝑣 ∙ 𝑛⃗ 0)𝑑𝑆 
𝑆

= ∬ (𝑃 cos 𝛼 + 𝑄 cos 𝛽 + 𝑅 cos 𝛾
𝑆

)𝑑𝑆 (2) 

Далі, скориставшись формулою, що пов’язує поверхневі інтеграли першого і 

другого роду, остаточно дістанемо 



  П = ∬ 𝑃 𝑑𝑦𝑑𝑧⏟  
=𝑑𝑆 cos𝛼

+ 𝑄 𝑑𝑧𝑑𝑥⏟  
=𝑑𝑆 cos𝛽

+ 𝑅 𝑑𝑥𝑑𝑦⏟  
=𝑑𝑆 cos 𝛾

𝑆
 (3) 

 Таким чином, потік вектора 𝑣  є скалярною величиною, що виражає собою 

кількість П рідини, яка протікає за одиницю часу через орієнтовану поверхню 

𝑆 і визначається поверхневим інтегралом або першого (2) або другого (3) роду 

за вибраною стороною поверхні.  

 У цьому полягає фізичний зміст потоку (незалежно від фізичного змісту 

поля). 

 

 3.2.2 Потік (Течія) векторного поля і його обчислення.  

 За аналогією з потоком протікаючої рідини введемо поняття потоку 

довільного векторного поля 𝑎  =  (𝑃, 𝑄, 𝑅) через поверхню 𝑆 . 

 

 Означення: Потоком векторного поля 𝑎 ⃗⃗⃗  =  (𝑃, 𝑄, 𝑅) через поверхню 𝑆 у 

напрямі одиничного вектора нормалі 𝑛⃗  , називається поверхневий інтеграл виду 

(2) або (3): 

П =∬(𝑎 ∙ 𝑛⃗ 0)𝑑𝑆 

𝑆

=∬𝑎 ∙ 𝑑𝑆  

𝑆

=∬𝑃 𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑥𝑑𝑧

𝑆

+ 𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦 

 При цьому, якщо кут (𝑎 ^ 𝑛⃗ 0)  <  𝜋/2 , тобто (𝑎 ∙ 𝑛⃗ 0) > 0 то П >  0. В 

цьому випадку потік вектора 𝑎 ⃗⃗⃗   йде з внутрішньої на зовнішню сторону 

поверхні 𝑆.  

 Якщо ж кут (𝑎 ^𝑛⃗ 0) >  𝜋/2 , тобто (𝑎 ∙ 𝑛⃗ 0) < 0  то П <  0 і означає, що потік 

вектора 𝑎 ⃗⃗⃗   йде із зовнішньої на внутрішню сторону поверхні 𝑆 .  

 

 Властивості потоку: 

1. Згідно з властивістю поверхневого інтегралу при зміні орієнтації поверхні 

знак потоку П змінюється на протилежний, або потік змінює знак на 

протилежний, якщо змінюється орієнтація поверхні 



∬𝑎 ∙ 𝑑𝑆  

𝑆+

= −∬𝑎 ∙ 𝑑𝑆  

𝑆−

 

2. Адитивність відносно поверхні інтегрування. Якщо поверхню 𝑆 можна 

розбити на декілька частин 𝑆1, 𝑆2,..., 𝑆𝑘 , то потік векторного поля 𝑎 (𝑀) a через 

поверхню 𝑆 дорівнює сумі потоків через відповідні поверхні: 

∬𝑎 ∙ 𝑑𝑆  

𝑆

=∑Π𝑖

𝑘

𝑖=1

=∑∬𝑎 ∙ 

𝑆𝑖

𝑘

𝑖=1

𝑑𝑆 𝑖 

3. Лінійність. Нехай 𝑎 ⃗⃗⃗  1(𝑀) and 𝑎 ⃗⃗⃗  2(𝑀) – векторні поля, а 𝛼 та 𝛽 – сталі, то 

∬(𝛼𝑎 ⃗⃗⃗  1 + 𝛽𝑎 ⃗⃗⃗  2) ∙ 𝑑𝑆  

𝑆

= 𝛼∬𝑎 ⃗⃗⃗  1 ∙ 𝑑𝑆  

𝑆

+ 𝛽∬𝑎 ⃗⃗⃗  2 ∙ 𝑑𝑆  

𝑆

 

 Формули для обчислення потоку вектору 𝑎 ⃗⃗⃗  =  (𝑃, 𝑄, 𝑅) через поверхню 𝑆 

залежно від способу її завдання аналогічні тим, які були виведені протягом 

вивчення теми Поверхневи Інтеграли.  

 Так, наприклад, якщо поверхня S задана явно рівнянням 𝑧 =  𝑓 (𝑥, 𝑦) з 

нормалью 𝑛⃗ = {𝑓𝑥
′, 𝑓𝑦

′, −1} та одиничною нормалью 𝑛⃗ 0 = ±
𝑛⃗ 

|𝑛⃗ |
, де |𝑛⃗ | =

√(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)
2
+ 1, яка на зовнішній сторні поверхні має гострий кут з віссю 

𝑂𝑧, (або напрямний косінус кута є додатнім cos 𝛾 > 0), то потік вектора через 

поверхню 𝑆 обчислюється за формулою 

 ∬ 𝑎 ∙ 𝑑𝑆  
𝑆

= ∬ (𝑎 ∙ 𝑛⃗ 0)𝑑𝑆 
𝑆

= ∬ (𝑎 ∙ 𝑛⃗ 0)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

  

=∬{−𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑓𝑥
′ − 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑓𝑦

′ + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))}

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 

 Якщо поверхня 𝑆 задана неявно рівнянням 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  0, то нормаль 

визначається 𝑛⃗ = {𝐹𝑥
′, 𝐹𝑦

′, 𝐹𝑧
′}, тоді одинична нормаль 𝑛⃗ 0 = ±

𝑛⃗ 

|𝑛⃗ |
, де |𝑛⃗ | =



√(𝐹𝑥
′)2 + (𝐹𝑦

′)
2
+ (𝐹𝑧

′)2, а потік вектора через поверхню 𝑆 обчислюється за 

формулою  

 ∬ (𝑎 ∙ 𝑛⃗ 0)𝑑𝑆
𝑆

=   

= ±∬
1

√(𝐹𝑥
′)
2
+(𝐹𝑦

′)
2
+(𝐹𝑧

′)
2
{𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐹𝑥

′ + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐹𝑦
′ + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐹𝑧

′}
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦  

де 𝐷 є проекція поверхні 𝑆 на координатну площину 𝑋𝑂𝑌. 

 Так само для інших випадків. 

 

  

 

  

 



  

  

  

  

 



  

  

 Особливий інтерес представляє випадок, коли поверхня 𝑆 замкнена і 

обмежує деяку область 𝐺 . В цьому випадку за напрям вектору 𝑛⃗  , зазвичай, 

беруть напрям зовнішньої нормалі. Тоді потік вектора 𝑎  =  (𝑃, 𝑄, 𝑅) через 

замкнену поверхню 𝑆 знаходемо за формулами: 

  П = ∯ (𝑎 ∙ 𝑛⃗ 0)𝑑𝑆
𝑆

 (4) 

  П = ∯ 𝑃𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆

 (5) 

Розглянемо замкнену поверхню 𝑆 , яка обмежує 

об’єм 𝐺 в векторному полі 𝑎 (𝑀) ≡ 𝑣 (𝑀) 

швидкостей течії нестисливої рідини (рис.). 

Потік П = ∯ (𝑎 ∙ 𝑛⃗ 0)𝑑𝑆
𝑆

 – кількість рідини, що 

протікає через замкнену поверхню 𝑆.  

Вочевидно що векторні лінії, які характеризують 

векторне поле швидкостей течії рідини, входять та 

виходять з поверхні 𝑆.  

 Прицьому,  

 в точці 𝑃1 (точка входу векторні лінії в поверхню) кут між 𝑎  (𝑀) і нормаллю 

𝑛⃗ 1 – тупий, і це означає, що рідина втікає всередину поверхні, т.т. якщо кут 

(𝑎 ^ 𝑛⃗ 1
0
) >  𝜋/2, тоді П1 < 0 .  

 в точці виходу 𝑃2 (точка виходу векторні лінії з поверхні) кут між 𝑎  (𝑀) і 

нормаллю 𝑛⃗ 2 – гострий, рідина витікає з поверхні, т.т. якщо кут (𝑎 ^𝑛⃗ 1
0
) <

 𝜋/2, тоді П2 > 0. 



 Висновки: 

 Якщо вектор 𝑎  =  (𝑃, 𝑄, 𝑅)  визначає поле швидкостей поточної 

нестисливої рідини, то величина потоку П через замкнену поверхню 𝑆, що 

обмежує просторову область 𝐺 , дає різницю між кількістю рідини, яка витікає 

з області та втікає до неї за одиницю часу (П = П1 − П2),  

 При цьому, якщо П =  0, то це означає, що з тіла 𝐺 , обмеженого поверхнею 

𝑆 , витікає стільки рідини скільки і втікає в нього. 

 Якщо П >  0, то рідини витікає більше ніж втікає. Це означає, що всередині 

області є додаткові джерела, тобто місця, де рідина з’являється.  

 Якщо ж П <  0, то рідини з тіла витікає менше, ніж втікає. Це означає, що 

всередині області 𝐺 є стоки, тобто місця, які поглинають надлишок рідини.  

 Слід сказати, що джерела є точками, звідки векторні лінії починаються, а 

стоки - точки, де векторні лінії закінчуються. 

  

 Відповідно до цієї класифікації точок поверхня 𝑆 може бути розглянута як 

поверхня, утворена поверхнями 𝑆1 і 𝑆2 , тобто 𝑆1  ∪ 𝑆2 = 𝑆, де 𝑆1 є геометричне 

місце всіх точок поверхні, в яких рідина вливається всередину тіла, а 𝑆2 - 

геометричне місце всіх точок поверхні 𝑆 , в яких рідина витікає з тіла. 

 Тому величину потоку 

П =∯ (𝑎 ∙ 𝑛⃗ 0)𝑑𝑆
𝑆

=∬ (𝑎 ∙ 𝑛⃗ 0)𝑑𝑆
𝑆1

+∬ (𝑎 ∙ 𝑛⃗ 0)𝑑𝑆
𝑆2

 

Інакше потік вектора 𝑎  =  (𝑃, 𝑄, 𝑅) , наприклад через поверхню  𝑆1 можна 

обчислити за формулою 

 
 

 3.3 Дивергенція.  

 Величина потоку вектора через замкнену поверхню є глобальною 

характеристикою поля в деякій області 𝐺 і наближено дозволяє судити про 



наявність джерел і стоків в цій області. У зв’язку з цим зручно ввести 

локальну, точкову характеристику розподілу джерел і стоків. Такою 

характеристикою є дивергенція (divergentia (лат.) - розбіжність). 

 

 Дамо означення дивергенції в точці.  

Фіксовану точку 𝑀 векторного поля оточимо довільною 

замкненою гладкою поверхнею 𝑆 , яка обмежує область 𝐺 з 

об’ємом 𝑉 . Знайдемо відношення потоку вектору 𝑎  через 

поверхню 𝑆 до об’єму 𝑉 :  

 

  

   (6) 

  
 Оскільки потік і об’єм не залежать від вибору системи координат, то і 

M 

𝑎  



дивергенція також не залежить від вибору системи координат. Тому означення 

(6) називається інваріантним означенням дивергенції. 

 Дивергенція векторного поля 𝑎  є скалярною функцією точки і, таким 

чином, утворює скалярне поле, побудоване за цим векторним полем. 

 

 Обчислення дивергенції в точці 

 

  

   (7) 

 

  



Використовуючи символьний оператор Гамільтона (набла)  

∇̅ = 𝑖̅
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗̅

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘̅

𝜕

𝜕𝑧
 , 

вираз для div𝑎̅ (7) можна записати як скалярний добуток  векторів ∇̅ і 𝑎̅:  

div𝑎̅ = ∇̅  ∙ 𝑎̅ =
𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑎𝑧

𝜕𝑧
  

 

  

  
 

 3.4 Формула Гауса-Остроградського 

 Раніше була розглянута формула Гріна, яка зв’язувала  криволінійний 

інтеграл 2-го роду по замкнутому контуру 𝐿+ з подвійним інтегралом  по 

області 𝐷, що обмежується цим замкнутим контуром 𝐿.  

 Наступна формула Остроградського – Гауса узагальнює формулу Гріна 

і зв’язує поверхневий інтеграл 2-го роду по замкнутій поверхні 𝜎 з 

потрійним інтегралом по області 𝐺, що обмежується замкнутою поверхнею 

𝜎. 

 Для виведення формули Остроградського – Гауса розглянемо замкнуту 

область 𝐺, обмежену гладкими поверхнями σ1 (що задається рівнянням 𝑥 =

𝑥1(𝑦, 𝑧)), σ2 (що задається рівнянням 𝑥 = 𝑥2(𝑦, 𝑧), 𝑥2(𝑦, 𝑧) ≤ 𝑥1(𝑦, 𝑧)) та ци- 



ліндричною поверхнею σ3 з твірними, 

паралельними осі 𝑂𝑋  (поверхня σ3 

може бути відсутня) (див. Рис.). 

Будемо вважати, що кожна з 

поверхонь σ1 і σ2  однозначно 

проектується на координатну площину 

𝑌𝑂𝑍 в область Dyz (границя області Dyz 

- це лінія перетину циліндричної 

поверхні σ3 з площиною 𝑌𝑂𝑍 ).  

 

 Нехай в замкнутій області 𝐺 задані 

неперервні функції  𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧), що мають неперервні 

частинні похідні  
𝜕𝑃

𝜕𝑥
,
𝜕𝑄

𝜕𝑦
,
𝜕𝑅

𝜕𝑧
  в області 𝐺 і на її границі - на поверхні  σ = σ1 + 

σ2 + σ3.  

 Тоді будемо мати:   

∭
𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐺
= ∬ 𝑑𝑦𝑑𝑧 ∫

𝜕𝑃

𝜕𝑥

𝑥1(𝑦,𝑧)

𝑥2(𝑦,𝑧)
𝑑𝑥

𝐷𝑦𝑧
 = ∬ [𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥2

𝑥1]𝑑𝑦𝑑𝑧 =
𝐷𝑦𝑧

 

=∬ [𝑃(𝑥1(𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧) − 𝑃(𝑥2(𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧)]𝑑𝑦𝑑𝑧𝐷𝑦𝑧
 = ∬ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜎1
𝑑𝑦𝑑𝑧 +  

+∬ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜎2

𝑑𝑦𝑑𝑧,  

 де перший поверхневий інтеграл береться по зовнішній стороні поверхні 

σ1 (∠𝛼 між нормаллю 𝑛̅ до зовнішньої сторони σ1 і віссю 𝑂𝑋 гострий ), 

другий поверхневий інтеграл взято по зовнішній стороні поверхні σ2 (∠𝛼 

між нормаллю 𝑛̅ до зовнішньої сторони σ2 і віссю ОХ - тупий).  

 Одержана рівність не порушиться, якщо до правої частини рівності 

додати інтеграл  

∬ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜎3

𝑑𝑦𝑑𝑧 ≡ 0 

G 



 Цей поверхневий інтеграл дорівнює нулю, оскільки циліндрична 

поверхня σ3 проектується  на координатну площину  YOZ  в границю області 

𝐷𝑦𝑧 з нульовою площею.  

 Отже,  

∭
𝜕𝑃(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑥𝐺
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧  =∬ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜎1
𝑑𝑦𝑑𝑧 +∬ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜎2
𝑑𝑦𝑑𝑧 + 

+∬ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜎3

𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∯ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)
σ

𝑑𝑦𝑑𝑧. (а) 

 

Зауваження. Можна довести, що виведена формула (а) справедлива і 

для області 𝐺, яку можна розбити на скінченну кількість розглянутих вище 

областей, тобто ця формула буде справедлива для довільної замкненої 

області G, обмеженої замкнутою кусково-гладкою поверхнею 𝜎.  

 

Аналогічно рівності  (а) можна довести такі рівності:  

∭
𝜕𝑄(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑦𝐺
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∯ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜎
𝑑𝑥𝑑𝑧, (б) 

∭
𝜕𝑅(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑧𝐺
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∯ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜎
𝑑𝑥𝑑𝑦. (в) 

Додаючи рівності  (а),(б),(в), одержимо формулу Остроградського-

Гауса:  

  ∯ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

 = 

  =∭ (
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
+
𝜕𝑅

𝜕𝑧
)

𝐺
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, (8) 

де поверхневий інтеграл береться по зовнішній стороні замкнутої 

поверхні σ.  

 Формула Остроградського-Гауса для векторного поля 𝑎 (𝑀) 

 Якщо в області G⊂ ℝ3 задано векторне поле  

𝑎̅ =  𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)ί̅ + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)ϳ̅ + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘̅ 

з компонентами у вугляді неперервних фукцій 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧), 

які мають в області  G неперервні частинні похідні 
𝜕𝑃

𝜕𝑥
,
𝜕𝑄

𝜕𝑦
,
𝜕𝑅

𝜕𝑧
,  то скалярна 



величина 
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄

𝜕𝑦
+
𝜕𝑅

𝜕𝑧
 називається дивергенцією (витратою, розходженням) 

векторного поля 𝑎   в точці 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) і позначається символом - 𝑑𝑖𝑣𝑎  та 

визначається за формулою (7) як наступна: 

  𝑑𝑖𝑣 𝑎̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑃(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑦
+
𝜕𝑅(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑧
 

 

За допомогою поняття дивергенції формулу Остроградського-Гауса (8) 

для замкненої поверхні можна записати у вигляді  

  ∯ 𝑎 
𝜎

(𝑀) ∙ 𝑑𝜎 =∭ 𝑑𝑖𝑣 𝑎 
𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (9) 

 

або через координати 

  ∯ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

= 

  =∭ 𝑑𝑖𝑣 𝑎  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

, (9*) 

Тобто, потік вектора 𝑎  через кусково-гладку замкнуту поверхню σ в 

напрямку зовнішньої нормалі 𝑛̅ дорівнює потрійному інтегралу від div𝑎̅ по 

об’єму 𝐺, обмеженому поверхнею 𝜎. 

 

 



  

 

 Приклад 2.Обчислити потік П = ∯ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑧 + (𝑦 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + (𝑥 +
𝜎

𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦 через замкнену поверхню, якщо поверхня σ − зовнішня сторона 

замкнутої поверхні, утвореної конусом 𝑧2 = 𝑥2 + 4𝑦2  і площинами  2𝑧 = ℎ,

𝑧 = ℎ   (ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0). 

► Цю задачу ми вже розглядали раніше, безпосередньо обчислюючи 

інтеграли по складових  частинах поверхні зрізаного еліптичного конуса. 

Розв’яжемо тепер цю задачу, використовуючи формулу 

Остроградського-Гауса (10).  

Маємо:  

 𝑎̅ = (𝑥 + 2𝑦)ί̅ + (𝑦 − 𝑧)ϳ̅ + (𝑥 + 𝑧)𝑘̅,  

𝑑𝑖𝑣𝑎̅ = 
𝜕(𝑥+2𝑦)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑦−𝑧)

𝜕𝑦
+
𝜕(𝑥+𝑧)

𝜕𝑧
= 1+1+1 = 3.  

Областю G, що обмежується замкненою 

поверхнею σ = 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3 буде зрізаний 

еліптичний конус, більшою основою якого є 

еліпс з півосями  𝑎1= h, 𝑏1 =
ℎ
2⁄ , меншою 

основою є еліпс з півосями 𝑎2 =
ℎ
2⁄ ,  𝑏2 =

ℎ
4⁄ ; 

висота зрізаного конуса дорівнює ℎ 2⁄ , висота повного конуса дорівнює ℎ.  

Отже,  

𝐼2 =∭ 𝑑𝑖𝑣𝑎̅
𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 3 ∙∭ dxdydz
𝐺⏟      
=𝑉

 = 3∙ 𝑉зр.кон. = 3(𝑉1 − 𝑉2) = 

= 3(
𝜋ℎ3

6
−
𝜋ℎ3

48
) =

7𝜋ℎ3

16
 .  



При обчисленні об’єму зрізаного еліптичного конуса (𝑉зр.кон.) ми 

скористалися відомими формулами (𝑉кон. =
1

3
𝑆осн. ∙ 𝐻, 𝑆еліпса = 𝜋𝑎𝑏)  і 

позначеннями:  𝑉1 − об’єм повного конуса,  𝑉2 − об’єм відрізаної частини 

конуса. ◄  

 Контрольні питання 

 1. Що називають векторним полем? 

 2. Наведіть приклади векторних полів. 

 3. Що називають векторними лініями? 

 4. Що таке силові лінії векторного поля? 

 5. Що називають потоком векторного поля? 

 6. Сформулюйте властивості потоку векторного поля a через поверхню σ. 

 7. Що називають диверенцієй векторного поля 

 8. Запишіть та доведіть формулу Остроградського-Гаусса 

 

ВПРАВИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

  

  

  

 

ПОСИЛАННЯ ДО ЛЕКЦІЇ: 

https://www.youtube.com/watch?v=pdXE21NfP8w  

https://www.youtube.com/watch?v=pdXE21NfP8w

