
 Тема 4. Спеціальні векторні поля. 

 

Розглянемо поле, породжене вектором  

  𝑎̅ =  𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)ί̅ + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)ϳ̅ + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘̅,  

компоненти 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) якого неперервні функції та мають 

неперервні частинні похідні першого порядку в деякій області 𝐺 ⊂ ℝ3.  

 

 Для формулювання наступних результатів введемо більш загальне, ніж 

ми раніше використовували у записі формули Гріна для площини в ℝ2, 

означення однозв’язної області.  

Означення. Однозв’язною областю будемо називати таку область 𝐺  ( 𝐺 ⊂

 ℝ2 або  𝐺 ⊂ ℝ3 ), для якої довільний замкнутий контур (без самоперетинів) 

можна неперервною деформацією стягнути в точку області, не виходячи з 

області 𝐺. 

 На площині (ℝ2) однозв’язними  областями будуть:  

а. Вся площина;  

б. Множини точок площини, на які вона розбивається двома променями, 

що виходять з однієї точки;  

в. Множина точок площини, обмежена одним кусково-гладким 

контуром без самоперетинів. 

 У просторі ℝ3 однозв’язними областями, наприклад, будуть:  

а. Множина точок кулі (𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑧 − 𝑧0)2 < 𝑅2 та інші 

множини точок ℝ3, обмежені кусково-гладкими поверхнями, отриманими 

неперервними деформаціями сфери;  

б. Множина точок простору ℝ3, розміщених зовні сфери (𝑥 − 𝑥0)2 +

(𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑧 − 𝑧0)2 = 𝑅2 або іншої замкнутої кусково-гладкої поверхні;  

в. Множина точок простору ℝ3, що обмежена двогранним кутом;  

г. Внутрішня частина нескінченного циліндра.  

 А ось неоднозв’язними областями в ℝ3, будуть:  



а. Зовнішня частина нескінченного циліндра;  

б. Внутрішня та зовнішня частини тора (тор – поверхня бублика);  

в. Простір  ℝ3, з якого викинуто всі точки прямої лінії (нескінченної) 

або точки кола.  

 

 4.1 Потенціальні  поля 

 

 Означення. Векторне поле, задане вектором 𝑎̅ =  𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)ί̅ +

𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)ϳ̅ + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘̅ в області 𝐺 ⊂  ℝ3, називається потенціальним, якщо 

існує така однозначна функція 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), яка має частинні похідні до другого 

порядку включно, для якої виконується умова що векторне поле є полем 

градієнта скалярної функції 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), тобто: 

  𝑎̅ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧). (1) 

 Функція 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) називається потенціалом або потенціальною 

функціяєю векторного поля. 

 Сформулюємо та доведемо декілька важливих тверджень.  

Теорема: Критерій потенціальності векторного поля №1. Для того, щоб 

поле вектора 𝑎̅ було потенціальним, необхідно і достатньо, щоб його 

потенціальна функція 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) задовольняла умові: 

  𝑑𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 (2) 

► Необхідність. Використовуючи означення  𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢, з (1) будемо мати:  

𝑃𝑖 + 𝑄𝑗 + 𝑅𝑘⃗⃗ =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑘⃗⃗, 

Звідки,  

  𝑃 ≡
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 , 𝑄 ≡

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 , 𝑅 ≡

𝜕𝑢

𝜕𝑧
 .  (3) 

Отже,  

𝑑𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑑𝑧 ≡  𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 



Достатність. З умови (1) і наслідку (2) випливає достатність твердження 

теореми:  

𝑎̅ =  𝑃 ∙ ί̅ + 𝑄 ∙ ϳ̅ + 𝑅 ∙ 𝑘̅ =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
ί̅ +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
ϳ ̅ +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑘̅ ≡ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧). ◄ 

 

Розглянемо потенціальне поле, задане вектором 𝑎̅ в області 𝐺 ⊂  ℝ3, 

компоненти якого мають неперервні частинні похідні. Для них, як уже 

вказувалося, виконуються умови (3):  

𝑃 ≡
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 , 𝑄 ≡

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 , 𝑅 ≡

𝜕𝑢

𝜕𝑧
. 

При накладених умовах гладкості на функції 𝑃, 𝑄, 𝑅 та  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), з вище 

згаданних рівнянь випливає:  

а. 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
  і   

𝜕𝑄

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
  отже,   

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=  

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 . 

б. 
𝜕𝑃

𝜕𝑧
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑧
  і  

𝜕𝑅

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑥
 ;   звідси,  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
=

𝜕𝑅

𝜕𝑥
 .  

в. 
𝜕𝑄

𝜕𝑧
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑧
  і  

𝜕𝑅

𝜕𝑦
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑦
 ;   отже,  

𝜕𝑄

𝜕𝑧
=

𝜕𝑅

𝜕𝑦
 . 

 Як наслідок цього, справедлива теорема:  

Теорема: Критерій потенціальності векторного поля №2. Якщо векторне 

поле, що задане вектором 𝑎̅ є потенціальним в деякій області G, то ротор 

вектору 𝑎̅  у кожній точці області G  дорівнює нулю: 

  𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = (
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
) ί̅ + (

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
) ϳ+̅(

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) 𝑘̅ = 0 (4) 

Тобто, потенціальне поле – це безвихрове поле.  

Також з означення потенціального поля та критерія 2 випливає: 

𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = 𝑟𝑜𝑡 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0. 

Останню рівність легко одержати, використовуючи оператор Гамільтона: 

𝑟𝑜𝑡 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∇̅ × ∇̅  ∙ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

Тоді   

𝑟𝑜𝑡 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∇̅ × ∇̅  ∙ 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (∇̅ × ∇̅) ∙ 𝑢 ≡ 0,  

Це вірно, оскільки векторний добуток двох колінеарних векторів дорівнює 

нулю (∇̅ × ∇̅=0. 



Теорема. Критерій потенціальності векторного поля №3. Якщо в 

однозв’язній області G задано векторне поле 𝑎̅ для якого  𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = 0, то 

циркуляція в цьому полі  

  Ц = ∮ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 = 0
𝐿𝑖

 (5) 

по всякому замкнутому кусково-гладкому контуру  𝐿𝑖, що належить області 

G.  

► До кожного замкнутого кусково-гладкого контура  𝐿𝑖 з однозв’язної 

області  G можна побудувати кусково-гладку поверхню  𝜎, для якої контур 

 𝐿𝑖 буде границею.  

 Тоді, по формулі Стокса і тереми маємо  

∮ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧
𝐿

+
𝑖

= ∬ (𝑟𝑜𝑡𝑎̅ ∙ 𝑛0̅̅ ̅
𝜎

)𝑑𝜎 =0 

де 𝑛0̅̅ ̅  -  орт нормалі до зовнішньої сторони поверхні  𝜎. ◄ 

 Таким чином, для потенціального векторного поля іншим означенням 

(5) може бути 

  Ц = ∬ (𝑟𝑜𝑡𝑎̅ ∙ 𝑛0̅̅ ̅
𝜎

)𝑑𝜎 =0 (6) 

по любій поверхні  𝜎 в області G. 

 З рівняння (6) випливає, що якщо область  G - однозв’язна, то 𝑟𝑜𝑡𝑎̅=0, 

тобто поле безвихриве.  

 

 Далі покажемо як визначити потенціал для потенціального векторного 

поля. 

Нагадаємо деякі твердження, які були введені в розділі “Криволінійні 

інтеграли 2-го роду ” - деякі питання про незалежність криволінійних 

інтегралів від форми кривої інтегрування (в основному, для ℝ2). Зараз 

продовжимо цей розгляд  для більш загального випадку ℝ3.  

 



Теорема 1. Для незалежності криволінійного інтеграла  

 ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐿

𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧   

від шляху інтегрування 𝐿 в області 𝐺 (з ℝ 2 або ℝ 3 ) необхідно і достатньо, 

щоб  

  ∮ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 = 0
𝐿𝑖

  

для будь-якого кусково-гладкого замкнутого контура 𝐿𝑖 з області 𝐺.  

►Необхідність. Нехай криволінійний інтеграл не залежить від шляху 

інтегрування і, при цьому, точка А – початкова точка, а точка В - кінцева 

точка цих кусково-гладких кривих 𝐿 з області G. Виберемо дві довільні 

криві, наприклад, АМВ і АКВ (Рис.).  

 

Оскільки  

∫ (⋯ )
АМВ

= ∫ (⋯ )
АКВ

,  то  ∫ (⋯ )
АМВ

= − ∫ (⋯ )
ВКА

. 

 

Звідси 

∫ (⋯ )
𝐴𝑀𝐵

+ ∫ (⋯ )
𝐵𝐾𝐴

= 0  і, отже,  ∮ (⋯ )
АМВКА

= 0.  

 

Достатність. Провівши приведені вище міркування для довільного 

кусково-гладкого замкнутого контура АМВКА в зворотному порядку, ми 

одержимо, що з умови ∮ (⋯ )
АМВКА

= 0 випливає незалежність 

криволінійного інтеграла від форми кривої 𝐿; Інтеграл залежить лише від 

початкової точки А та кінцевої точки В кривої 𝐿 з області𝐺. ◄  

 

Теорема 2. Для того, щоб криволінійний інтеграл в області  G   

 ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐿

𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧   

не залежав від форми кривої інтегрування 𝐿, необхідно і достатньо 

існування потенціальної функції 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), для якої виконується умова (2):  

𝑑𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 



► Необхідність. Нехай криволінійний інтеграл не залежить від форми 

кривої 𝐿, а залежить лише від початкової 𝐴(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)  і кінцевої 𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

точок кривої 𝐿. Будемо вважати точку А фіксованою, а точку 𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

змінною. Утворимо функцію 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) як є функцію верхньої межі 

наступного інтеграла:  

 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫ 𝑃(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜉 + 𝑄(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜂 + 𝑅(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜇 
(𝑥,𝑦,𝑧)

(𝑥0,𝑦0,𝑧0)
. 

Розглянемо приріст функції 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) по змінній 𝑥   при умові ∆𝑥 → 0, ∆𝑦 =

∆𝑧 = 0:  

∆x𝑢 = 𝑢(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫ 𝑃(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜉 + 𝑄𝑑𝜂 + 𝑅𝑑𝜇
(𝑥+∆𝑥,𝑦,𝑧)

(𝑥0,𝑦0,𝑧0)

 

− ∫ 𝑃𝑑𝜉 + 𝑄𝑑𝜂 + 𝑅𝑑𝜇
(𝑥,𝑦,𝑧)

(𝑥0,𝑦0,𝑧0)

= ∫ 𝑃(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜉 + 𝑄 ∙ 0 + 𝑅 ∙ 0
(𝑥+∆𝑥,𝑦,𝑧)

(𝑥,𝑦,𝑧)

 

Згідно теоремі про середнє значення інтегралу, маємо 

= 𝑃(𝑥 + 𝜃∆𝑥, 𝑦, 𝑧) ∙ ∆𝑥,   (0< 𝜃 < 1). 

При  ∆𝑥 → 0 одержимо 
𝜕𝑢(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑥
= lim

∆𝑥→0

∆x𝑢

∆𝑥
= lim

∆𝑥→0

𝑃(𝑥+𝜃∆𝑥,𝑦,𝑧)∙∆𝑥

∆𝑥
= 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧).  

Аналогічно, при  ∆𝑦 → 0, ∆𝑥 = ∆𝑧 = 0 будемо мати  

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
= 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 

а при ∆𝑥 = ∆𝑦 = 0, ∆𝑧 → 0: 
𝜕𝑢(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑧
= 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧).  

Отже,  

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑑𝑧 ≡ 𝑑𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧).  

Достатність. Задамо гладку криву 𝐿  в параметричній формі: 

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡), 

де 𝑡 =  𝑡0 відповідає початковій точці А, а 𝑡 =  𝑡1 відповідає кінцевій точці 

В. Тоді для обчислення криволінійного інтегралу з урахуванням (2) маємо: 

∫𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝐿

 



= ∫ 𝑑𝑢(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))
𝑡1

𝑡0

= 𝑢(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))|
𝑡1

𝑡0
= 𝑢(𝐵) − 𝑢(𝐴). 

Такий результат легко отримати і для кусково-гладкої кривої 𝐿𝑖 розбивши її 

на гладкі куски. Отже, криволінійний інтеграл залежить лише від початкової 

і кінцевої точок кривої інтегрування. Теорема доведена. ◄  

 

Отже, вище ми довели рівносильність таких умов:  

1. Поле вектора  𝑎̅  потенціальне в області  G;  

2. В області G існує однозначна функція 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) (потенціальна функція), 

для якої виконується  рівність 

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 = 𝑑𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧); 

𝟑. Ц = ∮ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 = 0
𝐿

 для всіх кусково-

гладких замкнутих контурів L, що належать області  G;  

4. Криволінійний інтеграл ∫ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧
𝐿

 не залежить від форми кривої 

𝐿 з області G, а залежить лише від початкової і кінцевої точок кривої;  

5. Область  G – однозв’язна,  𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = 0. 

 Рівносильність умов (1), (2), (3), (4), (5) означає, що із виконання однієї 

з них випливає справедливість інших чотирьох тверджень. 

Приведемо схему доведених тут логічних слідувань (Рис.): 

 

Твердженням 6 в цій схемі позначено випадок, коли  𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = 0, а область G 

– неоднозв’язна.  

 

Потенціальну функцію  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) поля вектора 𝑎̅ можна знайти з точністю до 

сталої з рівності  



𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫ 𝑃(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜉 + 𝑄(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜂 + 𝑅(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜇 
(𝑥,𝑦,𝑧)

(𝑥0,𝑦0,𝑧0)

 

провівши інтегрування по відрізках, паралельних осям координат.  

 

Нехай 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) − фіксована точка області G, а  𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) − 

довільна змінна точка цієї області.  

 
Нехай шлях М0М складається з відрізків М0М1∥ ОХ,  М1М2∥ ОУ і М2М∥ О𝑍. 

Тоді 𝑀1(𝑥, 𝑦0, 𝑧0), 𝑀2(𝑥, 𝑦, 𝑧0) і обчислення криволінійного інтеграла 

зведеться до обчислення наступних визначених інтегралів:  

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫ 𝑃(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜉 + 𝑄(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜂 + 𝑅(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜇
M

M0
  

= ∫ (⋯ )
𝑀1

𝑀0
 + ∫ (⋯

𝑀2

𝑀1
)+∫ (⋯ )

𝑀

𝑀2
 

= ∫ 𝑃(𝜉, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜉
𝑥

𝑥0
+ ∫ 𝑄(𝑥, 𝜂, 𝑧0)𝑑𝜂

𝑦

𝑦0
+ ∫ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝜇)𝑑𝜇

𝑧

𝑧0
 . 

Якщо початок системи координат, точка  О(0,0,0), належить області  G  і не 

є особливою, то її зручно взяти за  𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). 

 

М0(x0,y0,z0) 

М1(x,y0,z0) 
М2(x,y,z0) 

М(x,y,z) 



 

 

Розглянемо ламану 𝑀0𝑀1𝑀2𝑀 , де 𝑀0(0,0,0) (рис.). Потенціал знаходимо за 

формулою: 

 

 



 

 

Приклад. Показати, що поле, утворене вектором 𝑎̅ = −
1

𝑟3 (𝑥ί̅ + 𝑦ϳ̅ + 𝑧𝑘̅),  

де 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, має потенціал  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

√𝑥2+𝑦2+𝑧2
≡

1

𝑟
 . 

► Справді, виходячи з відповідного означення і формули (2), маємо:  

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢 =
𝜕

𝜕𝑥
(

1

√𝑥2+𝑦2+𝑧2
) 𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
(

1

√𝑥2+𝑦2+𝑧2
) 𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
(

1

√𝑥2+𝑦2+𝑧2
) 𝑘⃗⃗  

−
1

2

1

√(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
(2𝑥ί̅ + 2𝑦ϳ̅ + 2𝑧𝑘̅) = −

1

2
𝑟−

3
2(2𝑥ί̅ + 2𝑦ϳ̅ + 2𝑧𝑘̅) 

= −
1

𝑟3 (𝑥ί̅ + 𝑦ϳ̅ + 𝑧𝑘̅) ≡ 𝑎̅ . ◄ 

Зауваження. Розглянуте силове поле створюють два одиничні електричні 

заряди різних знаків, один з яких розміщений на початку системи 

координат, а інший у довільній точці𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

 Таке саме поле утворюють дві одиничні маси (𝑚1 = 𝑚2 = 1), розміщені 

в тих самих точках. Це приклад потенціального поля.  

 

 Але не кожне векторне поле є потенціальним. Це пов’язано, перш за 

все, з неоднозв’язністю області. Розглянемо, наприклад, деяке векторне 

поле, задане в зовнішній частині тора (Рис.).  



 

Таку ситуацію ми будемо мати при дослідженні роботи трансформатора з 

залізним сердечником. В цьому випадку циркуляція відповідного вектора по 

контуру L1, що охоплює тор, відмінна від нуля; циркуляція по контуру L2, 

що не охоплює тор, дорівнює нулю (при умові 𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = 0). 

 

 4.2 Соленоїдальні поля 

 

 Означення. Векторне поле 𝑎̅ = 𝑃𝑖 + 𝑄𝑗 + 𝑅𝑘⃗⃗ називається 

соленоїдальним (трубчастим) в області G, якщо  

  𝑑𝑖𝑣 𝑎̅ = 0. (7) 

Умова (7) означає відсутність джерел або стоків в області G. Таке поле, 

(наприклад магнітне) виникає, наприклад, при проходженні електричного 

струму через котушку (соленоїд). 

 

Використовуючи формулу Остроградського-Гауса для обчислення потоку 

векторного поля 𝑎̅ == 𝑃𝑖 + 𝑄𝑗 + 𝑅𝑘⃗⃗ через замкнену повержню 𝜎 можемо 

записати  

П = ∯ 𝑃𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

 = ∭ 𝑑𝑖𝑣 𝑎 ̅𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

, 

З цього одержимо висновок, що потік вектора  𝑎̅ через довільну замкнуту 

поверхню в соленоїдальному векторному полі дорівнює нулю.  

 

Розглянемо деяку замкнуту поверхню σ, що складається з частини векторної 



трубки σ3, обмеженої поперечними перетинами (поверхнями) σ1 і σ2 (Рис.). 

 

Вибрана поверхня σ обмежує частину простору 𝑉 ⊂ ℝ3. Оскільки нормаль 𝑛̅ 

перпендикулярна до векторної поверхні σ3, тобто 𝑛̅ ⊥ 𝑎̅ , то для потоку 

вектора 𝑎̅ через бокову поверхню σ3 маємо: 

∬ 𝑃𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎3

 = ∬ (𝑎̅ ∙ 𝑛0̅̅ ̅
𝜎3

)𝑑𝜎 = 0  

Помінявши напрям нормалі 𝑛̅ до поверхні σ1  із зовнішньої (як того вимагає 

формула Остроградського-Гауса) на внутрішню (-1)𝑛̅ (див. рис.), з формули 

Остроградського-Гауса для соленоїдального поля матимемо:  

− ∬ 𝑃𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎1

 + ∬ (⋯ )
𝜎2

+ ∬ (⋯ ) = 0.
𝜎3

 

Враховуючи властивість вище, одержимо  

∬ (𝑎̅ ∙ 𝑛0̅̅ ̅
𝜎1

)𝑑𝜎 = ∬ (𝑎̅ ∙ 𝑛0̅̅ ̅
𝜎2

)𝑑𝜎, 

тобто, потік вектора 𝑎̅ в соленоїдальному полі через поперечний перетин 

фіксованої векторної трубки є сталою величиною. Цю величину називають 

інтенсивністю вибраної векторної трубки.  

 

Доведемо наступну теорему. 

Теорема. Якщо компоненти 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) вектора 𝑎̅ 

неперервні та мають неперервні частинні похідні другого порядку в області 

G, то в полі вихорів відсутні джерела, тобто, 

  𝑑𝑖𝑣(𝑟𝑜𝑡𝑎̅) = 0 (8) 

► Оскільки,   𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = (
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
) ί̅ + (

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
) ϳ+̅(

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) 𝑘̅, потрібно 

провести  диференціювання у виразі  



𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
) +

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑧
(

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
)  

і пересвідчитися у справедливості умови (8). Рівність відповідних мішаних 

похідних випливає з припущення гладкості компонент вектора 𝑎̅, а саме 

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
  і   

𝜕𝑄

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
  отже,   

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=  

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 . 

𝜕𝑃

𝜕𝑧
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑧
  і  

𝜕𝑅

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑥
 ;   звідси,  

𝜕𝑃

𝜕𝑧
=

𝜕𝑅

𝜕𝑥
 .  

𝜕𝑄

𝜕𝑧
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑧
  і  

𝜕𝑅

𝜕𝑦
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑦
 ;   отже,  

𝜕𝑄

𝜕𝑧
=

𝜕𝑅

𝜕𝑦
 . ◄  

 

Зауваження. Формально рівність (8) легко одержати із запису лівої частини 

з використанням оператора Гамільтона:  

∇̅ ∙ (∇̅ × 𝑎̅) = 0. 

Ліва частина задає мішаний добуток трьох векторів, два з яких колінеарні. 

Отже, такі три вектори компланарні, а їх мішаний добуток дорівнює нулю. 

 

З теореми випливає 

Критерій соленоідальності векторного поля:  Векторне поле 𝑎⃗ , задане в 

області ℝ3, соленоїдальне тоді і лише тоді, коли векторне поле 𝑎⃗ є ротором 

деякого вектора 𝑏⃗⃗, тобто 

𝑎⃗ = 𝑟𝑜𝑡 𝑏⃗⃗ 

де 𝑏⃗⃗ - – векторний потенціал поля 𝑎⃗ 

 



Підсумуємо, властивостивостями соленоїдального поля є натупні 

 

 

 

 4.3 Диференціальні операції другого порядку 

 

 Засновник векторного аналізу Вільям Роуен Гамільтон впровадив в 

математику символічний вектор ∇̅ , назвавши його alted (слово delta, прочитане 

в зворотному напрямку), який слідом за Олівером Хевісайдом, почали називати 

набла (це назва стародавнього асирійського музичного інструменту). 

 Даний оператор набуває важливий зміст в комбінації зі скалярними або 

векторними функціями. Він дозволяє скоротити і спростити запис багатьох 

формул теорії поля. Так, при вивченні скалярних і векторних полів ми вже 

зустрічалися з так званими диференціальними операціями першого порядку, 

які через вектор набла мають скорочені вирази:  

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
ί̅ +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
ϳ ̅ +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑘̅ ≡ ∇̅ ∙ 𝑢,  

𝑑𝑖𝑣𝑎̅ =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧
≡ ∇̅ ∙ 𝑎̅,  



𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = (
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
) ί̅ + (

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
) ϳ+̅(

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) 𝑘̅ ≡ ∇̅ × 𝑎̅. 

 

Існують також 5 змістовних диференціальних операцій другого порядку:  

1. 𝑟𝑜𝑡 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧); 

2. 𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 𝑎̅; 

3. 𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧); 

4. 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝑎̅; 

5. 𝑟𝑜𝑡𝑟𝑜𝑡𝑎̅ . 

 Ми вже бачили, що  

𝑟𝑜𝑡 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 і  𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = 0. 

 

 Розглянемо, наприклад, операцію  𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧):  

𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢 = div(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
ί̅ +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
ϳ ̅ +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑘̅) = 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 . 

Означення 1. Диференціальний оператор  

∆ ≡  
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
 

називається оператором Лапласа  (в просторі  ℝ3 ).  

Очевидно,  

∇̅ ∙ ∇̅= ∇̅2 ≡ ∆. 

Отже,  

𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢 ≡ ∆𝑢. 

Означення 2. Диференціальне рівняння другого порядку в частинних 

похідних відносно функції 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) вигляду ∆𝑢 = 0, або, що те ж саме, 

  
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 = 0 або ∆𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0  (9) 

називається рівнянням Лапласа і часто зустрічається в розділі вищої 

математики, який має назву “Рівняння математичної фізики  “.  

Означення 3. Функція  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), що є розв’язком рівняння Лапласа (9), 

називається  гармонічною функцією. 



 4.4 Гармонійне (лапласове) векторне поле 

 

Означення 4. Векторне поле 𝑎̅ називається гармонійним (лапласовим), якщо 

воно одночасно є потенціальним і соленоїдальним, тобто виконуються 

умови 

  {
𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = 0,
𝑑𝑖𝑣 𝑎̅ = 0.

 (10) 

 Або, гармонійне векторне поле – потенціальне поле, потенціал якого – 

гармонійна функція:  

  𝑎̅ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), де (11) 

∆𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 

 

 



 Відомо багато різних тверджень, що характеризують векторні поля з тієї 

чи іншої сторони. При досить загальних умовах відносно поля 𝑎̅ на границі 

області G (cкінченої чи необмеженої) справедливе твердження:  

Теорема Гельмгольца: векторне поле 𝑎̅ можна подати як суму 

потенціального поля 𝑎1̅̅ ̅ і соленоїдального поля 𝑎2̅̅ ̅, тобто,  

  𝑎̅ = 𝑎1̅̅ ̅ + 𝑎2̅̅ ̅, (12) 

де  𝑟𝑜𝑡 𝑎1̅̅ ̅ = 0,  𝑑𝑖𝑣 𝑎2̅̅ ̅ = 0.  

 


