
ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ПОЛЯ 

 Заняття 1: Скалярне поле 

 Поверхні рівня скалярного поля 

 Основною геометричною характеристикою скалярного поля є поверхня 

рівня. 

 
 

 

 



 

 

 

 



 

 
 

 
 

 2.2 Похідна за напрямком і градієнт скалярного поля 

 Нехай в області 𝐷 ⊂ ℝ3 задано скалярне поле 𝑈 = 𝑈(𝑀). Візьмемо у 

просторі точку 𝑃(𝑥; 𝑦; 𝑧). Проведемо з точки 𝑃 вектор 𝑠 , якого напрямні 

косинуси є відомими: cos 𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾 (Рис) 

 

Формула для обчислення похідної за напрямом 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= lim
𝛥𝑠→0

𝛥𝑠𝑈

𝛥𝑠
=

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
cos 𝛼 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
cos 𝛽 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
cos 𝛾|

𝑃

 

 У випадку плоского поля 𝑈 = 𝑈(𝑥; 𝑦) маємо: 



 cos 𝛽 = cos(90 − 𝛼) = sin 𝛼, cos 𝛾 = 0, то 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

=
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
cos 𝛼 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
sin 𝛼|

𝑃

 

де 𝛼 - кут, утворений напрямком 𝑠 з віссю Ох. 
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 Подібно до того як частинні похідні 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑈

𝜕𝑦
, 

𝜕𝑈

𝜕𝑧
 характеризують швидкість 

зміни функції в напрямі осей координат, так і похідна 
𝜕𝑈(𝑥;𝑦;𝑧)

𝜕𝑠
 знайдена для 

заданої точки простору 𝑃 і для заданого напрямку 𝑠, визначає швидкість 

зміни скалярного поля 𝑈(𝑀) в цій точці 𝑃 по цьому напрямку. При цьому, 

абсолютна величина похідної |
𝜕𝑈(𝑥;𝑦;𝑧)

𝜕𝑠
| відповідає значенню швидкості, а 

знак похідної визначає характер зміни функції 𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧) в напрямі(зростання 

чи спадання), тобто, обчислена в одній і тій же точці, але за різними 

напрямками, вона має, взагалі кажучи, різні значення.  

 

 Поряд із поняттям похідної скалярного поля за напрямком існує інше 

важливе поняття - градієнт скалярного поля. 

 Нехай задано скалярне поле 𝑈 =  𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧), причому функція має 

частинні похідні 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑈

𝜕𝑦
, 

𝜕𝑈

𝜕𝑧
 

 

 

 або 

 



 

 
 

 
 

 2 Матеріал для Задання 2 з ІДЗ за темою Теорія Поля 

 

Приклад. Знайти орт градієнта скалярного поля  

𝑢 = 𝑙𝑛(1 + 𝑥2 + 𝑦4 + 𝑧7) в точці 𝑀0(2;  1; −1). 

► Знайдемо потрібні частинні похідні заданого поля та їх 

значення в точці 𝑀0(2;  1; −1). 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

2𝑥

1+𝑥2+𝑦4+𝑧7 ,  𝑢𝑥
′ (𝑀0) =

2∙2

1+4+1−1
=

4

5
;  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

4𝑦3

1+𝑥2+𝑦4+𝑧7 ,  𝑢𝑦
′ (𝑀0) =

4

5
 ;   

𝜕𝑢

𝜕𝑧
=

7𝑧6

1+𝑥2+𝑦4+𝑧7 ,𝑢𝑧
′ (𝑀0) =

7

5
 .  

Виходячи з формули градієнта, будемо мати  

𝑔̅ ≡ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑀0) =
4

5
ί̅ +

4

5
ϳ ̅ +

7

5
𝑘̅.  

Знайдемо орт цього вектора :  

𝑔0̅̅ ̅ = 
𝑔̅

|𝑔̅|
=

1

√
16+16+49

25

 = 
5

9
∙ (

4

5
;

4

5
;

7

5
) = (

4

9
;

4

9
;

7

9
) ≡

4

9
ί̅ +

4

9
ϳ ̅ +

7

9
𝑘̅ .  



 

 
 Безпосередньо з визначення випливає, що градієнт в даній точці 

скалярного поля 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)  є спрямованим по нормалі до поверхні 



рівня 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝐶 розглянутого поля, що проходить через цю точку.  

 Нагадаємо, що якщо поверхня задана рівнянням 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝐶 то вектор 

нормалі до неї в точці 𝑃 має координати: 

𝑛⃗⃗(𝑃) = (
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
,
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
) =

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
𝑘⃗⃗ 

 що збігається з вектором  

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑈(𝑃) =
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
𝑘⃗⃗ 

 Якщо скалярне поле плоске, то градієнт в даній точці спрямований, 

відповідно, по нормалі до лінії рівня поля, що проходить через цю точку. 

 
 Градієнт - вектор, що показує напрямок найшвидшого зростання деякої 

величини, значення якої змінюється від однієї точки простору в іншу 

(скалярного поля). Наприклад, якщо взяти в якості величини висоту поверхні 

Землі над рівнем моря, то її градієнт в кожній точці поверхні буде показувати 

"напрям самого крутого підйому". Величина (модуль) вектора градієнта 

дорівнює швидкості росту величини в цьому напрямку.  

 



 

 

 

 



  

  

 

 

 

  



   
 

 

 Існує зв'язок між градієнтом та похідною за напрямком: 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

=
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
cos 𝛼 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
cos 𝛽 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
cos 𝛾|

𝑃

 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= (grad 𝑈 , 𝑠𝑜) = (∇𝑈, 𝑠𝑜) 

Орт-вектор, 𝑠0 = (cos 𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾)  

   



  

    

   

   

 
 



 

 

 

 Додатковий матеріал: 

 Приклад. Знайдіть дотичну площину і нормаль до поверхні 𝑥2 +  𝑦2 +

 𝑧2 =  4 у точці (1,1, √2). 

(а) Якщо фукція задана явно 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), то рівняння дотичної площини і 

нормалі у точці (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) задани рівняннями: 

𝑓′𝑥(𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓′𝑦(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0) − (𝑧 − 𝑧0) = 0 

та 

(𝑥 − 𝑥0)

𝑓′𝑥(𝑥0, 𝑦0)
=

(𝑦 − 𝑦0)

𝑓𝑦′(𝑥0, 𝑦0)
=

(𝑧 − 𝑧0)

−1
 

відповідно. 

 Так  як точка (1,1, √2). знаходиться у верхній півкулі, тому ми можемо 

використовувати запис щодо поверхні 𝑓(𝑥, 𝑦) = √4 − 𝑥2 − 𝑦2.  

Тоді 

 𝑓′𝑥(𝑥, 𝑦) = −𝑥(4 − 𝑥2 − 𝑦2)−1/2 та 

 𝑓′𝑦(𝑥, 𝑦) = −𝑦(4 − 𝑥2 − 𝑦2)−1/2, 

Звідки 



𝑓′𝑥(1,1) = 𝑓′𝑦(1,1) = −1/√2 

A рівняння дотичної площини  

𝑧 = −
1

√2
(𝑥 − 1) −

1

√2
(𝑦 − 1) + √2. 

Рівняння нормалі 

(𝑥 − 1)

−
1

√2

=
(𝑦 − 1)

−
1

√2

=
𝑧 − √2

−1
 

де 𝑛⃗⃗ = {−
1

√2
, −

1

√2
 , −1}. 

(б) Алтернативно, розв’язок можно виконати за допомогою неявно 

зададаного представлення поверхні: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 +  𝑦2 +  𝑧2 −  4 = 0 

Тоді, 

𝑓′𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝜕𝐹

𝜕𝑧

, 𝑓′𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −

𝜕𝐹

𝜕𝑦

𝜕𝐹

𝜕𝑧

 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4) = 2𝑥 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4) = 2𝑦 

𝜕𝐹

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4) = 2𝑧 

Звідки, 

𝑓′
𝑥

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −
2𝑥

2𝑧
= −

𝑥

𝑧
, 𝑓′

𝑥
(1,1, √2) = −

1

√2
 

 

та  

𝑓′𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −
2𝑦

2𝑧
= −

𝑦

𝑧
, 𝑓′𝑦(1,1, √2) = −

1

√2
 

 Рівняння дотичної площини, 

𝑧 − √2 = −
1

√2
(𝑥 − 1) + −

1

√2
(𝑦 − 1) 

𝑧 = −
1

√2
(𝑥 − 1) −

1

√2
(𝑦 − 1) + √2. 



 Рівняння нормалі 

(𝑥 − 1)

−
1

√2

=
(𝑦 − 1)

−
1

√2

=
𝑧 − √2

−1
 

де 𝑛⃗⃗ = {−
1

√2
, −

1

√2
 , −1}. 

(в) Також, для отримання рівняння нормалі можно використати неявно 

зададане представлення поверхні 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 +  𝑦2 +  𝑧2 −  4 = 0 

𝑛⃗⃗ = {𝐹′
𝑥 , 𝐹′

𝑦 , 𝐹′
𝑧} ≡ grad 𝐹 

Тоді, 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4) = 2𝑥 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4) = 2𝑦 

𝜕𝐹

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑧
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4) = 2𝑧 

Звідки, 

𝐹′
𝑥(1,1, √2) = 2 

𝐹′
𝑦(1,1, √2) = 2 

𝐹′
𝑧(1,1, √2) = 2√2 

Таким чином, 

𝑛⃗⃗ ≡ grad 𝐹 = {2,2 ,2√2} 

або 

𝑛⃗⃗ = {
1

√2
,

1

√2
 ,1} 

 


