
1. Знаходження векторних ліній векторного поля. 

 

 

 

 

 



 

 

Приклад 2. Знайти векторні лінії поля, заданого вектором  

𝑎̅ = 𝑥2ί̅ + 𝑦𝑥ϳ̅ + 𝑥𝑧𝑘̅. 
Розглянемо відповідну систему диференціальних рівнянь  

{

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦𝑥

𝑥2,
𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑧𝑥

𝑥2 ,
 ⟺  {

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦

𝑥
,

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑧

𝑥
 , 𝑥 ≠ 0.

  

Відокремивши змінні в кожному диференціальному рівнянні  та 

зінтегрувавши їх , одержимо:  

{
∫

𝑑𝑦

𝑦
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
,

∫
𝑑𝑧

𝑧
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
,

⟺ {
𝑙𝑛|𝑦| = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑙𝑛|𝐶1|,

𝑙𝑛|𝑧| = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑙𝑛|𝐶2|,
⟺ {

𝑦 = 𝑥𝐶1,
𝑧 = 𝑥𝐶2,

  C1≠

0, 𝐶2 ≠ 0, 𝑥 ≠ 0. 
Векторні лінії поля утворюються перетином сім'ї отриманих 

площин. 



Ці ж векторні лінії можна представити в параметричній 

формі, розглянувши систему диференціальних рівнянь, що 

відповідає системі: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥2,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦𝑥,

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑧𝑥. 

Звідси маємо: 

а. ∫
𝑑𝑥

𝑥2 = ∫ 𝑑𝑡,   −
1

𝑥
= 𝑡 + 𝐶1, 𝑥 = −

1

𝑡+𝐶1
; 

б. ∫
𝑑𝑦

𝑦
= − ∫

𝑑𝑡

𝑡+𝐶1
,  ln|𝑦| = −𝑙𝑛|𝑡 + 𝐶1| + 𝑙𝑛|𝐶2|,  𝑦 =

𝐶2

𝑡+𝐶1
; 

в. ∫
𝑑𝑧

𝑧
= − ∫

𝑑𝑡

𝑡+𝐶1
, 𝑙𝑛|𝑧| = −𝑙𝑛|𝑡 + 𝐶1| + 𝑙𝑛|𝐶3|, 𝑧 =

𝐶3

𝑡+𝐶1
. 

Отже, сім'ю векторних ліній заданого векторного поля можна 

записати в параметричній формі:  

𝑥 = −
1

𝑡+𝐶1
, 𝑦 =

𝐶2

𝑡+𝐶1
, 𝑧 =

𝐶3

𝑡+𝐶1
,  C1, C2 , C3∈ 𝑅. 

З цієї сім'ї легко одержати запис векторної лінії заданого поля, що 

проходить через точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) при 𝑡 = 𝑡0. Після 

відповідного вибору  параметрів  C1, C2 , C3   матимемо:  

 𝑥 =
𝑥0

𝑡0𝑥0 − 𝑡𝑥0 + 1
, 𝑦 =

𝑦0

𝑡0𝑥0 − 𝑡𝑥0 + 1
, 𝑧 =

𝑧0

𝑡0𝑥0 − 𝑡𝑥0 + 1
, (𝑥0

≠ 0, 𝑦0 ≠ 0, 𝑧0 ≠ 0). 
 

 



 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 

2. Поток (течія) через направлену поверхню 

 



 
1-ий спосіб 

П = ∬ (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝑆 
𝑆

= ∬ 𝑎⃗ ∙ 𝑑𝑆 
𝑆

= ∬ 𝑃 𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑄𝑑𝑥𝑑𝑧
𝑆

+ 𝑅𝑑𝑥𝑑𝑦  

П = ∬(2𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑧 + (3𝑦 − 2𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧

𝑆

+ (5𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

Розглянемо окремо кожен з поверхневих інтегралів другого роду, 

кожен з яких знаходеться зведенням до подвійного інтегралу 

проекція поверхні S на відповідну координатну площину: 

1) Проекція поверхні S: 𝑥 =  1 –  𝑦 –  𝑧 на координатну площину 

YOZ, де кут нормалі до поверхні з віссю OX – гострий:  

𝐽1 = ∬ (2𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑆

= + ∬ (2(1 –  𝑦 –  𝑧) + 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷𝑌𝑍

  

= ∬(2 –  2𝑦 –  𝑧) 𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐷𝑌𝑍

= ∫ 𝑑𝑦
1

0

∫ (2 –  2𝑦 –  𝑧) 𝑑𝑧
1 – 𝑦

0

=
1

2
 

2) Проекція поверхні S: 𝑦 =  1 –  𝑥 –  𝑧 на координатну площину 

XOZ , де кут нормалі до поверхні з віссю OY – гострий: 

𝐽2 = ∬(3𝑦 − 2𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧

𝑆

= + ∬(3(1 –  𝑥 –  𝑧) + 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑧

𝐷𝑋𝑍

 

= ∬ (3 –  3𝑥 – 5 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑧
𝐷𝑋𝑍

= ∫ 𝑑𝑥
1

0 ∫ (3 –  3𝑥 – 5 𝑧) 𝑑𝑧
1 – 𝑥

0
=

1

6
  



3) Проекція поверхні S: 𝑧 =  1 –  𝑥 –  𝑦  на координатну площину 

XOY , де кут нормалі до поверхні з віссю OZ – гострий: 

𝐽3 = ∬(5𝑥 + 2𝑦)

𝑆

 𝑑𝑥𝑑𝑦 = + ∬(5𝑥 + 2𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷𝑋𝑌

 

= ∫ 𝑑𝑥
1

0

∫ (5𝑥 + 2𝑦) 𝑑𝑧
1 – 𝑥

0

=
7

6
 

П = 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3 =
1

2
+

1

6
+

7

6
=

11

6
 

2-ий спосіб 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



 

 

 



 

 

 

 

2-й спосіб. В даному випадку 𝑎⃗  =  (𝑥2, 𝑥, 𝑥𝑧). Припускаємо що 

проєкція поверхні буде виконана на кооординатну площину XOZ. 

Тоді вектор нормалі має вигляд:  



cos 𝛼 =
∓𝑦𝑥

′

√1+(𝑦𝑥
′ )2+(𝑦𝑧

′)2
,  cos 𝛽 =

±1

√1+(𝑦𝑥
′ )2+(𝑦𝑧

′)2
, cos 𝛾 =

∓𝑦𝑧
′

√1+(𝑦𝑥
′ )2+(𝑦𝑧

′)2
 

Оскільки вектор нормалі складає тупий кут з віссю Oy, то його 

координати мають настуні координати: 

𝑛⃗⃗0 =
(𝑦𝑥

’ , −1, 𝑦𝑧
’ )

√1 + (𝑦𝑥
′ )2+(𝑦𝑧

′)2
=

(2𝑥, −1,2𝑧)

√1 + 4𝑥2+4𝑧2
 

Також  

𝑑𝑆 = √1 + (𝑦𝑥
′ )2 + (𝑦𝑧

′)2𝑑𝑥𝑑𝑦 = √1 + 4𝑥2 + 4𝑧2𝑑𝑥𝑑𝑧 

Тоді за формулою 

∬{𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛼
𝑆

+ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛽 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛾}𝑑𝑆 = 

∬ {𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛼
𝐷𝑥𝑧

+ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛽 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛾}𝑑𝑆 = 

∬ {𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑦𝑥

’

√1 + (𝑦𝑥
′ )2+(𝑦𝑧

′)2𝐷𝑥𝑧

+ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)
(−1)

√1 + (𝑦𝑥
′ )2+(𝑦𝑧

′)2

+ 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑦𝑧

’

√1 + (𝑦𝑥
′ )2+(𝑦𝑧

′)2
}√1 + (𝑦𝑥

′ )2 + (𝑦𝑧
′)2𝑑𝑥𝑑𝑧 = 

Або пам’ятаємо формулою: 

= − ∬ [𝑃(𝑥, 𝑦(𝑥, 𝑧), 𝑧)(−𝑦𝑥
′ )

𝐷𝑥𝑧

+ 𝑄(𝑥, 𝑦(𝑥, 𝑧), 𝑧) ∙ 1

+ 𝑅(𝑥, 𝑦(𝑥, 𝑧), 𝑧)(−𝑦𝑧
′)]𝑑𝑥𝑑𝑧 

«мінус» оскільки вектор нормалі тупий кут з віссю Oy. 

Далі знаходимо 

𝐼 = ∬ [2𝑥3
𝐷𝑥𝑧

− 𝑥 ∙ 1 + 2 𝑥 𝑧2]𝑑𝑥𝑑𝑧, 

де 𝐷𝑥𝑧 ≡ 𝐷2 є четвертиною кола 𝑥2 +  𝑧2 =  1. Переходимо в цьому 

інтегралі до полярних координат: 



 
 

Приклад 5. Обчислити поток векторного поля 𝑎⃗ = 𝑧𝑘⃗⃗ через 

поверхню: частина поверхні 𝑧 =   𝑥2 +  𝑦2 що обмежена площинами 

𝑥 =  0, 𝑦 =  0, 𝑥 +  𝑦 = 1. Нормаль до нижньої сторони поверхні 

 

 Почнемо від креслення поверхні. Частина параболоїда 𝑧 =  𝑥2 +
 𝑦2 в першому октанті перетинається площиною 𝑥 +  𝑦 = 1, лінія 

перетину – парабола 

 
Враховуючи те, що поверхневий інтеграл визначено по нижній 

стороні поверхні, а проекція поверхні на площину XOY – трикутник 

з вершинами (1,0), (0,0), (0,1) отримуємо 



 

 
 

3. Обчислити течію вектора 𝑎⃗ крізь замкнену поверхню σ 

(безпосередньо та за теоремою Остроградського-Гауса). 

 

Приклад 6. Знайти потік векторного поля 𝑎⃗ = 𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑗 + 2𝑧𝑘⃗⃗ через 

повну поверхню, утворену параболоїдом 𝑧 =  1 −  𝑥2– 𝑦2 і 

площиною 𝑧 =  0. 

 Безпосереднє, поток обчислюється за формулою: 

∯ 𝑎⃗
𝜎

(𝑀) ∙ 𝑑𝜎⃗ =  

  ∯ 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

  (1) 

= ∬ (… )
𝜎1

+ ∬ (… )
𝜎2

  



 

або 

  П = ∯ (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝜎
𝜎

= ∬ (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗1
0)𝑑𝜎

𝜎1
+ ∬ (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗2

0)𝑑𝜎
𝜎2

  (2) 

 

Тут поверхня 𝜎1: 𝑧 =  1 −  𝑥2– 𝑦2, або 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 +  𝑦2 + 𝑧 −
1 = 0.  

Одинична нормаль поверхні 𝑛⃗⃗1
0 = ±

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹

|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹|
, де 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹 =
𝜕(𝑥2+ 𝑦2+𝑧−1)

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕(𝑥2+ 𝑦2+𝑧−1)

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕(𝑥2+ 𝑦2+𝑧−1)

𝜕𝑧
𝑘⃗⃗  

= 2𝑥𝑖 + 2𝑦𝑗 + 𝑘⃗⃗ = (2𝑥, 2𝑦, 1) 

|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹| = √4𝑥2 + 4𝑦2 + 1 

Так як нормаль складає гострий кут з віссю OZ (cos 𝛾 > 0), тоді 

обераємо знак «+» в формулі  

𝑛⃗⃗1
0 =

(2𝑥,2𝑦,1)

√4𝑥2+4𝑦2+1
  

За формулою (2) 

(𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗1
0) =

𝑥2∙2𝑥+𝑦2∙2𝑦+2𝑧∙1

√4𝑥2+4𝑦2+1
  

Також, з урахуванням проєкції поверхні 𝜎1: 𝑧 =  1 −  𝑥2– 𝑦2 на 

площину XOY – коло радіуса 1, маємо 

𝑑𝜎 = √1 + (𝑧𝑥
′ )2 + (𝑧𝑦

′ )
2
dxdy, 

𝜎1 

𝜎2 

𝑛⃗⃗1 

𝑛⃗⃗2 



𝑧𝑥
′ = −2𝑥 і 𝑧𝑦

′ = −2𝑦. Звідки, 

𝑑𝜎 = √1 + (−2𝑥)2 + (−2𝑦)2𝑑𝑥𝑑𝑦 = √4𝑥2 + 4𝑦2 + 1𝑑𝑥𝑑𝑦 

Таким чином, 

П1 = ∬ (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗1
0)𝑑𝜎

𝜎1
= ∬ (2𝑥3 + 2𝑦3 + 2𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷𝑥𝑦
=  

= 2 ∬ (𝑥3 + 𝑦3 + 1 −  𝑥2– 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷𝑥𝑦

  

= 2 ∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0
∫ (𝜌3 cos3 𝜑 + 𝜌3 sin3 𝜑 + 1 − 𝜌2 cos2 𝜑 −

1

0

𝜌2 sin2 𝜑)𝜌𝑑𝜌  

= 2 ∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0 ∫ (𝜌3 cos3 𝜑 + 𝜌3 sin3 𝜑 + 1 − 𝜌2)𝜌𝑑𝜌
1

0
  

= 2 ∫ (
𝜌5

5
cos3 𝜑 +

𝜌5

5
sin3 𝜑 +

𝜌2

2
−

𝜌4

4
)|

0

1
2𝜋

0
𝑑𝜑 = 2 ∫ (

1

5
cos3 𝜑 +

2𝜋

0

1

5
sin3 𝜑 +

1

4
) 𝑑𝜑 = 2 ∫ (

1

5
(1 − sin2 𝜑) cos 𝜑 +

1

5
(1 −

2𝜋

0

cos2 𝜑) sin 𝜑 +
1

4
) 𝑑𝜑  

= 2 {
1

5
(sin 𝜑 −

sin3 𝜑

3
) +

1

5
(−cos 𝜑 +

cos3 𝜑

3
) +

1

4
𝜑}|

0

2𝜋

= 𝜋  

Поверхня 𝜎2: 𝑧 =  0. Одинична нормаль поверхні 𝑛⃗⃗2
0 = (0,0, −1) 

Звідки, 

(𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗2
0) = −2𝑧 

Проєкції поверхні 𝜎2 на площину XOY є безпосереднє коло радіуса 

1, де 𝑑𝜎 =dxdy. 

Таким чином, 

П2 = ∬ (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗2
0)𝑑𝜎

𝜎2
= ∬ (−2 𝑧⏟

=0

)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷𝑥𝑦

=0 

Остатточно, 

П =  П1 +  П2 = 𝜋 + 0 = 𝜋 

За формулою Гуса – Остроградського: 



𝑑𝑖𝑣 𝑎̅(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑎𝑥(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑥
+

𝜕𝑎𝑦(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑦
+

𝜕𝑎𝑧(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑧
  

=
𝜕(𝑥2)

𝜕𝑥
+

𝜕𝑎𝑦(𝑦2)

𝜕𝑦
+

𝜕𝑎𝑧(2𝑧)

𝜕𝑧
= 2𝑥 + 2𝑦 + 2 = 2(𝑥 + 𝑦 + 1)  

 

 

 



Приклад 7. Обчислити поток векторного поля  

П = ∬ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑧 + (𝑦 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + (𝑥 + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

 

через замкнену поверхню σ, утвореної конусом 𝑧2 = 𝑥2 + 4𝑦2 і 

площинами 𝑧 =
ℎ

2
, 𝑧 = ℎ   (ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0), якщо σ – зовнішня 

сторона замкнутої поверхні. 

► Кусково – гладка поверхня σ складається з трьох гладких 

поверхонь 𝜎1,  𝜎2 і 𝜎3  (𝜎 = 𝜎1 +  𝜎2 + 𝜎3), де 𝜎1- зовнішня (нижня) 

сторона поверхні зрізаного конуса 𝑧 = √𝑥2 + 4𝑦2 ,   
ℎ

2
≤ 𝑧 ≤ ℎ,  𝜎2 - 

частина площини 𝑧 = ℎ, обмежена еліпсом 𝑥2 + 4𝑦2 = ℎ2, 𝜎3 – 

частина площини 𝑧 =
ℎ

2
, обмежена еліпсом 𝑥2 + 4𝑦2 = (

ℎ

2
)

2
. 

 Розглянемо заданий інтеграл 𝐼 окремо по поверхнях 𝜎1,  𝜎2 , 𝜎3: 

1. Поверхня 𝜎1 задається функцією 𝑧 = √𝑥2 + 4𝑦2 

  

 



Поверхня 𝜎1 однозначно проектується в область 𝐷𝑥𝑦, тобто 

еліптичне кільце 
ℎ2

4
≤ 𝑥2 + 4𝑦2 ≤ ℎ2 (а нормаль 𝑛̅ до поверхні 𝜎1 

утворює тупий кут 𝛾 з додатнім напрямком осі 𝑂𝑍  , таким чином 

cos 𝛾 < 0. Для обчислення заданого інтеграла по поверхні 𝜎1 

скористаємось формулою  

∬ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧
𝜎

+ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

= − ∬ [𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦))(−𝑧𝑥
′ )

𝐷𝑥𝑦
+ 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦))(−𝑧𝑦

′ ) +  (*) 

+𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦))]𝑑𝑥𝑑𝑦 

з множником (−1) перед подвійним інтегралом по області 𝐷𝑥𝑦, де 

𝑧𝑥
′ =

𝑥

√𝑥2+4𝑦2
,   𝑧𝑦

′ =
4𝑦

√𝑥2+4𝑦2
  

Звідки 

𝐼1 = ∬ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑧 + (𝑦 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + (𝑥 + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎1

=  

= − ∬ (𝑥 + 2𝑦)
𝐷𝑥𝑦

(−
𝑥

√𝑥2+4𝑦2
) + (𝑦 − 𝑧) (−

4𝑦

√𝑥2+4𝑦2
) +

(𝑥 + 𝑧)]𝑑𝑥𝑑𝑦  

= ∬ (𝑥 + 2𝑦)
𝐷𝑥𝑦

𝑥

√𝑥2+4𝑦2
+ (𝑦 − √𝑥2 + 4𝑦2)

4𝑦

√𝑥2+4𝑦2
+

(𝑥 + √𝑥2 + 4𝑦2)]𝑑𝑥𝑑𝑦  

= − ∬ [
−(𝑥+2𝑦)𝑥−(𝑦−√𝑥2+4𝑦2)9𝑦

√𝑥2+4𝑦2𝐷𝑥𝑦
+ 𝑥 + √𝑥2 + 4𝑦2]𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

= ∬ (
2𝑥𝑦

√𝑥2+4𝑦2
− 4𝑦 − 𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷𝑥𝑦
= |

𝑥 =
ℎ

2
𝜌 cos 𝜑 ,

𝑦 =
ℎ

4
𝜌 sin 𝜑 ,

  𝐼 =
ℎ2

8
𝜌| =  

= ∫ 𝑑𝜑
2𝜋

0 ∫ (
2

1

ℎ

4
𝜌 sin 2𝜑 − ℎ𝜌 sin 𝜑 −

ℎ

2
𝜌 cos 𝜑) 

ℎ2

8
𝜌𝑑𝜌 = 0 , 

оскільки ∫ sin 2𝜑 𝑑𝜑
2𝜋

0
= ∫ sin 𝜑 𝑑𝜑

2𝜋

0
= ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑑𝜑

2𝜋

0
= 0. 



2. Поверхня 𝜎2 задається умовами: 𝑧 = ℎ,   
𝑥2

ℎ2 +
𝑦2

(
ℎ

2
)2

≤ 1. Ця частина 

поверхні  𝜎   проектується однозначно на площину XOY в область 

𝐷𝑥𝑦 – це внутрішня частина більшого еліпса: 

𝑥2

ℎ2
+

𝑦2

(
ℎ
2

)2
≤ 1. 

Нормаль 𝑛̅ до поверхні 𝜎2 паралельна осі 𝑂𝑍  (𝛾 = 0°), тобто 

cos 𝛾 = 1. Скористаємося формулою (*) із знаком “+” перед 

подвійним інтегралом; при цьому 𝑧𝑥
′ = 𝑧𝑦

′ = 0. Отже, маємо 

𝐼2 = ∬ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑧 + (𝑦 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + (𝑥 + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎2

=  

= + ∬ [(𝑥 + 2𝑦) ∙ 0 + (𝑦 − ℎ)0 + 𝑥 + ℎ]𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷𝑥𝑦

= ∬ (𝑥 +
𝐷𝑥𝑦

ℎ)𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

= |
𝑥 = ℎ𝜌 cos 𝜑 ,

𝑦 =
ℎ

2
𝜌 sin 𝜑 ,

  Ј =
ℎ2

2
𝜌| = ∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0 ∫ (
1

0
ℎ𝜌 cos 𝜑 + ℎ) 

ℎ2

2
𝜌𝑑𝜌 =  

=
ℎ3

2
∫ cos 𝜑

2𝜋

0 ∫ 𝜌2𝑑𝜌 +
ℎ3

2
∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0

1

0 ∫ 𝜌
1

0
𝑑𝜌 = 0 +

𝜋ℎ3

2
=

𝜋ℎ3

2
. 

3. Поверхня 𝜎3 задається умовами: 𝑧 =
ℎ

2
,   

𝑥2

(
ℎ

2
)2

+
𝑦2

(
ℎ

4
)2

≤ 1. Як і в 

попередньому випадку, поверхня 𝜎3 проектується без деформації в 

область 𝐷𝑥𝑦 координатної площини 𝑋𝑂𝑌  - представлена 

внутрішньою частиною меншого еліпса: 

𝑥2

(
ℎ
2

)2
+

𝑦2

(
ℎ
4

)2
≤ 1 

Нормаль 𝑛̅ до поверхні 𝜎3 ( нижня поверхня площини 𝑧 =
ℎ

2
 ) 

паралельна осі 𝑂𝑍 з кутом ∠γ = 180° - тупий, тобто cos 𝛾 = −1. 



Використовуючи формулу (*) із знаком “-” перед подвійним 

інтегралом і враховуючи, що 𝑧𝑥
′ = 𝑧𝑦

′ = 0, будемо мати: 

𝐼3 = ∬ (𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑧 + (𝑦 − 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + (𝑥 + 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎3

=  

= − ∬ [(𝑥 + 2𝑦) ∙ 0 + (𝑦 −
ℎ

2
) ∙ 0 + 𝑥 +

ℎ

2
]𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷𝑥𝑦
= − ∬ (𝑥 +

𝐷𝑥𝑦

ℎ

2
)𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

= |
𝑥 =

ℎ

2
𝜌 cos 𝜑 ,

𝑦 =
ℎ

4
𝜌 sin 𝜑 ,

  Ј =
ℎ2

8
𝜌| = − ∫ 𝑑𝜑

2𝜋

0
∫ (

1

0

ℎ

2
  𝜌 cos 𝜑 +

ℎ

2
) 

ℎ2

8
𝜌𝑑𝜌 = 0 −

𝜋ℎ3

16
= −

𝜋ℎ3

16
. 

Отже, 𝐼 = 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 = 0 +
𝜋ℎ3

2
−

𝜋ℎ3

16
=

7𝜋ℎ3

16
.◄ 

Теж саме за теоремою Гауса- Остроградського. 

Маємо:  

 𝑎̅ = (𝑥 + 2𝑦)ί̅ + (𝑦 − 𝑧)ϳ̅ + (𝑥 + 𝑧)𝑘̅, 

Тоді знайдемо 

𝑑𝑖𝑣𝑎̅ =
𝜕(𝑥+2𝑦)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑦−𝑧)

𝜕𝑦
+

𝜕(𝑥+𝑧)

𝜕𝑧
= 1 + 1 + 1 =  3. 

Областю G, що обмежується замкненою поверхнею σ = 𝜎1 + 𝜎2 +

𝜎3 буде зрізаний еліптичний конус, більшою основою якого є 

еліпс з півосями  𝑎1= h, 𝑏1 = ℎ
2⁄ , a меншою основою є еліпс з 

півосями 𝑎2 = ℎ
2⁄ ,  𝑏2 = ℎ

4⁄ ; висота зрізаного конуса дорівнює 

ℎ
2⁄ , висота повного конуса дорівнює ℎ. 

Отже,  

𝐼 = ∭ 𝑑𝑖𝑣𝑎̅
𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 3 ∙ ∭ dxdydz
G

 = 3∙ 𝑉зр.кон. = 3(𝑉1 −

𝑉2) = 3(
𝜋ℎ3

6
−

𝜋ℎ3

48
) =

7𝜋ℎ3

16
. 



При обчисленні об’єму зрізаного еліптичного конуса (𝑉зр.кон.) ми 

скористалися відомими формулами (𝑉кон. =
1

3
𝑆осн. ∙ 𝐻, 𝑆еліпса =

𝜋𝑎𝑏)  і позначеннями:  𝑉1 − об’єм повного конуса,  𝑉2 − об’єм 

відрізаної частини конуса. 


