
1. Лінійний інтеграл (робота) векторного поля 

𝐴 = ∫ (𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝜏0(𝑀))𝑑𝑙
𝐴𝐵̌

  

або 

𝐴 = ∫ 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑑𝑙
𝐴𝐵̌

= ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝐴𝐵̌

  

 

 

 

 



 
 

 

 



 
 

2. Циркуляція векторного поля 

 

Ц = ∮ 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑑𝑙
𝐿

  

або 

Ц = ∮ (𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝜏0(𝑀))𝑑𝑙
𝐿

  

 

 

 



 
 

 

 

 



 
 

3. Формула Стокса. 

 

Ц = ∮ 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑑𝑙
𝐿

= ∬ (𝑟𝑜𝑡 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝜎
𝜎

= ∬ 𝑟𝑜𝑡 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑑𝜎⃗
𝜎

  

 



 𝑟𝑜𝑡𝑎 ̅=∇̅ × 𝑎 ̅ = |

ί̅ ϳ ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

|. 

 

 



 

 

 



 

 

 

 



 

 
 



Приклад 8. Знайти циркуляцію вектора 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗ по замкненому контуру L 

а) безпосередньо, б) за теоремою Стокса (обхід у додатному 

напрямку): 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗ = (𝑦 − 𝑥)𝑖 ⃗⃗ + (𝑥 − 𝑧)𝑗 + (𝑧 –  𝑦)𝑘⃗⃗, де L: 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 =

 16, 𝑦 = √3𝑧 

 

а) Безпосередньо: Площина 𝑦 =  √3𝑧 перетинає сферу по колу 

радіусу 4. Перейдемо до параметричних рівнянь кола:  

{
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 =  16

𝑦 = √3𝑧
⇒

𝑥2

42
+

𝑧2

22
= 1 

Покладемо в рівнянні еліпса 𝑥 = 4 cos 𝑡, 𝑧 = 2 sin 𝑡, тоді 𝑦 =

2√3 sin 𝑡. Таким чином, 

L: {
𝑥 = 4 cos 𝑡

𝑦 = 2√3 sin 𝑡
𝑧 = 2 sin 𝑡

, де 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 

Циркуляція вектора вздовж 𝐿: 

Ц = ∮ 𝑎⃗ ∙ 𝑑𝑙
𝐿

= ∮ (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑥 + (𝑥 − 𝑧)𝑑𝑦 + (𝑧 –  𝑦)𝑑𝑧
𝐿

 



= {
𝑑𝑥 = −4 sin 𝑡 𝑑𝑡

𝑑𝑦 =  2√3 cos 𝑡 𝑑𝑡
𝑑𝑧 = 2 cos 𝑡 𝑑𝑡

0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋}  

= ∫ (2√3 sin 𝑡 − 4 cos 𝑡)(−4 sin 𝑡 𝑑𝑡) + (4 cos 𝑡 − 2 sin 𝑡) ∙ 2√3 ∙
2𝜋

0

cos 𝑡 𝑑𝑡 + (2 sin 𝑡  –  2√3 sin 𝑡)2 cos 𝑡 𝑑𝑡  

= ∫ (−8√3 sin2 𝑡 + 16 sin 𝑡 cos 𝑡 + 8√3 cos2 𝑡 − 4√3 sin 𝑡 cos 𝑡 +
2𝜋

0

16 sin 𝑡 cos 𝑡 − 4√3 sin 𝑡 cos 𝑡)𝑑𝑡  

= ∫ (−8√3 sin2 𝑡 + 20 sin 𝑡 cos 𝑡 + 8√3 cos2 𝑡 − 8√3 sin 𝑡 cos 𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= ∫ (−4√3(1 − cos 2𝑡) + 20 sin 𝑡 cos 𝑡 + 4√3(1 + cos 2𝑡)
2𝜋

0

− 8√3 sin 𝑡 cos 𝑡)𝑑𝑡 

= {−4√3𝑡 + 2√3 sin 2𝑡 + 10 sin2 𝑡 + 4√3𝑡 + 2√3 sin 2𝑡}|
0

2𝜋
 

=  (0 +  0 + 0) =  0  

Ц = 0 

б) за теоремою Стокса:  

Ц = ∮ 𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ ∙ 𝑑𝑙
𝐿

= ∬ 𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ ∙ 𝑑𝑆
𝑆

= ∬ (𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝑆
𝑆

 

Як поверхню S, що натягнута на контур L, виберемо частину 

площини 𝑦 =  √3𝑧 в межах контура L.  

 Знейдемо координати вектора одиничної нормалі 𝑛⃗⃗0 до 

поверхні: 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦 −  √3𝑧, де 𝑛⃗⃗0 = ±
𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹

|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹|
 

Знайдемо, 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹 = 0𝑖 + 1𝑗 − √3𝑘⃗⃗, |𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹| = 2 

 Отже, для гострого кута поміж вектором нормалі та додатнім 

напрямом осі Oz, координати вектора одиничної нормалі є 

наступними: 



𝑛⃗⃗0 = ±
0𝑖 + 1𝑗 − √3𝑘⃗⃗

2
= (0, −

1

2
,
√3

2
) 

 Ротор вектора 

𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ = |

𝑖 𝑗 𝑘⃗⃗
𝜕

𝜕𝑥⁄ 𝜕
𝜕𝑦⁄ 𝜕

𝜕𝑧⁄

(𝑦 − 𝑥) (𝑥 − 𝑧) (𝑧 –  𝑦)

| = 0𝑖 − 0𝑗 + 0𝑘⃗⃗ ≡ 0⃗⃗ 

 Скалярний добуток знаходим як rot𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0 = 0.  

Звідки 

Ц = ∬ (rot𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝑆
𝑆

= 0 

Приклад 9. Знайти модуль циркуляції векторного поля 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑥𝑦𝑖 ⃗⃗ +

𝑦𝑧𝑗 + 𝑥𝑧𝑘⃗⃗ вздовж контуру L: 𝑥2 + 𝑦2 =  9, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 

 

а) Безпосередньо: Площина 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 перетинає циліндр по 

еліпсу. Перейдемо до параметричних рівнянь контуру L:  

{
𝑥2 + 𝑦2 =  9

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1
 

Покладемо в першому рівнянні 𝑥 = 3 cos 𝑡, 𝑦 = 3 sin 𝑡, тоді 𝑧 = 1 −

𝑥 − 𝑦 = 1 − 3 cos 𝑡 − 3 sin 𝑡. Таким чином, 



L: {
𝑥 = 3 cos 𝑡
𝑦 = 3 sin 𝑡

𝑧 = 1 − 3 cos 𝑡 − 3 sin 𝑡
, де 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 

Циркуляція вектора вздовж 𝐿: 

Ц = ∮ 𝑎⃗ ∙ 𝑑𝑙
𝐿

= ∮ (𝑦 ∙ 𝑥)𝑑𝑥 + (𝑦 ∙ 𝑧)𝑑𝑦 + (𝑧 ∙ 𝑥)𝑑𝑧
𝐿

 

= {

𝑑𝑥 = −3 sin 𝑡 𝑑𝑡
𝑑𝑦 =  3 cos 𝑡 𝑑𝑡

𝑑𝑧 = (3 sin 𝑡 − 3 cos 𝑡)𝑑𝑡
0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋}  

= ∫ (3 sin 𝑡 ∙ 3 cos 𝑡)(−3 sin 𝑡 𝑑𝑡) + (1 − 3 cos 𝑡 − 3 sin 𝑡) ∙ 3 sin 𝑡 ∙
2𝜋

0

3 cos 𝑡 𝑑𝑡 + (1 − 3 cos 𝑡 − 3 sin 𝑡) ∙ 3 cos 𝑡 ∙ (3 sin 𝑡 − 3 cos 𝑡)𝑑𝑡  

= ∫ (−27 sin2 𝑡 ∙ cos 𝑡 + 9 sin 𝑡 ∙ cos 𝑡 − 27 cos2 𝑡 ∙ sin 𝑡 − 27 sin2 𝑡 ∙
2𝜋

0

cos 𝑡 + 9 sin 𝑡 ∙ cos 𝑡 − 27 cos2 𝑡 ∙ sin 𝑡 − 27 sin2 𝑡 ∙ cos 𝑡 − 9 cos2 𝑡 +

27 cos3 𝑡 + 27 cos2 𝑡 ∙ sin 𝑡)𝑑𝑡  

= ∫ (−81 sin2 𝑡 ∙ cos 𝑡 + 18 sin 𝑡 ∙ cos 𝑡 − 27 cos2 𝑡 ∙ sin 𝑡 −
2𝜋

0

9 cos2 𝑡 + 27 cos3 𝑡)𝑑𝑡  

= ∫ (−81 sin2 𝑡 ∙ cos 𝑡 + 18 sin 𝑡 ∙ cos 𝑡 − 27 cos2 𝑡 ∙ sin 𝑡 −
2𝜋

0
9

2
(1 + cos 2𝑡) + 27(1 − sin2 𝑡) ∙ cos 𝑡) 𝑑𝑡  

= {−27 sin3 𝑡 + 9 sin2 𝑡 + 9 cos3 𝑡 +
9

2
𝑡 +

9

4
sin 2𝑡 + 27 sin 2𝑡 −

9 sin3 𝑡}|
0

2𝜋
 =  (0 +  0 + 0 + 9𝜋 + 0 + 0 − 0) =  9𝜋  

Ц = 9𝜋 

б) за теоремою Стокса:  

Ц = ∮ 𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ ∙ 𝑑𝑙
𝐿

= ∬ 𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ ∙ 𝑑𝑆
𝑆

= ∬ (𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝑆
𝑆

 

Як поверхню, що натягнута на контур, виберемо частину площини 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, укладену всередині контуру. Знейдемо координати 



вектора одиничної нормалі 𝑛⃗⃗0 до поверхні: 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 −

1 

Знaйдемо координати вектора одиничної нормалі 𝑛⃗⃗0 до поверхні: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1, де 𝑛⃗⃗0 = ±
𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹

|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹|
 

Знайдемо, 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹 = 1𝑖 + 1𝑗 + 1𝑘⃗⃗, |𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐹| = √3 

 Отже, для гострого кута поміж вектором нормалі та додатнім 

напрямом осі Oz, координати вектора одиничної нормалі є 

наступними: 

𝑛⃗⃗0 = ±
1𝑖 + 1𝑗 + 1𝑘⃗⃗

√3
= (

1

√3
,

1

√3
,

1

√3
) 

 Ротор вектора 

𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ = |

𝑖 𝑗 𝑘⃗⃗
𝜕

𝜕𝑥⁄ 𝜕
𝜕𝑦⁄ 𝜕

𝜕𝑧⁄

(𝑦 ∙ 𝑥) (𝑦 ∙ 𝑧) (𝑧 ∙  𝑥)

| = (0 − 𝑦)𝑖 − (𝑧 − 0)𝑗 + (0 − 𝑥)𝑘⃗⃗ 

 𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ = −𝑦𝑖 − 𝑧𝑗 − 𝑥𝑘⃗⃗ 

 Скалярний добуток знаходим як rot𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0 = −
𝑦

√3
−

𝑧

√3
−  

𝑥

√3
.  

Звідки 

Ц = ∬ (rot𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝑆
𝑆

= −
1

√3
∬ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)𝑑𝑆

𝑆

 

Переходимо від поверхневого інтеграла до подвійного, проектуючи 

поверхню S на площину xOy, 𝐷𝑥𝑦: 𝑥2 + 𝑦2 =  9 

𝑑𝑆 - елемент поверхні 𝑧 = 1 − 𝑥 − 𝑦 при її проєкції на координатну 

площину xOy обчислим за формулою: 

𝑑𝑆 = √1 + (𝑧𝑥
′ )2 + (𝑧𝑦

′ )
2

𝑑𝑥𝑑𝑦 = {
𝑧𝑥

′ = −1

𝑧𝑦
′ = −1

} = √3𝑑𝑥𝑑𝑦 

Таким чином, 



Ц = ∬ (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝑆
𝑆

= −
1

√3
∬ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) √3𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷𝑥𝑦
= ∬ (𝑥 + 𝑦 +

𝐷𝑥𝑦

𝑧⏟
=1−𝑥−𝑦

)  𝑑𝑥𝑑𝑦 = − ∬ (𝑥 + 𝑦 + 1 − 𝑥 − 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷𝑥𝑦

= − ∬  𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷𝑥𝑦

 

= {𝐴𝐷𝑥𝑦
= 𝜋 ∙ 32} = −9𝜋 

|Ц| = 9𝜋 

Приклад 10. Знайти модуль циркуляції векторного поля 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑦𝑧𝑖 ⃗⃗ −

𝑥𝑧𝑗 + 𝑥𝑦𝑘⃗⃗ вздовж контуру L: 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 =  16, 𝑥2 + 𝑦2 = 9 

 

а) Безпосередньо: Для точок (𝑥, 𝑦, 𝑧), що лежать на контурі Г, можна 

записати: 𝑧2 =  16 – (𝑥2 +  𝑦2), де 𝑥2 + 𝑦2 =  9. Тоді 𝑧2 =

 16 –  9 =  7. Звідки з огляду на умову 𝑧 ≥  0 отримуємо 𝑧 =  √7 .  

Оскільки для точок кривої Р виконано співвідношення 𝑥2 + 𝑦2 = 9, 

на ній можна ввести параметризацію: 𝑥 = 3 cos 𝑡, 𝑦 = 3 sin 𝑡 , 𝑧 =

 √7, 0 ≤  𝑡 ≤  2𝜋 . 

Оскільки в прикладі потрібно знайти модуль циркуляції, то напрям 

обходу кривої не має значення (при його зміні на протилежний 

змінюється знак всього криволінійного інтеграла ІІ-го роду, а отже, 

L 



і циркуляції). Приймемо, що рух кривою відбувається у бік 

збільшення параметра t. Отримаємо: 

Ц = ∮ 𝑎⃗ ∙ 𝑑𝑙
𝐿

= ∮ (𝑦𝑧)𝑑𝑥 − (𝑥𝑧)𝑑𝑦 + (𝑦𝑥)𝑑𝑧
𝐿

 

= {
𝑑𝑥 = −3 sin 𝑡 𝑑𝑡
𝑑𝑦 =  3 cos 𝑡 𝑑𝑡
𝑑𝑧 = 0

0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋}  

= ∫ (3 sin 𝑡 ∙ √7)(−3 sin 𝑡 𝑑𝑡) − (3 cos 𝑡 ∙ √7) ∙ 3 cos 𝑡 𝑑𝑡 + (3 cos 𝑡 ∙
2𝜋

0

3 sin 𝑡) ∙ 0𝑑𝑡  

= ∫ (−9√7 ∙ sin2 𝑡 − 9√7 ∙ cos2 𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0
  

= ∫ (−
9√7

2
∙ (1 − cos 2𝑡) 𝑡 −

9√7

2
∙ (1 + cos 2𝑡)) 𝑑𝑡

2𝜋

0
  

= − ∫ 9√7 ∙ 𝑑𝑡
2𝜋

0
= 9√7𝑡|

0

2𝜋
= 18√7𝜋  

б) за теоремою Стокса: Як поверхню, що натягнута на контур, 

виберемо частину площини 𝑧 =  √7, укладену всередині контуру. 

Знaйдемо координати вектора одиничної нормалі 𝑛⃗⃗0 до поверхні: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 − √7. 

 Отже, для гострого кута поміж вектором нормалі та додатнім 

напрямом осі Oz, координати вектора одиничної нормалі є 

наступними: 

𝑛⃗⃗0 = (0,0, 1) 

 Ротор вектора 

𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ = |

𝑖 𝑗 𝑘⃗⃗
𝜕

𝜕𝑥⁄ 𝜕
𝜕𝑦⁄ 𝜕

𝜕𝑧⁄

(𝑦𝑧) −(𝑥𝑧) (𝑦𝑥)

| = (𝑥 + 𝑥)𝑖 − (𝑦 − 𝑦)𝑗 + (−𝑧 − 𝑧)𝑘⃗⃗  

 𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ = 2𝑥𝑖 − 0𝑗 − 2𝑧𝑘⃗⃗ 

 Скалярний добуток знаходим як (rot𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0) = −2𝑧  



Звідки 

Ц = ∬ (rot𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝑆
𝑆

= − ∬ 2𝑧𝑑𝑆
𝑆

  

Переходимо від поверхневого інтеграла до подвійного, проектуючи 

поверхню S на площину xOy, 𝐷𝑥𝑦: 𝑥2 + 𝑦2 =  9 

𝑑𝑆 - елемент поверхні 𝑧 = √7 при її проєкції на координатну 

площину xOy обчислим за формулою: 

𝑑𝑆 = √1 + (𝑧𝑥
′ )2 + (𝑧𝑦

′ )
2

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑑𝑥𝑑𝑦 

Таким чином, 

Ц = ∬ (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝑆
𝑆

= − ∬ 2𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷𝑥𝑦

= −2√7 ∬  𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷𝑥𝑦

=  

= {𝐴𝐷𝑥𝑦
= 𝜋 ∙ 32} = −2√7 ∙ (9𝜋) 

|Ц| = 18√7𝜋 

Приклад 11.  Обчислити циркуляцію векторного поля 𝑎⃗  =  𝑧 𝑖  +

 −𝑦 𝑘⃗⃗ вздовж контуру L: 𝑥2 +  𝑦2 =  4; 𝑥 + 2𝑧 =  5. 
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