
 Огляд курсу математики за 4 семестр 

  

 Модуль 1: Елементи Теорії Поля 

З математичної точки зору полем називається деяка область простору, кожній 

точці якої поставлена в однозначну відповідність деяка величина - числова або 

векторна.  

 Якщо в кожній точці даної області G задана величина набуває числових 

значень, то поле називається скалярним, а якщо в кожній точці області G задано 

вектор, то поле називається векторним.  

 Якщо поле деякої величини не змінюється з часом, то його називають 

стаціонарним (або усталеним), інакше - нестаціонарним (або неусталеним). 

 Далі розглядалися лише стаціонарні поля.  

1.1 Вектор-функції скалярного аргументу 

При описі різних фізичних величин часто використовуються вектори. A при 

описі різних фізичних процесів часто використовуються вектори, довжина і 

напрям яких залежать від деякої скалярної величини. Такі векторні величини 

називаються вектор-функціями скалярного аргументу 

Якщо задана декартова система координат OXYZ, тоді вектор-функцію 𝑎⃗(𝑡) 

можна записати через її координати: 

𝑎⃗(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑖 + 𝑦(𝑡)𝑗 + 𝑧(𝑡)𝑘⃗⃗ 

 Геометричним представленням вектор-функції є її годограф. 

 

 Зазначемо, що у багатьох випадках поняття та означення, що були 

визначеними для функції 𝑓(𝑡) (скарярної функції) однозначно переносяться на 

вектор-функцію 𝑎⃗(𝑡). 



 Похідна вектор-функції скалярного аргументу 

 Нехай вектор-функція 𝑎⃗(𝑡) означена в деякому околі точки 𝑡0 . Надамо 

аргументу приріст Δ𝑡 ≠  0 і розгляньмо приріст вектор-функції  

∆𝑎⃗(𝑡0) = 𝑎⃗(𝑡0 + Δ𝑡) − 𝑎⃗(𝑡0) 

і відношення 
∆𝑎⃗⃗(𝑡0)

Δ𝑡
, яке є вектором, колінеарним вектору ∆𝑎⃗(𝑡0). 

 

 Геометричний зміст вектора похідної вектор-функції 𝑎⃗′(𝑡0) полягає в 

тому, що він направлений уздовж дотичної до годографа функції 𝑎⃗(𝑡) у бік 

зростанням параметру 𝑡.  

 

1.2 Скалярне поле 

 Означення: Якщо в кожній точці плоскої або просторової області задано 

функцію координат точки 𝑀, то цю функцію називають скалярним полем і 

позначають символом 

𝑈(𝑀 )  =  𝑓 (𝑥, 𝑦) або 𝑈(𝑀)  =  𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 Основною геометричною характеристикою скалярного поля є поверхня 

рівня. 

 Означення: Поверхня, в кожній точці якої поле зберігає одне і те ж 

значення, називається поверхнею рівня. Згідно з означенням рівняння поверхні 

рівня таке: 

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  

 У випадку, якщо поле задано на площині, поверхні рівня вироджуються в 

лінії рівня: 

𝑈(𝑥, 𝑦)  =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  



 1.2.1 Похідна за напрямком скалярного поля 

 Означення. Границя відношення 

𝑈(𝑃1) − 𝑈(𝑃)

𝑃1𝑃
=

Δ𝑠𝑈

𝛥𝑠
 

при 𝛥𝑠 → 0 (або коли точка 𝑃1 наближається до 𝑃 вздовж вектора 𝑠) називають 

похідною скалярного поля 𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧) в точці 𝑃(𝑥; 𝑦; 𝑧) за напрямом вектора 𝑠 і 

позначають 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= lim
𝛥𝑠→0

𝛥𝑠𝑈

𝛥𝑠
 

 Перейшовши до границі при 𝛥𝑠 → 0, дістанемо формулу для обчислення 

похідної скалярного поля за напрямом 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= lim
𝛥𝑠→0

𝛥𝑠𝑈

𝛥𝑠
=

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
cos 𝛼 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
cos 𝛽 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑧
cos 𝛾|

𝑃

 

 У випадку плоского поля 𝑈 = 𝑈(𝑥; 𝑦) маємо: 

     cos 𝛽 = cos(90 − 𝛼) = sin 𝛼, cos 𝛾 = 0,  

тоді 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

=
𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑥
cos 𝛼 +

𝜕𝑈(𝑃)

𝜕𝑦
sin 𝛼|

𝑃

 

де 𝛼 - кут, утворений напрямком 𝑠 з віссю Ох. 

 Похідна 
𝜕𝑈(𝑥;𝑦;𝑧)

𝜕𝑠
 знайдена для заданої точки простору 𝑃 і для заданого 

напрямку 𝑠, визначає швидкість зміни скалярного поля 𝑈(𝑀) в цій точці 𝑃 по 

цьому напрямку. При цьому, абсолютна величина похідної |
𝜕𝑈(𝑥;𝑦;𝑧)

𝜕𝑠
| відповідає 

значенню швидкості, а знак похідної визначає характер зміни функції 

𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧) в напрямі(зростання чи спадання). 

 

 1.2.2 Градієнт скалярного поля 

 Поряд із поняттям похідної скалярного поля за напрямком існує інше 

важливе поняття - градієнт скалярного поля. 



 Нехай задано скалярне поле 𝑈 =  𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧), причому функція має частинні 

похідні 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑈

𝜕𝑦
, 

𝜕𝑈

𝜕𝑧
 

 Означення. Вектора 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 =  {
𝜕𝑈

𝜕𝑥
,

𝜕𝑈

𝜕𝑦
,

𝜕𝑈

𝜕𝑧
} називается градієнт 

скалярного поля 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 або 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 =  
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑖 +  

𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑗 +  

𝜕𝑈

𝜕𝑧
𝑘⃗⃗, |𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈|  =  √(

𝜕𝑈

𝜕𝑥
)

2
+  (

𝜕𝑈

𝜕𝑦
)

2
+  (

𝜕𝑈

𝜕𝑧
)

2
 

 Градієнт скалярного поля 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) може бути визначеним 

використовуючи оператор Гамілтона, що має вигляд: 

∇ =  {
𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕

𝜕𝑦
,

𝜕

𝜕𝑧
} =

𝜕

𝜕𝑥
𝑖 +  

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 +  

𝜕

𝜕𝑧
𝑘⃗⃗ 

Тоді 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 = ∇𝑈 

Між градієнтом та похідною за напрямком існує зв'язок: 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= (grad 𝑈 , 𝑠𝑜) = (∇𝑈, 𝑠𝑜) = 𝑃𝑟𝑠 grad 𝑈 

 Геометричний зміст градієнта  

Якщо позначити кут між векторами grad 𝑈 та 𝑠 через 𝜑 то можна записати 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= |grad 𝑈| cos 𝜑 

 Звідси, безпосередньо з визначення випливає фізичний зміст градієнта: 

градієнт у будь-якій точці скалярного поля спрямований у напрямку 

найбільшого зростання поля і за абсолютним значенням дорівнює швидкості 

зростання поля у цій точці. 

𝜑 = 0 →  cos 𝜑 = 1; це найбільше значення похідної дорівнює: 

𝜕𝑈(𝑥; 𝑦; 𝑧)

𝜕𝑠
|

𝑃

= |𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈| 

 Також, безпосередньо з визначення випливає що градієнт в даній точці 

скалярного поля 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)  є спрямованим по нормалі до поверхні 



рівня 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝐶 розглянутого поля, що проходить через цю точку. Звідки 

випливає: 

1) для будь-якої поверхні 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  0  (ототожнена з поверхню рівня

𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  𝐶) вектор одиничної нормалі в заданій точці М(𝑥, 𝑦, 𝑧) має

вигляд:

𝑛⃗⃗0(𝑃) = ±
𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹(𝑥,𝑦,𝑧)

|𝑔𝑟𝑎𝑑𝐹(𝑥,𝑦,𝑧)|

2) найбільша крутість підйому поверхні  𝑧 = 𝜙 (𝑥, 𝑦 )  (ототожнена з лінією

рівня 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝐶) у заданій точці - це тангенс кута нахилу градієнта поля 

𝜙 (𝑥, 𝑦 )  до площини XOY у заданій точці, тобто:

𝑡𝑔𝛼 =  𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜙 (𝑥, 𝑦 ) 

1.3 Векторне поле 

Означення. Якщо в області 𝐷 простору ℝ3 визначена деяка вектор-функція

𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗(𝑀 ) , то кажуть, що в області 𝐷 задано векторне поле 𝑎⃗ (𝑀 ) 

𝑎⃗ (𝑀 ) = 𝑎⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧 ) = 𝑎𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧 )𝑖 + 𝑎𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧 )𝑗 + 𝑎𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧 )𝑘⃗⃗

1.3.1 Векторні лінії 

Основною геометричною характеристикою векторного поля є векторна 

лінія векторного поля 

Означення. Векторною лінією векторного поля 𝑎⃗(𝑀) називається така лінія, в 

кожній точці якої вектор поля спрямований по дотичній до цієї лінії. 

Векторна лінія векторного поля визначаєтся системою диференціальних 

рівнянь: 

𝑑𝑥

𝑎𝑥
=

𝑑𝑦

𝑎𝑦
=

𝑑𝑧

𝑎𝑧

яку можна переписати таким чином: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧 )

𝑎𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧 )

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑎𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧 )

𝑎𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧 )



1.3.2 Потік (Течія) векторного поля через поверхню 

 Означення: Потоком векторного поля 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗ =  (𝑎𝑥, 𝑎𝑦 , 𝑎𝑧) через поверхню 𝜎 

у напрямі одиничного вектора нормалі 𝑛⃗⃗ , називається поверхневі інтеграли 

виду: 

П = ∬(𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝜎 

𝜎

= ∬ 𝑎⃗ ∙ 𝑑𝜎⃗ 

𝜎

 

 При цьому, якщо кут (𝑎⃗^ 𝑛⃗⃗0)  <  𝜋/2 , тобто (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0) > 0 то П >  0. В 

цьому випадку потік вектора 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗ йде з внутрішньої на зовнішню сторону 

поверхні 𝑆.  

 Якщо ж кут (𝑎⃗^𝑛⃗⃗0) >  𝜋/2 , тобто (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0) < 0  то П <  0 і означає, що потік 

вектора 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗ йде із зовнішньої на внутрішню сторону поверхні 𝜎 .  

 

 Формули для обчислення потоку вектору 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗ =  (𝑎𝑥, 𝑎𝑦, 𝑎𝑧) через поверхню 

𝜎 залежно від способу її завдання аналогічні тим, які були виведені протягом 

вивчення теми Поверхневи Інтеграли.  

П = ∬ (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝜎 
𝜎

= ∬ {𝑎𝑥 cos(𝑛⃗⃗0^𝑖) + 𝑎𝑦 cos(𝑛⃗⃗0^𝑗) + 𝑎𝑧 cos(𝑛⃗⃗0^𝑘⃗⃗)}
𝜎

𝑑𝜎  

= ∬ {𝑎𝑥 cos(𝑛⃗⃗0^𝑖) + 𝑎𝑦 cos(𝑛⃗⃗0^𝑗) + 𝑎𝑧 cos(𝑛⃗⃗0^𝑘⃗⃗)}
𝐷

𝑃𝑟𝑋𝑌𝑍𝑑𝜎  

де одинична нормаль 𝑛⃗⃗0 = ±
𝑛⃗⃗

|𝑛⃗⃗|
= ±{cos(𝑛⃗⃗0^𝑖) , cos(𝑛⃗⃗0^𝑗) , cos(𝑛⃗⃗0^𝑘⃗⃗)}, 𝑛⃗⃗ - 

нормаль поверхні 𝜎. 

 Так, наприклад, якщо поверхня 𝜎 задана явно рівнянням 𝑧 =  𝑓 (𝑥, 𝑦) то 

нормаль 𝑛⃗⃗ = {𝑓𝑥
′, 𝑓𝑦

′, −1}, таким чином проекція поверхні 𝜎 на координатну 

площину XOY 

 𝑃𝑟𝑋𝑂𝑌𝑑𝜎 = √(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)
2

+ 1 𝑑𝑥𝑑𝑦  

Подібно, якщо поверхня 𝜎 задана явно рівнянням 𝑥 =  𝑓 (𝑦, 𝑧) то нормаль 𝑛⃗⃗ =

{−1, 𝑓𝑦
′, 𝑓𝑧

′} і проекція поверхні 𝜎 на координатну площину YOZ 



 𝑃𝑟𝑌𝑂𝑍𝑑𝜎 = √(𝑓𝑦
′)

2
+ (𝑓𝑧

′)2 + 1 𝑑𝑦𝑑𝑧 

Також, якщо поверхня 𝜎 задана явно рівнянням 𝑦 =  𝑓 (𝑥, 𝑧) то нормаль 𝑛⃗⃗ =

{𝑓𝑥
′, −1, 𝑓𝑧

′} і проекція поверхні 𝜎 на координатну площину XOZ 

 𝑃𝑟𝑋𝑂𝑍𝑑𝜎 = √(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑧

′)2 + 1 𝑑𝑥𝑑𝑧 

 

 Якщо поверхня 𝜎 задана неявно рівнянням 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)  =  0, то нормаль 

визначається 𝑛⃗⃗ = {𝐹𝑥
′, 𝐹𝑦

′, 𝐹𝑧
′}, тоді одинична нормаль 𝑛⃗⃗0 = ±

𝑛⃗⃗

|𝑛⃗⃗|
, де |𝑛⃗⃗| =

√(𝐹𝑥
′)2 + (𝐹𝑦

′)
2

+ (𝐹𝑧
′)2. Тоді 

𝑃𝑟𝑋𝑌𝑍𝑑𝜎 =
𝑑𝑥𝑑𝑦

√(𝐹𝑥
′)

2
+(𝐹𝑦

′)
2

+(𝐹𝑧
′)

2
=

𝑑𝑥𝑑𝑧

√(𝐹𝑥
′)

2
+(𝐹𝑦

′)
2

+(𝐹𝑧
′)

2
=

𝑑𝑦𝑑𝑧

√(𝐹𝑥
′)

2
+(𝐹𝑦

′)
2

+(𝐹𝑧
′)

2
  

 

Або інакше, оскільки 

cos(𝑛⃗⃗0^𝑘⃗⃗) 𝑑𝜎 = 𝑑𝑥𝑑𝑦, cos(𝑛⃗⃗0^𝑗) 𝑑𝜎 = 𝑑𝑥𝑑𝑧, cos(𝑛⃗⃗0^𝑖) 𝑑𝜎 = 𝑑𝑦𝑑𝑧 

П = ∬ 𝑎𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑎𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧
𝜎

+ 𝑎𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦  

 Тоді потік вектора через поверхню 𝜎 обчислюється за формулою 

 ∬ 𝑎𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 
𝜎

= ± ∬ 𝑎𝑥(𝑓(𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷𝑌𝑂𝑍

  

 Так само для інших випадків. 

 ∬ 𝑎𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧 
𝜎

= ± ∬ 𝑎𝑦(𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑧), 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧
𝐷𝑋𝑂𝑍

  

 ∬ 𝑎𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 
𝜎

= ± ∬ 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷𝑋𝑂𝑌

  

де 𝐷 є проекція поверхні 𝜎 на відповідну координатну площину. 

 В загальному випадку для обчислення потоку можна скористатися 

формулою 

∬ 𝑎⃗ ∙ 𝑑𝜎⃗ 
𝜎

= ± ∬ 𝑎𝑥(𝑓(𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷𝑌𝑂𝑍

± ∬ 𝑎𝑦(𝑥, 𝑓(𝑥, 𝑧), 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧
𝐷𝑋𝑂𝑍

±

∬ 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷𝑋𝑂𝑌

  



 Особливий інтерес представляє випадок, коли поверхня 𝜎 замкнена і 

обмежує деяку область 𝐺 . В цьому випадку за напрям вектору 𝑛⃗⃗ , зазвичай, 

беруть напрям зовнішньої нормалі. Тоді потік вектора 𝑎⃗  =  (𝑎𝑥, 𝑎𝑦 , 𝑎𝑧) через 

замкнену поверхню 𝜎 знаходемо за формулами: 

  П = ∯ (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝜎
𝜎

  

  П = ∯ 𝑎⃗ ∙ 𝜎⃗
𝜎

= ∯ 𝑎𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑎𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑎𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

  

Розглянемо замкнену поверхню 𝜎 , яка обмежує 

об’єм 𝐺 в векторному полі 𝑎⃗(𝑀) ≡ 𝑣⃗(𝑀) 

швидкостей течії нестисливої рідини (рис.). 

Потік П = ∯ (𝑎⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝜎
𝜎

 – кількість рідини, що 

протікає через замкнену поверхню 𝜎. Вочевидно 

що векторні лінії, які характеризують векторне 

поле швидкостей течії рідини, входять та виходять 

з поверхні 𝜎. Прицьому, 

 в точці 𝑃1 (точка входу векторні лінії в поверхню) кут між 𝑎⃗ (𝑀) і нормаллю 

𝑛⃗⃗1 – тупий, і це означає, що рідина втікає всередину поверхні, т.т. якщо кут 

(𝑎⃗^ 𝑛⃗⃗1
0

) >  𝜋/2, тоді П1 < 0 .  

 в точці виходу 𝑃2 (точка виходу векторні лінії з поверхні) кут між 𝑎⃗ (𝑀) і 

нормаллю 𝑛⃗⃗2 – гострий, рідина витікає з поверхні, т.т. якщо кут (𝑎⃗^𝑛⃗⃗1
0

) <

 𝜋/2, тоді П2 > 0. 

 Означення: Величина потоку П через замкнену поверхню 𝜎, що обмежує 

просторову область 𝐺 , дає різницю між кількістю рідини, яка витікає з області 

та втікає до неї за одиницю часу (П = П1 − П2),  

 При цьому, якщо П =  0, то це означає, що з тіла 𝐺 , обмеженого поверхнею 

𝜎 , витікає стільки рідини скільки і втікає в нього. 

 Якщо П >  0, то рідини витікає більше ніж втікає. Це означає, що всередині 

області є додаткові джерела, тобто місця, де рідина з’являється.  

 Якщо ж П <  0, то рідини з тіла витікає менше, ніж втікає. Це означає, що 



всередині області 𝐺 є стоки, тобто місця, які поглинають надлишок рідини. 

 

 1.3.3 Дивергенція 

Позначимо через ∆𝑉 об’єм тіла, обмеженого поверхнею 𝜎 . Тоді відношення 

∯ 𝑎⃗ ∙ 𝜎⃗
𝜎

∆𝑉
 

характеризує питому продуктивність (потужність) джерел, що містяться 

усередині поверхні 𝜎. 

Означення: Будемо стягувати поверхню 𝜎 в точку 𝑀 . Границя, до якої при 

цьому прямує середня потужність джерел, називається дивергенцією 

векторного поля 𝑎⃗(𝑀) в точці 𝑀 і позначається символом 𝑑𝑖𝑣 𝑎⃗(𝑀), тобто, 

𝑑𝑖𝑣 𝑎⃗(𝑀) = lim
∆𝑉→0

∯ 𝑎⃗ ∙ 𝜎⃗
𝜎

∆𝑉
 

 За допомогою дивергенції ми можемо визначити джерела та стоки в точці:  

 

(іншими словами, ті точки, в яких дивергенція додатна, називаються 

джерелами, а ті, в яких вона від’ємна, називаються стоками.) 

 Дивергенція векторного поля 𝑎⃗ є скалярною функцією точки і, таким 

чином, утворює скалярне поле, побудоване за цим векторним полем. 

Обчислення дивергенції в точці, де введена декартова система координат, може 

виконуватися за формулою: 



 

Використовуючи символьний оператор Гамільтона (набла)  

∇̅ = 𝑖̅
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗̅

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘̅

𝜕

𝜕𝑧
 , 

вираз для div𝑎̅ можна записати як скалярний добуток  векторів ∇̅ і 𝑎̅:  

div𝑎̅ = ∇̅  ∙ 𝑎̅ =
𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑎𝑧

𝜕𝑧
  

 

 1.3.4 Формула Гауса-Остроградського 

За допомогою поняття дивергенції формулу Остроградського-Гауса для 

замкненої поверхні:  

Потік вектора 𝑎⃗ = (𝑎𝑥, 𝑎𝑦 , 𝑎𝑧) через кусково-гладку замкнуту поверхню 𝜎 в 

напрямку зовнішньої нормалі 𝑛̅ дорівнює потрійному інтегралу від 𝑑𝑖𝑣𝑎̅ по 

об’єму 𝐺, обмеженому поверхнею 𝜎. 

Формулу можна записати у вигляді  

  ∯ 𝑎⃗
𝜎

(𝑀) ∙ 𝑑𝜎⃗ = ∭ 𝑑𝑖𝑣 𝑎⃗
𝐺

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

або через координати 

  ∯ 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝜎

= 

  = ∭ 𝑑𝑖𝑣 𝑎⃗ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐺

 

 

 1.4.1 Лінійний інтеграл 

Означення. Нехай в області G визначене векторне поле: 

𝑎⃗(𝑀)  =  {𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧); 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧); 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)} 

і деяка крива 𝐴𝐵, що лежить в цьому полі. Лінійним інтегралом векторного 

поля 𝑎⃗ вздовж кривої AB називається криволінійний інтеграл другого роду 

  ∫ 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑑𝑙
𝐴𝐵̌

= ∫ 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝐴𝐵̌

 

або, завдяки звязку поміж криволінійними інтегралами першого і другого роду, 

криволінійний інтеграл першого роду:  



  ∫ 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑑𝑙
𝐴𝐵̌

= ∫ (𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝜏0(𝑀))𝑑𝑙
𝐴𝐵̌

 

  = ∫ (𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑐𝑜𝑠𝛽 + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑐𝑜𝑠𝛾)𝑑𝑙
𝐴𝐵̌

 

 Для плоского поля 𝑎⃗(𝑀)  =  𝑎⃗(𝑥, 𝑦) формули спрощуються до вигляду: 

  ∫ 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑑𝑙
𝐴𝐵̌

= ∫ 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝐴𝐵̌

 

та  

  ∫ 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑑𝑙
𝐴𝐵̌

= ∫ (𝑎𝑥(𝑥, 𝑦)𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦)𝑐𝑜𝑠𝛽)𝑑𝑙
𝐴𝐵̌

 

відповідно. 

 Найголовнішим фізичний зміст лінійного інтеграла - робота силового поля 

𝑎⃗(𝑀) при переміщенні в ньому матеріальної точки вздовж кривої AB з 

положення A в положення B. 

 Формули для обчислення роботи силового поля 𝑎 ⃗⃗⃗ ⃗ =  (𝑎𝑥, 𝑎𝑦 , 𝑎𝑧) вздовж 

кривої AB з положення A в положення B залежно від способу її завдання 

аналогічні тим, які були виведені протягом вивчення теми Криволінійні 

Інтеграли. 

 Обчислити криволінійні інтеграли можна шляхом зведення їх до 

визначених інтегралів, і вони мають аналогічні властивості. 

 Нехай крива L (від точки A до точки B ) задана параметричним рівнянням 

𝑥 =  𝑥(𝑡), 𝑦 =  𝑦(𝑡), 𝑧 =  𝑧(𝑡) , 𝛼 ≤  𝑡 ≤  𝛽 , де функції 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) та 𝑧(𝑡) на 

відрізку [𝛼, 𝛽 ] неперервні разом із своїми похідними 𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡) і 𝑧′(𝑡). Точці 

A відповідає значення параметра 𝛼 , а точці B – 𝛽 . Тоді 

∫ 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝐴𝐵̌

=  

∫ (𝑎𝑥(𝑥(𝑡), (𝑡), 𝑧(𝑡))𝑥′(𝑡) + 𝑎𝑦(𝑥(𝑡), (𝑡), 𝑧(𝑡))𝑦′(𝑡) + 𝑎𝑧(𝑥(𝑡), (𝑡), 𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡))𝑑𝑡
𝛽

𝛼
  

 

 1.4.2 Циркуляція векторного поля 

Особливий інтерес представляє випадок, коли лінійний інтеграл береться 

вздовж замкненої кривої, яку будемо називати контуром. 

Означення. Лінійний інтеграл векторного поля 𝑎⃗(𝑀), взятий по замкненому 



контуру L , називається циркуляцією векторного поля по контуру L (або робота 

силового поля вздовж замкненого контуру): 

Ц = ∮ 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑑𝑙
𝐿

=  

  = ∮ 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝐿

 

або 

Ц = ∮ (𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝜏0(𝑀))𝑑𝑙
𝐿

  

  = ∮ (𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑐𝑜𝑠𝛽 + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑐𝑜𝑠𝛾)𝑑𝑙
𝐿

 

 Циркуляція векторного поля 𝑎⃗(𝑀) по контуру 𝐿 характеризує обертальну 

здатність поля на даному контурі. Якщо векторні лінії поля замкнені, то 

циркуляція вздовж цих ліній додатна Ц > 0, якщо напрямок поля 𝑎⃗ співпадає 

з напрямком обходу векторної лінії і Ц < 0, якщо не співпадає. При цьому в 

гідродинамічній інтерпретації частинки рідини течуть по цим замкненим 

лініям 

 При обчисленні циркуляції необхідно вказувати напрямок обходу контуру. 

Для плоского поля 𝑎⃗(𝑥, 𝑦) додатним напрямком вважається обхід контуру 

проти годинникової стрілки, а від’ємним – за годинниковою стрілкою.  

 

 1.4.3 Ротор векторного поля 

Нехай дано векторне поле 𝑎⃗(𝑀). Нехай 𝑛⃗⃗0 =
𝑛⃗⃗

|𝑛⃗⃗|
 - одиничний вектор, що 

виходить з точки M, яка лежить в цьому полі. Через точку 𝑀 проведемо 

площину, перпендикулярну вектору 𝑛⃗⃗ , і в цій площині розглянемо замкнений 

контур L, що оточує точку 𝑀. Тут S - площа плоскої області, обмеженої 

контуром L. Додатний напрямок обходу контуру L відповідає напрямку 

нормалі 𝑛⃗⃗. Шляхом неперервної деформації будемо стягувати контур 𝐿 в цю 

точку M, не змінюючи напрям нормалі 𝑛⃗⃗. Тоді границю при ∆𝑆 → 0 

  lim
∆𝑆→0

∮ 𝑎⃗⃗(𝑀)∙𝑑𝑙𝐿

∆𝑆
 



називають називається проекцією ротора векторного поля в точці M у напрямі 

нормалі 𝑛⃗⃗ і позначається 

𝑃𝑟𝑛⃗⃗𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ 

тобто  

𝑃𝑟𝑛⃗⃗𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ = lim
∆𝑆→0

∮ 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑑𝑙
𝐿

∆𝑆
 

Загалом проекція ротора характеризує щільністю циркуляції векторного поля 

𝑎⃗(𝑀) в точці M за напрямком 𝑛⃗⃗.  

Означення. Ротором (вихором) векторного поля 𝑎⃗(𝑀) (позначається 𝑟𝑜𝑡𝑎⃗ ) в 

точці М називається такий вектор, проекція якого на будь-який напрямок 𝑛⃗⃗, що 

виходить з точки М , дорівнює максимальному значенню щільності циркуляції 

поля 𝑎⃗(𝑀) в точці М за напрямком 𝑛⃗⃗. 

 В просторі, де визначена декартова система координат, ротор векторного 

поля 𝑎⃗(𝑀) = {𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧); 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧); 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) в точці M визначається 

формулою 

𝑟𝑜𝑡𝑎 ̅ = ||

ί̅ ϳ ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

|| = 

  (
𝜕𝑎𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑧
) ί̅ + (

𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑎𝑧

𝜕𝑥
) ϳ+̅(

𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑦
) 𝑘̅ 

За допомогою оператора Гамільтона ротор вектора 𝑎⃗ записується як 

векторний добуток векторів ∇⃗⃗⃗ і 𝑎⃗: 

  𝑟𝑜𝑡𝑎 ̅=∇̅ × 𝑎 ̅ = |

ί̅ ϳ ̅ 𝑘̅
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

|. 

 

 1.4.4 Теорема Стокса 

Розглянемо векторне поле 𝑎⃗(𝑀) =  𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)ί̅ + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)ϳ̅ + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘̅, 

компоненти 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) якого разом зі всіма своїми 

частинними похідними неперервні в околі поверхні 𝜎, включаючи саму 



поверхню і контур L. Тоді має місце формула Стокса яку ми наведемо без 

доведення: 

Формула Стокса: Циркуляція векторного поля 𝑎⃗(𝑀) по замкненому 

контуру L дорівнює потоку його ротора через довільну поверхню 𝜎 , що лежить 

в векторному полі 𝑎⃗(𝑀) і обмежена контуром L (напрямок обходу контуру 

погоджено з вибором сторони поверхні):  

  Ц = ∮ 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑑𝑙
𝐿

= ∬ (𝑟𝑜𝑡 𝑎⃗(𝑀) ∙ 𝑛⃗⃗0)𝑑𝜎
𝜎

 

Окремо через координати, формула Стокса має вигляд: 

  ∮ 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝐿+  

  = ∬ [(
𝜕𝑎𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑧
) 𝑐𝑜𝑠𝛼 + (

𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑎𝑧

𝜕𝑥
) 𝑐𝑜𝑠𝛽 + (

𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑦
) 𝑐𝑜𝑠𝛾]

𝜎
𝑑𝜎  

Використовуючи зв’язок  поверхневих інтегралів 1-го роду по поверхні 

𝜎 з поверхневими інтегралами 2-го роду по тій самій поверхні, формулу 

Стокса можна записати у вигляді  

  ∮ 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝐿+  

  = ∬ (
𝜕𝑎𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑧
) 𝑑𝑦𝑑𝑧 +

𝜎
(

𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑎𝑧

𝜕𝑥
) 𝑑𝑥𝑑𝑧 + (

𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥𝑑𝑦 (14) 

Зауваження. Для двовимірного випадку (ℝ2) при z ≡ 0, 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 0 із 

формули отримуємо відому формулу Гріна  

∮ 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = ∬ (
𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷𝑥𝑦𝐿+ . 

 

 1.5 Спеціальні векторні поля 

 1.5.1 Потенціальні  поля 

 Означення. Векторне поле, задане вектором 𝑎̅ =  𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)ί̅ +

𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)ϳ̅ + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑘̅ в області 𝐺 ⊂  ℝ3, називається потенціальним, 

якщо існує така однозначна функція 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), яка має частинні похідні до 



другого порядку включно, для якої виконується умова що  векторне поле є 

полем градієнта скалярної функції 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), тобто: 

𝑎̅ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

Функція 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) називається потенціалом або потенціальною 

функціяєю векторного поля. 

Критерії потенціальності векторного поля: 

1. Для того, щоб поле вектора 𝑎̅ було потенціальним, необхідно і достатньо,

щоб його потенціальна функція 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) задовольняла умові: 

𝑑𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

2. Якщо векторне поле, що задане вектором 𝑎̅ є потенціальним в деякій

області G, то ротор вектору 𝑎̅  у кожній точці області G  дорівнює нулю: 

𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = (
𝜕𝑎𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑧
) ί̅ + (

𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑎𝑧

𝜕𝑥
) ϳ+̅(

𝜕𝑎𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑎𝑥

𝜕𝑦
) 𝑘̅ = 0 

Тобто, потенціальне поле – це безвихрове поле. 

3. Якщо в однозв’язній області G задано векторне поле 𝑎̅ для якого  𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ =

0, то циркуляція в цьому полі 

Ц = ∮ 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧 = 0
𝐿𝑖

по всякому замкнутому кусково-гладкому контуру  𝐿𝑖, що належить області

G. 

4. Криволінійний інтеграл ∫ 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝐿

 не 

залежить від форми кривої 𝐿 з області G, а залежить лише від початкової і 

кінцевої точок кривої; 

Потенціальну функцію 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) поля вектора 𝑎̅ заданого в області G 

можна знайти з точністю до сталої з рівності 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫ 𝑎𝑥(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜉 + 𝑎y(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜂 + 𝑎z(𝜉, 𝜂, 𝜇)𝑑𝜇 
(𝑥,𝑦,𝑧)

(𝑥0,𝑦0,𝑧0)

провівши інтегрування по відрізках, паралельних осям координат, 



 
де 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) − фіксована точка області G, а  𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) − довільна змінна 

точка цієї області. 

 

 1.4.2 Соленоїдальні поля 

Означення. Векторне поле 𝑎̅ = 𝑎𝑥𝑖 + 𝑎𝑦𝑗 + 𝑎𝑧 𝑘⃗⃗ називається соленоїдальним 

(трубчастим) в області G, якщо  

𝑑𝑖𝑣 𝑎̅ = 0. 

З цього одержимо висновок, що потік вектора  𝑎̅ через довільну замкнуту 

поверхню в соленоїдальному векторному полі дорівнює нулю.  

Теорема. Якщо компоненти 𝑎𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑎𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) вектора 𝑎̅ 

неперервні та мають неперервні частинні похідні другого порядку в області 

G, то в полі вихорів відсутні джерела, тобто, 

𝑑𝑖𝑣(𝑟𝑜𝑡𝑎̅) = 0 

Формально цю рівність легко одержати із запису лівої частини з 

використанням оператора Гамільтона:  

∇̅ ∙ (∇̅ × 𝑎̅) = 0. 

З теореми випливає 

Критерій соленоідальності векторного поля:  Векторне поле 𝑎⃗ , задане в 

області ℝ3, соленоїдальне тоді і лише тоді, коли векторне поле 𝑎⃗ є ротором 

деякого вектора 𝑏⃗⃗, тобто 

𝑎⃗ = 𝑟𝑜𝑡 𝑏⃗⃗ 

де 𝑏⃗⃗ – векторний потенціал поля 𝑎⃗ 

М0(x0,y0,z0) 

М1(x,y0,z0) 
М2(x,y,z0) 

М(x,y,z) 



 1.4.3 Диференціальні операції другого порядку 

Так, при вивченні скалярних і векторних полів ми вже зустрічалися з так 

званими диференціальними операціями першого порядку, які через вектор 

набла мають скорочені вирази:  

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
ί̅ +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
ϳ ̅ +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑘̅ ≡ ∇̅𝑢,  

𝑑𝑖𝑣𝑎̅ =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧
≡ ∇̅ ∙ 𝑎̅,  

𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = (
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
) ί̅ + (

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
) ϳ+̅(

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) 𝑘̅ ≡ ∇̅ × 𝑎̅. 

 Існують також 5 змістовних диференціальних операцій другого порядку:  

1. 𝑟𝑜𝑡 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧); 

2. 𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 𝑎̅; 

3. 𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧); 

4. 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝑎̅; 

5. 𝑟𝑜𝑡𝑟𝑜𝑡𝑎̅ . 

Ми вже бачили, що  

𝑟𝑜𝑡 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 і  𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = 0. 

 

 1.4.4 Оператор Лапласа 

 Розглянемо, наприклад, диференціальну операцію другого порядку 

𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧):  

𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢 = div(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
ί̅ +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
ϳ ̅ +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑘̅) = 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 . 

Означення 1. Диференціальний оператор  

∆ ≡  
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
 

називається оператором Лапласа  (в просторі  ℝ3 ).  

Очевидно,  

∇̅ ∙ ∇̅= ∇̅2 ≡ ∆. 

Отже,  

𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢 ≡ ∆𝑢. 



Означення 2. Диференціальне рівняння другого порядку в частинних 

похідних відносно функції 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) вигляду ∆𝑢 = 0, або, що те ж саме, 

  
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 = 0 або ∆𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0   

називається рівнянням Лапласа і часто зустрічається в розділі вищої 

математики, який має назву “Рівняння математичної фізики  “.  

Означення 3. Функція  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), що є розв’язком рівняння Лапласа, 

називається  гармонічною функцією. 

 

 1.4.5 Гармонійне (лапласове) векторне поле 

Означення. Векторне поле 𝑎̅ називається гармонійним (лапласовим), якщо 

воно одночасно є потенціальним і соленоїдальним, тобто виконуються 

умови 

  {
𝑟𝑜𝑡 𝑎̅ = 0,
𝑑𝑖𝑣 𝑎̅ = 0.

  

 Або, гармонійне векторне поле – потенціальне поле, потенціал якого – 

гармонійна функція:  

  𝑎̅ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), де ∆𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0  

 

При досить загальних умовах відносно поля 𝑎̅ на границі області G 

(cкінченої чи необмеженої) справедливе твердження:  

Теорема Гельмгольца: Векторне поле 𝑎̅ можна подати як суму 

потенціального поля 𝑎1̅̅ ̅ і соленоїдального поля 𝑎2̅̅ ̅, тобто,  

  𝑎̅ = 𝑎1̅̅ ̅ + 𝑎2̅̅ ̅,  

де  𝑟𝑜𝑡 𝑎1̅̅ ̅ = 0,  𝑑𝑖𝑣 𝑎2̅̅ ̅ = 0. 

 

Контрольні питання до теми 1 

1. Дайте означення вектор-функції одного скалярного аргументу.  

2. Що називається годографом вектор-функції?  



3. Дайте означення границі вектор-функції.  

4. Дайте означення вектор-функції, неперервної в точці;  

5. Наведіть означення похідної вектор-функції. Поясніть її геометричний зміст.  

6. Яка функція називається диференційовною в точці?   

7. Дайте означення невизначеного інтегралу від вектор-функції.  

8. Що розуміють під визначеним інтегралом від вектор-функції?  

9. Сформулюйте властивості інтегралу від вектор-функції. 

10. Для чого вводять поняття похідної за напрямом? 

11. Що називається скалярним полем? 

12. Що називають похідною функції за напрямом? 

13. Виведіть формулу для обчислення похідної за напрямом. 

14. Чому відповідає абсолютна величина похідної? 

15. Дайте означення градієнта скалярного поля. 

16. Доведіть теорему про зв’язок градієнта і похідної за напрямом. 

17. Сформулюйте і доведіть властивості градієнта. 

18. Що називають векторним полем? 

19. Наведіть приклади векторних полів. 

20. Що називають векторними лініями? 

21. Що таке силові лінії векторного поля? 

22. Що називають потоком векторного поля? 

23. Сформулюйте властивості потоку векторного поля a через поверхню 

σ. 

24. Що називають диверенцієй векторного поля 

25. Запишіть та доведіть формулу Остроградського-Гаусса 

26. Що називають лінійним інтегралом? 

27. Що називають циркуляцією векторного поля? 

28. Як обчислюють циркуляцією векторного поля? 

29. Сформулюйте та доведіть умови незалежності криволінійного 

інтеграла від шляху інтегрування. 

30. Виведіть формулу Стокса 

31. Яке векторне поле називається потенціальним? 

32. Що називають потенціалом поля? 

33. Поясніть відмінність термінів «потенціал» і «потенціальна функція». 

34. Вкажіть властивості потенціальних полів. 



35. Наведіть приклади потенціальних полів. 

36. Виведіть формулу знаходження потенціалу поля. 

37. Яке поле називають соленоїдним? 

38. Що таке векторний потенціал поля? 

39. Вкажіть властивості соленоїдних полів. 

40. Яке поле називають гармонійним? 

  



Модуль 2: Числові та Функціональні Ряди 

 

 2.1 Числові ряди 

 

 2.2.1 Необхідна ознака збіжності ряду 

У розглянутих вище прикладах ми встановлювали збіжність або розбіжність 

ряду безпосереднім шляхом, користуючись означенням збіжності і формулою 

для n-ї часткової суми ряду. 

 Однак, у більшості випадків цей шлях виявляється незручним через 

труднощі явного обчислення часткової суми ряду 𝑆𝑛, знаходження компактної 

формули для неї і визначення границі послідовності {𝑆𝑛}. 



 
 

 

 Цей наслідок дає достатню умову розбіжності ряду. 

 

 Зауваження: Слід пам’ятати, що розглянута необхідна ознака збіжності 

ряду не є достатньою. Тобто з того, що n-й член ряду прямує до нуля при 𝑛 →

∞ ще не випливає, що ряд є збіжним. 

 

 2.2.2 Критерій Коші збіжності ряду 

Як було сформульовано вище, якщо для ряду необхідна ознака збіжності ряду 

виконується, то ряд може бути як збіжним, так і розбіжним, що можна 

встановити лише після додаткового дослідження. 

Теорема (критерій Коші збіжності ряду). 

 Для того, щоб ряд 

𝑎1 +  𝑎2 + ⋯ +  𝑎𝑛 + ⋯ 

був збіжним, необхідно і достатньо, щоб послідовність його часткових сум  

𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛, … 

 

|𝑆𝑛+𝑚 − 𝑆𝑛| < 𝜀 

 Пояснимо зміст Теореми. Для збіжності ряду необхідно і достатньо, щоб за 

будь-яким заданим 𝜀 > 0 знайшовся такий номер 𝑁, що сума будь-якої 

кількості послідовних членів ряду з номерами, більшими за 𝑁, є меншою за 𝜀. 

Інакше кажучи, збіжність ряду означає, що як завгодно «довгі» суми його 



послідовних членів повинні бути малими, якщо вони складаються тільки з 

«досить далеких» членів ряду. 

 

 2.2.3 Властивості збіжних числових рядів 

 Для систематичної побудови теорії числових рядів, насамперед, необхідно 

визначити властивості рядів та встановити зв’язки між поводженням одних і 

інших рядів. 

 Збіжні числові ряди підпорядковуються наступним властивостям: 

 

 

 
 зі збіжності якого-небудь залишку (4) випливає збіжність заданого ряду (1). 

 

 Теорема 2: Якщо ряд (1) збігається, то залишок (4) позначений як 

𝑟𝑘 = 𝑎𝑘+1 + 𝑎𝑘+2 + ⋯ + 𝑎𝑛 + ⋯ = ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=𝑘+1   

прямує до нуля з ростом 𝑘 → ∞: lim
𝑘 →∞

𝑟𝑘 = 0. 

Зауваження. Як встановлено теоремою, для з’ясування збіжності або 

розбіжності ряду не обов’язково враховувати всі його члени. Досить 

обмежитися членами, починаючи з деякого номера. 

 

 Теорема 3: Якщо ряд (1) збігається і його сумма дорівнює S, то ряд  

 

Інакше кажучи, якщо всі члени збіжного ряду помножити на одне й те ж число 

c, то збіжність ряду не порушиться, а його сума помножиться на число c. 



 Теорема 4. Збіжні числові ряди можна почленно додавати та віднімати, при 

цьому збіжність зберігається. 

 

 Теорема 5: Якщо ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  збігається, ряд ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1  який отримано 

групуванням членів ряду ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  без зміни порядку їх положення, також 

збігається і має ту ж суму, що й ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 . 

 

 Наслідок: Якщо за умовою об’єднання, вказаному в теоремі, отримано 

розбіжний ряд, то і спочатку розглянутий ряд також є розбіжним. 

 

 Зауваження 1: Теорема, обернена до сформульованої теореми 5, взагалі 

кажучи, є невірною. Зі збіжності преобразованого ряду збіжність початкового 

ряду може і не випливати. 

 Зауваження 2. В окремому випадку, якщо всі члени даного ряду є 

додатними, теорема, обернена до теореми 5, є справедливою, тобто зі збіжності 

преобразованого ряду випливає збіжність даного ряду. 

 

 З теорем 1,4 і 5 випливає  

 Наслідок: Ряд, отриманий з даного відкиданням чи приєднанням кінцевого 

числа членів, або перестановкою у ряді кінцевого числа членів, веде себе як і, 

як і вихідний, у плані збіжності, тобто або обидва сходяться, або обидва 

розходяться. Якщо даний ряд збігається, то сума нового ряду дістається 

додаванням або відніманням суми приєднаних членів до суми даного ряду. 

 

 2.3 Достатні ознаки збіжності ЗНАКОДОДАТНИХ рядів 

 Перейдемо тепер до розгляду деяких достатніх ознак збіжності 

знакододатних рядів (ряди з невід’ємними членами). 

 Теорема. (Умова збіжності ряду з невід’ємними членами). Для того щоб 

ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  з невід’ємними членами був збіжним, необхідно і достатньо, щоб 

послідовність часткових сум цього ряду була обмеженою. 



 2.3.1 Ознаки порівняння 

 Теорема (Перша ознака порівняння). Нехай задано два ряди з невід’ємними 

членами (A): ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  і (B): ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 . Якщо, починаючи з деякого номера, члени 

першого ряду не перевищують відповідні члени другого ряду 

𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛, 𝑛 =  𝑘, 𝑘 +  1, . .. 

то зі збіжності ряду (B) випливає збіжність ряду (A), а з розбіжності ряду (A) 

випливає розбіжність ряду (B).  

 Зауваження. При дослідженні збіжності рядів за допомогою ознак 

порівняння часто використовують такі «еталонні» ряди: 

   

   

 На практиці виявляється більш зручною наступна теорема, що випливає з 

першої ознаки порівняння. 

 

 Теорема (Друга або Гранична ознака порівняння). Нехай задано два ряди з 

невід’ємними членами (A): ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  і (B): ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 . Якщо, існує скінченна, 

відмінна від нуля границя 

lim
𝑛 →∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
= 𝐾 

і 0 < 𝐾 < +∞, то ряди (A) і (B) збігаються, або розбігаються одночасно 

(передбачається, що 𝑏𝑛 ≠ 0). 

 

 2.3.2 Ознака Даламбера 

 



 

 Практична рекомендація. Якщо загальний член ряду 𝑎𝑛 містить 

показникову функцію, степенево-показникову функцію або факторіал, то, як 

правило, застосовується ознака Даламбера. 

 

 2.3.3 Радикальна ознака Коші 

 

 Практична рекомендація. Зауважимо, що радикальна ознака 

застосовується, коли загальний член ряди представлено виразом де існує 

показник n -го степеня.  

 

 2.3.4 Інтегральна ознака Маклорена-Коші 

 



 Практична рекомендація. Інтегральна ознака Коші застосовується тоді, 

коли інтеграл береться просто і зокрема тоді, коли підінтегральна функція 𝑓(𝑥) 

містить логарифмічну функцію типу 𝑙𝑛 𝑥. 

 

 2.3.5 Загальна схема дослідження збіжності ЗНАКОСТАЛОГО 

числового ряду: 

 



 2.4 Знакозмінні числові ряди 

 2.4.1 Абсолютна та умовна збіжність 

Означення 1. Знакозмінним рядом називається ряд, членами якого є дійсні 

числа довільного знаку. Нехай 

  𝑎1 +  𝑎2 + ⋯ +  𝑎𝑛 + ⋯ (1) 

– деякий знакозмінний ряд, де числа 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛, … можуть бути як додатними, 

так і від’ємними, причому розташування додатних і від’ємних членів у ряді 

довільне.  

 Одночасно розглянемо ряд, складений з абсолютних величин членів ряду 

(1): 

  |𝑎1| +  |𝑎2| + ⋯ +  |𝑎𝑛| + ⋯ (2) 

Складений з модулів ряд (2) є рядом з невід’ємними членами, тому його можна 

досліджувати методами, які викладені раніше. 

 Між збіжністю рядів (2) і (1) існує зв’язок, що виражається наступною 

теоремою. 

 Теорема 1. (Достатня ознака збіжності знакозмінного ряду). Якщо ряд 

(2) збігається, то збігається і ряд (1). 

 Зауваження: Обернене твердження несправедливе, тобто із збіжності ря-

ду (1) не випливає збіжність ряду (2). 

Означення 2. Знакозмінний ряд (1) називається абсолютно збіжним, якщо 

збігається ряд, складений з модулів його членів (2). 

 Введене означення дозволяє привести еквівалентне формулювання 

Теореми 1. 

 Теорема 1’. (Достатня ознака збіжності знакозмінного ряду). Довільний 

абсолютно збіжний ряд збігається. 

Означення 3. Якщо ряд, складений з модулів його членів (2) розбігається, але 

даний знакозмінний ряд (1) збігається, то він називається умовно збіжним. 

 

 2.4.2 Знакоперемежні ряди. Ознака Лейбніца 



 Окремим випадком знакозмінних рядів є так звані знакопереміжні ряди. 

Означення 3. Знакозмінний ряд називається знакопереміжним, якщо його 

сусідні члени мають різні знаки 

  𝑎1 −  𝑎2 + 𝑎3 − 𝑎4 + ⋯ (−1)𝑛 𝑎𝑛 + ⋯ (3) 

де 𝑎𝑛 > 0. 

Для знакопереміжних рядів має місце така достатня ознака збіжності. 

 Теорема 4 (Ознака збіжності Лейбніца). 

Якщо абсолютні величини членів знакопереміжного ряду (3) утворюють 

монотонно незростаючу послідовність, що прямує до нуля, тобто 

𝑎1 ≥  𝑎2 ≥ 𝑎3 ≥ 𝑎4 ≥ ⋯ ≥  𝑎𝑛 ≥ ⋯ 

і 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0 

то ряд (3) збігається. 

 Наслідок. Для знакопереміжного ряду (3), що задовольняє ознаці збіжності 

Лейбніца, залишок ряду 𝑟𝑛 за абсолютною величиною не перевищує 

абсолютної величини першого з членів, що відкидаються. 

|𝑟𝑛| ≤  𝑎𝑛+1 

 

 Практична рекомендація. Наслідок з ознаки збіжності Лейбніца дозволяє 

оцінити похибку, що допускається при відкиданні всіх членів ряду, починаючи 

з деякого. 

 

2.4.3 Загальна схема дослідження збіжності знакопереміжного 

числового ряду: 



 

 

 2.5 Функціональні ряди 

Означення 1. Функціональним рядом називається ряд складений з членів, які є 

функціями від аргументу x 

  𝑢1(𝑥) +  𝑢2(𝑥) +  … +  𝑢𝑛(𝑥) +  …  =  ∑ 𝑢𝑛(𝑥)∞
𝑛=1   (1) 

де 𝑢𝑛(𝑥) - функції, які задані на деякій множинні 𝐷. 



При кожному конкретному значенні 𝑥 = 𝑥0 із області визначення 𝐷 

функціональний ряд перетворюється на числовий ряд 

  𝑢1(𝑥0) +  𝑢2(𝑥0) +  … +  𝑢𝑛(𝑥0) +  …  =  ∑ 𝑢𝑛(𝑥0)∞
𝑛=1   (2) 

Якщо для 𝑥 = 𝑥0 числовий ряд (2) збігається, то кажуть, що функціональний 

ряд (1) збігається в точці 𝑥0, а саму точку називають точкою збіжності, якщо 

(2) – розбіжний, то 𝑥0 - точка розбіжності ряду (1). 

 

Означення 2. Множина всіх значень змінної 𝑥, при яких функціональний ряд 

збігається називається областю збіжності функціонального ряду.  

 На практиці розглядають ряди, областями збіжності яких є різні інтервали 

осі 𝑂𝑥. 

 По аналогії з числовими рядами вводиться поняття n -ої частинної суми та 

залишку функціонального ряду.  

Означення 3. n -а частинна сума ряду: 

  𝑆𝑛(𝑥) = 𝑢1(𝑥) +  𝑢2(𝑥) +  … +  𝑢𝑛(𝑥) =  ∑ 𝑢𝑘(𝑥)𝑛
𝑘=1   (3) 

 

 У кожній точці 𝑥, яка належить області збіжності ряду (1), існує границя 

  lim
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑥) = 𝑆(𝑥)  (4) 

яка називається сумою функціонального ряду. 

 

 Кажуть, що функціональний ряд збіжний до функції 𝑓(𝑥) або функція 

розкладається в ряд 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛(𝑥)∞
𝑛=1   

в його області збіжності. 

 

На практиці для знаходження області збіжності функціонального ряду можно 

використовувати ознаки Даламбера або радикальну ознаку Коші. 

 



 2.5.2 Рівномірна збіжность функціонального ряду 

Означення 5. Функціональний ряд ∑ 𝑢𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  (1) називається рівномірно 

збіжним на проміжку (𝑎, 𝑏) , якщо для ∀⏟
"будь якого"

𝜀 > 0 ∃⏟
"існує"

 таке число 𝑁, що 

для ∀𝑛 >  𝑁 і ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), виконується нерівність  

  |𝑆(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥)| = |𝑟𝑛(𝑥)| < 𝜀 (6) 

Розглянемо геометричну інтерпретацію означення. 

Скористаємось формулою: 

|𝑆(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥)| < 𝜀  |𝑆𝑛(𝑥) − 𝑆(𝑥)| < 𝜀 

Тоді 

𝑆(𝑥) − 𝜀 < 𝑆𝑛(𝑥) < 𝑆(𝑥) + 𝜀 

Задаємо 𝜀 і будуємо криві 𝑆(𝑥), 𝑆(𝑥) + 𝜀 , 𝑆(𝑥) − 𝜀. Останні дві криві 

утворюють смугу шириною 2𝜀 .  

 

 

 2.5.3 Ознака рівномірної збіжності функціонального ряду 

Означення 6. Функціональний ряд ∑ 𝑢𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  (1) називається мажоровним на 

проміжку (𝑎, 𝑏) , якщо існує такий збіжний числовий ряд з додатними членами 

∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  що 

|𝑢𝑛(𝑥)| ≤ 𝑎𝑛 

Числовий ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  по відношенню до функціонального ряду (1) називається 



мажорантним, або мажорантою. 

 Досліджуючи на рівномірну збіжність функціональні ряди, зручно 

користуватись теоремою, яка дає достатню умову рівномірної збіжності ряду. 

 Теорема. (ознака Вейерштрасса). Якщо функціональний ряд ∑ 𝑢𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  

(1) мажоровний на проміжку (𝑎, 𝑏), то він абсолютно та рівномірно збіжний на 

цьому проміжку. 

 

 2.5.4 Властивості рівномірно збіжних функціональних рядів 

 

 

 



 2.6 Степеневі ряди 

З усіх функціональних рядів найпростішим і найпоширенішим є степеневі 

ряди.  

Означення. Степеневим рядом називається функціональний ряд, який має 

наступний вигляд 

𝑎0 + 𝑎1(𝑥 − 𝑥0) + 𝑎2(𝑥 – 𝑥0)2 +  … +  𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛 +  … = ∑ 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛∞
𝑛=0   

   (1) 

де х0 – фіксована точка числової осі, а сталі числа а𝑛 (𝑛 = 0,1,2, … ) 

називаються коефіцієнтами степеневого ряду. При х0 = 0 ряд (1) набуває 

вигляду 

  𝑎0 +  𝑎1𝑥 +  𝑎2𝑥2 +  … +  𝑎𝑛𝑥𝑛 +  … = ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0   (2) 

Зауважемо, що ряд (2) може бути представленим у вигляді ряду (1) заміною: 

𝑥 – 𝑥0 =  𝑋 . 

𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋2 + … +  𝑎𝑛𝑋𝑛 +  … = ∑ 𝑎𝑛𝑋𝑛∞
𝑛=1   

Для степеневого ряду область його збіжності набуває спеціфічного вигляду. 

Для його з’ясування доведемо наступну теорему. 

Теорема Абеля. Якщо степеневий ряд (2) збіжний при 𝑥 = 𝑥0 ≠ 0, то він є 

абсолютно збіжним ∀𝑥: |𝑥| < |𝑥0| 

Наслідок. Якщо ряд (2) розбігається при 𝑥 = 𝑥1, то він розбіжний ∀𝑥: |𝑥| >

|𝑥1|.  

 

Отже для області збіжності степеневого ряду можливі три випадки: 

1) ряд (1) збіжний лише в точці 𝑥 = 0; 

2) ряд (1) збіжний при 𝑥 ∈  (−∞, +∞) ; 

3) існує таке скінченне число 𝑅 ∈  (0, +∞), що при 𝑥 <  𝑅 ряд (2) абсолютно 

збіжний, а при 𝑥 > 𝑅 – розбіжний: 



 
У точках 𝑥 = ±𝑅 ряд може бути як збіжним, так і розбіжним, і питання про 

збіжність ряду у цих точках вирішується окремо. 

 

Означення. Число 𝑅 називається радіусом збіжності степеневого ряду, а 

інтервал (−𝑅, 𝑅) – інтервалом збіжності, що для кожної точки х, яка лежить 

всередині цього інтервалу, ряд збіжний і причому абсолютно, а для точок х, які 

знаходяться поза цим інтервалом, ряд розбіжний. 

  𝑅 = lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
| та 𝑅 =

1

lim
𝑛→∞

√|𝑎𝑛|𝑛  

 

 2.6.2 Властивості степеневих рядів 

Теорема 1. Якщо число 𝑅 > 0 є радіусом збіжності степеневого ряду (2), то цей 

ряд збігається абсолютно і рівномірно на будь-якому відрізку [−𝑞, 𝑞], де 0 <

𝑞 <  𝑅. 

 Доведення. Оскільки 0 < 𝑞 <  𝑅, то при 𝑥 = 𝑞 ряд (2) збігається 

абсолютно, тобто збігається знакододатний ряд ∑ |𝑎𝑛|𝑞𝑛∞
𝑛=1 . Якщо |𝑥|  ≤  𝑞, то 

члени ряду (2) за абсолютною величиною не перевищують відповідних членів 

цього ряду, отже, за ознакою Вейєрштрасса для цих значень 𝑥 ряд (2) збігається 

абсолютно та рівномірно. Теорему доведено. 

Зауваження. Хоча число q може бути як завгодно близьким до числа R, але з 

цієї теореми не випливає рівномірна збіжність ряду (2) на всьому інте-рвалі 

(−𝑅, 𝑅). 

Теорема 2. Сума степеневого ряду (2) є неперервною функцією на будь якому 

відрізку [−𝑞, 𝑞], де 0 < 𝑞 <  𝑅. 

 Це твердження безпосередньо випливає з попередньої теореми. 



Теорема 3. Степеневий ряд (2) можна почленно інтегрувати на будь якому 

відрізку [𝛼, 𝛽], такому, що − 𝑅 <  𝛼 < 𝛽 < 𝑅, де R – радіус збіжності ряду (2). 

При цьому, якщо 𝑆(𝑥) – сума ряду (2), то 

∫ 𝑆(𝑥)
𝛽

𝛼

𝑑𝑥 = ∑ 𝑎𝑛 ∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥
𝛽

𝛼

∞

𝑛=1

= ∑
𝑎𝑛

𝑛 + 1
(𝛽𝑛+1 − 𝛼𝑛+1)

∞

𝑛=1
 

 Доведення безпосередньо випливає з теореми про почленне інтегрування 

функціонального ряду та теореми 1 цього пункту. 

Теорема 4. Якщо число 𝑅 > 0 є радіусом збіжності степеневого ряду (2), то це 

число є також радіусом збіжності ряду, утвореного почленним 

диференціюванням ряду (2), при цьому, якщо 𝑆(𝑥) – сума ряду (2), то 

𝑆′(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛−1

∞

𝑛=1

 

 

 2.7 Ряди Тейлора і Маклорена 

Досі ми розглядали властивості суми заданого степеневого ряду. Поставимо 

тепер інше питання: за даною сумою відповідній їй степеневий ряд. 

Означення 1. Ряд побудуваний для функції 𝑓(𝑥) 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) +
𝑓′(𝑥0)

1!
(𝑥 − 𝑥0) +

𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥 – 𝑥0)2 +  … +  

𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛 +  …  

  = ∑
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛∞

𝑛=0   (5) 

називається рядом Тейлора функції 𝑓(𝑥). 

 

Теорема. Якщо функція в інтервалі (𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 +  𝑅) розкладається у 

степеневий ряд, то цей ряд єдиний і є рядом Тейлора для даної функції.  

Означення 2. Якщо у ряді (5), зокрема, 𝑥0 = 0, то відповідний ряд називається 

рядом Маклорена для функці 𝑓 (𝑥) 



 𝑓(𝑥) = 𝑓(0) +
𝑓′(0)

1!
𝑥 +

𝑓′′(0)

2!
𝑥2 +  … +  

𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛 +  …  

  = ∑
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛∞

𝑛=0   (6) 

 Таким чином, складається враження, що щоб написати ряд Тейлора для 

функції 𝑓 (𝑥) , треба, щоб ця функція була визначена в околі точки 𝑥0 і в точці 

𝑥0 мала похідні всіх порядків. 

 

 З’ясуємо питання, які умови треба ввести, щоб степеневий ряд для функції 

𝑓(𝑥) на інтервалі (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) збігався саме до цієї функції? 

Теорема. Для того щоб ряд Тейлора (5) збігався до функції 𝑓(𝑥) в інтервалі 

(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿), тобто для того щоб справджувалася рівність 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
∞
𝑛=1 (𝑥 − 𝑥0)𝑛, 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) 

необхідно і достатньо, щоб в цьому інтервалі: 1) функція 𝑓(𝑥) мала похідні 

всіх порядків і 2) щоб залишковий член формули Тейлора цієї функції 𝑅𝑛(𝑥) 

прямував до нуля при 𝑛 → ∞ для всіх 𝑥 з цього інтервалу. 

 

 Перевірка виконання умови 2), взагалі кажучи, є непростою задачею. 

Існуює більш проста достатня умова щодо розкладання функції в степеневий 

ряд - ряд Тейлора або Маклорена. Ця умова надається у вигляді наступної 

теореми: 

Теорема. Нехай функція 𝑓(𝑥) в інтервалі (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) має похідні будь- 

якого порядку, та існує таке число 𝑀 > 0, що ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) і для всіх 

𝑛 =  0,1,2, … виконано: 

  |𝑓(𝑛)(𝑥)| ≤ 𝑀 (*) 

Тоді на інтервалі (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ряд Тейлора для функції 𝑓(𝑥) збігається саме 

до функції 𝑓(𝑥). 

 

 2.7.2 Розкладання елементарних функцій в степеневі ряди 



На практиці частіше всього користуються рядами Маклорена. Таблиця 

розкладання в ряд Маклорена деяких конкретних функцій має вигляд: 

 𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ = ∑

𝑥𝑛

𝑛!
∞
𝑛=0  , 𝑥 ∈ (−∞, +∞) ≡ ℝ (I) 

 

(II) 

(III) 

 sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥3

5!
−

𝑥7

7!
+ ⋯ (−1)𝑛 𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!
+ ⋯ = ∑

(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!
∞
𝑛=0 , 𝑥 ∈ ℝ (IV) 

 cos 𝑥 = 𝑥 −
𝑥2

4!
+

𝑥6

6!
−

𝑥8

8!
+ ⋯ (−1)𝑛 𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+ ⋯ = ∑

(−1)𝑛𝑥2𝑛

(2𝑛)!
∞
𝑛=0 , 𝑥 ∈ ℝ (V) 

 (1 + 𝑥)𝛼 = 1 + 𝛼𝑥 +
𝛼(𝛼−1)

2!
𝑥2 + ⋯ +

𝛼(𝛼−1)…(𝛼−𝑛+1)

(𝑛)!
𝑥𝑛 + ⋯ = 

 ∑
𝛼(𝛼−1)…(𝛼−𝑛+1)

(𝑛)!
∞
𝑛=0 𝑥𝑛, 𝛼 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ (−1; 1)  (VI) 

 

(VIIа) 

(VIIб) 

(VIIв) 

 ln(1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
−

𝑥4

4
+ ⋯ = ∑ (−1)𝑛 𝑥𝑛+1

𝑛+1
∞
𝑛=0 , 𝑥 ∈ (−1; 1] (VIII) 

 arctan 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3
+

𝑥5

5
−

𝑥7

7
+ ⋯ = ∑ (−1)𝑛 𝑥2𝑛+1

2𝑛+1
∞
𝑛=0 , 𝑥 ∈ [−1; 1] (IX) 



 arcsin 𝑥 = 𝑥 +
𝑥3

2∙3
+

1∙3

22∙2!
∙

𝑥5

5
+

1∙3∙5

23∙3!
∙

𝑥7

7
+ ⋯ +

1∙3∙5∙…∙(2𝑛−1)

2𝑛∙𝑛!
∙

𝑥2𝑛+1

2𝑛+1
+ ⋯, 

 𝑥 ∈ (−1; 1)            (X) 

 

 2.7.3 Застосування степеневих рядів 

 (1) Наближене обчислення значень функції.  

𝑓(𝑥0) = 𝑆(𝑥0) ≈ 𝑆𝑛(𝑥0) 

Похибка цієї рівності оцінюється величиною залишкового члена 𝑅𝑛(𝑥0) 

степеневого ряда. Якщо, зокрема, ряд для 𝑓(𝑥0) знакозмінний, то на підставі 

наслідку з теореми величина не перевищує модуля першого відкинутого члена 

𝑅𝑛(𝑥0) < |𝑎𝑛+1| 

 (2) Наближене обчислення визначених інтегралів. 

 

 (3) Наближене інтегрування диференціальних рівнянь. 

 

 2.8 Ряди Фур’є 

Означення. Функцію називають періодичною з періодом 𝑇 >  0, якщо вона 

означена на необмеженій множині 𝐷 та існує число 𝑇 >  0 таке, що: 

1) для кожного 𝑥  𝐷(𝑓) та (𝑥 + 𝑇)  𝐷(𝑓); 

2)  𝑓( 𝑥 + 𝑇) =  𝑓( 𝑥). 

 

 2.8.2 Ортогональні системи функцій 

Означення. Функції 𝑓(𝑥) та 𝑔 (𝑥) називається ортогональними на відрізку 

[𝑎, 𝑏], якщо 

∫ 𝑓(𝑥) ∙
𝑏

𝑎
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0  

Аналогічно, для системи функцій: 𝜑1(𝑥), 𝜑2(𝑥), 𝜑3(𝑥), … , 𝜑𝑛(𝑥), … 

Означення. Скінченну чи нескінченну систему функцій: 

 



називають ортогональною на відрізку [𝑎; 𝑏], якщо для будь-яких різних 

номерів n та m : 

∫ 𝜑𝑛(𝑥) ∙
𝑏

𝑎
𝜑𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = {

0, 𝑛 ≠ 𝑚
𝑐, 𝑛 = 𝑚

 ,  

де 𝑐 ≠  0 – дійсне число. 

При 𝑐 =  1 наведена система функцій називається ортонормованою. Якщо 

система є ортогональною, то її можна пронормувати, тобто привести до 

ортонормованої. 

 Прикладом ортогональної системи функції на відрізку [−𝜋 , 𝜋 ] є така 

система тригонометричних функцій з 𝑛 – ціле число: 

1, cos 𝑥, sin 𝑥, cos 2𝑥, sin 2𝑥, cos 3𝑥, sin 3𝑥, …,  cos(𝑛𝑥), sin(𝑛𝑥) 

 

 2.8.3 Тригонометричний ряд. Коефіцієнти ряда Фур’є. 

Означення. Тригонометричним рядом називається функціональний ряд 

вигляду: 

  
𝑎0

2
+ 𝑎1 cos 𝑥 + 𝑏1 sin 𝑥 + 𝑎2 cos 2𝑥 + 𝑏2 sin 2𝑥 + ⋯  

  
𝑎0

2
+ ∑ (𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥) =∞

𝑛=1   (1) 

де дійсні числа 𝑎0, 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2, 3, …, називаються коефіцієнтами ряда. 

 

 Нехай 𝑓(𝑥) –інтегрована по відрізку [−𝜋;  𝜋] та 2𝜋-періодична функція.  

Означення. Функції 𝑓(𝑥) поставимо у відповідність тригонометричний ряд, 

який називається рядом Фур’є:  

  𝑓(𝑥)~
𝑎0

2
+ ∑ (𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥)∞

𝑛=1  (2) 

Проінтегруємо ліву та праву частини (2) на проміжку [-π; π], знайдемо  

  𝑎0 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

−𝜋
  (3) 

Для визначення коефіцієнтів 𝑎𝑛 множимо ліву та праву частини (2) на cos 𝑘𝑥  і 

проінтегруємо на відрізку [−𝜋;  𝜋]. 

Отримаємо 



  𝑎𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝜋

−𝜋
, 𝑛 = 1,2, … (4) 

Аналогічно, помноживши ліву та праву частини (2) на sin 𝑘𝑥  і 

проінтегрувавши на [−𝜋;  𝜋], отримаємо 

  𝑏𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝜋

−𝜋
, 𝑛 = 1,2, … (5) 

Коефіцієнти 𝑎0, 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, які визначаються за формулами Ейлера - Фур’є (3), (4), 

(5), називаються коефіцієнтами Фур’є. 

Ряд (2), в якому коефіцієнти визначаються за формулами (3), (4), (5), 

називається рядом Фур’є. 

 

 2.8.4 Теорема Діріхле. 

Виникає питання, коли знак наближено “~” можна замінити знаком дорівнює 

“=” в виразі (2)?  Відповідь на це питання дає теорема Діріхле. 

Теорема Діріхле (достатня умова розвинення функції в ряд Фур’є). Нехай 

𝑓(𝑥) − 2π-періодична функція та на відрізку [-π; π] задовольняє умови: 

а) 𝑓(𝑥) − кусково-неперервна функція( тобто неперервна або має на відрізку [-

π; π] скінченне число точок розриву першого роду); 

б) 𝑓(𝑥) − кусково-монотонна на відрізку [-π; π] (тобто монотонна на всьому 

відрізку  або відрізок [-π; π] можна розбити на скінченне число інтервалів так, 

що на кожному 𝑓(𝑥) − монотонна). 

Тоді функції 𝑓(𝑥) на відрізку [-π; π] відповідає ряду Фур’є, коефіцієнти якого 

обчислюються за формулами (3)-(5), при цьому 

1) в точках неперервності 𝑓(𝑥) сума ряда 𝑆(𝑥) збігається з функцією 𝑓(𝑥); 

2) в кожній точці розриву 𝑥 = 𝑥0 функції сума ряда дорівнює середньому 

арифметичному правої та лівої границь: 

𝑆(𝑥0) =
𝑓(𝑥0−0)+𝑓(𝑥0+0)

2
  

3) в точках 𝑥 = −𝜋 та 𝑥 = 𝜋 (тобто на кінцях відрізка) сума ряда 

обчислюється так: 

𝑆(±π) =
𝑓(−π+0)+𝑓(π−0)

2
  



Зауваження 1. Ряд Фур’є дає розкладання функції, заданої на відрізку [−𝜋;  𝜋], 

на всю числову вісь, тобто дає періодичне продовження функції на всю числову 

вісь. 

Зауваження 2. Умовам теореми Діріхле задовольняють більшість функцій, які 

зустрічаються в математиці та її застосуваннях, проте існують функції, які не 

задовольняють умовам теореми Діріхле, але мають розвинення в ряд Фур’є, 

тобто теорема Діріхле – це лише достатня умова, але не є необхідною. 

Зауваження 3. Ряди Фур’є для парних та непарних функцій 

Наведемо корисні співвідношення для обчислення інтегралів з симетричними 

межами інтегрування 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑎

−𝑎
𝑑𝑥 = 0, якщо 𝑓(𝑥) - непарна 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑎

−𝑎
𝑑𝑥 = 2 ∫ 𝑓(𝑥)

𝑎

0
𝑑𝑥, якщо 𝑓(𝑥) - парна 

Тоді для 𝑓(𝑥) парної на відрізку [−𝜋;  𝜋]: 

  𝑎0 =
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0
  (3’) 

  𝑎𝑛 =
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0
, 𝑛 = 1,2, … (4’) 

𝑏𝑛 = 0 

Ряди Фур’є має вигляд:  

  𝑓(𝑥) =
𝑎0

2
+ ∑ 𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥∞

𝑛=1  (2’) 

 

Для 𝑓(𝑥) непарної на відрізку [−𝜋;  𝜋]: 

𝑎0 = 𝑎𝑛 = 0 

  𝑏𝑛 =
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0
, 𝑛 = 1,2, … (5’) 

Ряди Фур’є має вигляд:  

  𝑓(𝑥) = ∑ 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥∞
𝑛=1  (2’’) 

 Урахування непарності або парності заданої функції дозволяє істотно 

спростити обчислення під час визначення коефіцієнтів ряду Фур’є. Ряд Фур’є 

(2') для парної функції ще зветься розкладанням по косинусам, а ряд Фур’є (2'') 

для непарної функції - розкладанням по синусам. 



 2.8.5 Ряд Фур’є для 𝟐𝒍 - періодичної функції 

Коефіцієнти ряду Фур’є 2𝑙 - періодичної функції функції на довільному 

відрізку [−𝑙, 𝑙] обчислюються за формулами: 

   




l

l

xdxf
l

a
1

0
,  





l

l

n xd
l

xn
xf

l
a


cos

1
,  

   




l

l

n xd
l

xn
xf

l
b


sin

1
. (6) 

Ряд Фур’є 2𝑙 - періодичної функції на відрізку [−𝑙, 𝑙] має вигляд 

    





1

0 sincos
2

n

nn
l

xn
b

l

xn
a

a
xf


, (7) 

Для парних функцій формули (6) мають вигляд 

  





1

0 cos
2 n

n
l

xn
a

a
xf


,  

 

l

xdxf
l

a
0

0

2
,  

 

l

n xd
l

xn
xf

l
a

0

cos
2 

, 

а для непарних - формули (6) мають вигляд 

   





1

sin
n

n
l

xn
bxf


 ,  

 

l

n xd
l

xn
xf

l
b

0

sin
2 

. 

 

2.8.6 Ряди Фур’є для функцій, заданих на проміжку  l;0  

Якщо функцію  xfy   задано на проміжку  l;0 , то для побудування її 

розвинення в ряд Фур’є, вона спочатку повинна бути доповнена на проміжку 

 0;l , тоді можна побудувати розвинення отриманої функції в ряд Фур’є 

аналогічне функціям, заданих на проміжку [−𝑙, 𝑙] . 

 У випадку, коли функцію продовжено на проміжку  0;l  парним чином, 

отримують розвинення заданої на  l;0  функції за косинусами : 



    





1

0 cos
2 n

n
l

xn
a

a
xf


,    lx ;0   ,  (8) 

де  

   

l

xdxf
l

a
0

0

2
,          

l

n xd
l

xn
xf

l
a

0

cos
2 

. (9) 

 Якщо продовження є непарним, отримують розвинення заданої функції 

за синусами: 

    





1

sin
n

n
l

xn
bxf


 ,   lx ;0   ,  (10) 

де 

   

l

n xd
l

xn
xf

l
b

0

sin
2 

. (11) 

 Аналогічно будується розвинення в ряд Фур’є функцій, заданих на 

проміжку  0;l . У цьому випадку вимагається спочатку її визначення парним 

чи непарнум продовженням на проміжку ];0( l . 

 

Контрольні питання до теми 2 

1. Що називається числовим рядом? Що називається загальним членом ряду? 

Наведіть приклади.  

2. Який ряд називається збіжним (розбіжним)? Наведіть приклади?  

3. Дайте означення суми збіжного ряду.  

4. Сформулюйте і доведіть необхідну ознаку збіжності ряду. Чи можна 

стверджувати, що ряд збігається, якщо його загальний член прямує до нуля;  

5. У чому полягає найпростіша достатня ознака розбіжності ряду? Наведіть 

приклади. 

6. Сформулюйте критерій Коші збіжності ряду. Яку теорему покладено в 

основу його доведення? 

7. Які властивості скінченних сум справедливі для числових рядів? 

Сформулюйте відповідні теореми. 

8. У якому випадку можна стверджувати, що довільна перестановка членів 



ряду не порушує його збіжності і не змінює суми? Сформулюйте відповідну 

теорему.  

9. Сформулюйте і доведіть такі достатні ознаки збіжності рядів: перша і друга 

ознаки порівняння, ознака Даламбера? 

10. Сформулюйте і доведіть радікальну достатню ознаку Коші; 

11. Сформулюйте і доведіть достатню інтегральну ознаку Маклорена-Коші.  

12. Для яких рядів застосовуються такі достатні ознаки збіжності рядів: перша 

і друга ознаки порівняння, ознака Даламбера, радікальна ознака Коші, 

інтегральна ознака Маклорена-Коші? 

13. У чому полягають переваги і недоліки ознак Даламбера, радікальної Коші 

й інтегральної ознаки Маклорена-Коші при практичному застосуванні? 

14. Який ряд називається знакозмінним, знакопереміжним?  

15. Який ряд називається абсолютно збіжним?  

16. Сформулюйте і доведіть достатню ознаку збіжності знакозмінного ряду. 

Наведіть еквівалентне формулювання відповідної теореми. 

17. Перелічіть відомі вам властивості абсолютно збіжних рядів;  

18. Сформулюйте і доведіть достатню ознаку збіжності Лейбніца. Для якого 

ряду вона застосовна? 

19. У чому полягає наслідок з теореми Лейбніца? Поясніть, як, користаючись 

цим наслідком, оцінити похибку, що допускається при наближеному 

обчисленні суми ряду. 

20. Який ряд називається умовно збіжним? Наведіть приклади. 

21. Чому розподіл рядів на абсолютно й умовно збіжні ряди є істотним? 

22. Дайте означення функціонального ряду.  

23. Що називається областю збіжності функціонального ряду?  

24. Дайте означення n -ої частинної суми функціонального ряду.  

25. Наведіть приклади знаходження області збіжності функціонального ряду. 

26. Дайте означення залишку функціонального ряду.  

27. Який функціональний ряд називається рівномірно збіжним? Поясніть 

геометричний зміст означення 



28. Що розуміють під визначеннями мажоранта та мажоровний?  

29. Сформулюйте ознаку Вейерштрасса. 

30. Сформулюйте властивості рівномірно збіжних функціональних рядів. 

31. Дайте означення степеневого функціонального ряду?  

32. Сформулюйте теорему Абеля про збіжність та розбіжність степеневого 

ряду 

33. Що називається інтервалом збіжності степеневого ряду?  

34. Наведіть формули знаходження радіусу збіжності степеневого ряду 

35. Сформулюйте основні властивості степеневих рядів 

36. Дайте означення рядів Тейлора і Маклорена 

37. Необхідна та достатня умови розкладу функції в ряд Тейлора. 

38. Сформулюйте необхідну і достатню умову збіжності рядів Тейлора і 

Маклорена до функції розкладання 

39. Наведіть приклади розкладання елементарних функцій в ряд Маклорена. 

40. Наведіть приклади застосування степеневих рядів до розв’язання задач 

обчислення значень функції, інтегралів, диференціальних рівнянь 

41. Сформулюйте властивості періодичних функцій? 

42. Дайте означення простої гармоніки?  

43. Дайте означення ортогональної системи функцій на відрізку? Неведіть 

приклад. 

44. Дайте означення тригонометричного ряду? 

45. Виведіть формули для коефіцієнтів ряду Фур’є? 

46. Сформулюйте теорему Діріхле? 

47. Виведіть формули для коефіцієнтів ряду Фур’є для парних і непарних 

функцій? 

48. Необхідна та достатня умови розкладу функції в ряд Тейлора. 

49. Виведіть формули для коефіцієнтів ряду Фур’є для 2𝑙 - періодичної функції 

50. Наведіть формули для коефіцієнтів ряду Фур’є для 2𝑙 парних і непарних 

функцій ?  

51. Наведіть формули для коефіцієнтів ряду Фур’є для функцій заданих на 



проміжку  l;0  або  0;l  ? 

 




