
Модуль 2: ЧИСЛОВІ ТА ФУНКЦІОНАЛЬНІ РЯДИ 

Тема 4: Функціональні ряди 

 4.1 Основні означення 

Означення 1. Функціональним рядом називається ряд складений з членів, які є 

функціями від аргументу x 

  𝑢1(𝑥) +  𝑢2(𝑥) +  … +  𝑢𝑛(𝑥) +  …  =  ∑ 𝑢𝑛(𝑥)∞
𝑛=1   (1) 

де 𝑢𝑛(𝑥) - функції, які задані на деякій множинні 𝐷. 

При кожному конкретному значенні 𝑥 = 𝑥0 із області визначення 𝐷 

функціональний ряд перетворюється на числовий ряд 

  𝑢1(𝑥0) +  𝑢2(𝑥0) +  … +  𝑢𝑛(𝑥0) +  …  =  ∑ 𝑢𝑛(𝑥0)∞
𝑛=1   (2) 

Якщо для 𝑥 = 𝑥0 числовий ряд (2) збігається, то кажуть, що функціональний 

ряд (1) збігається в точці 𝑥0, а саму точку називають точкою збіжності, якщо 

(2) – розбіжний, то 𝑥0 - точка розбіжності ряду (1). 

 

Означення 2. Множина всіх значень змінної 𝑥, при яких функціональний ряд 

збігається називається областю збіжності функціонального ряду.  

 На практиці розглядають ряди, областями збіжності яких є різні інтервали 

осі 𝑂𝑥. 

 

 По аналогії з числовими рядами вводиться поняття n -ої частинної суми та 

залишку функціонального ряду.  

Означення 3. n -а частинна сума ряду: 

  𝑆𝑛(𝑥) = 𝑢1(𝑥) +  𝑢2(𝑥) +  … +  𝑢𝑛(𝑥) =  ∑ 𝑢𝑘(𝑥)𝑛
𝑘=1   (3) 

 

 У кожній точці 𝑥, яка належить області збіжності ряду (1), існує границя 

  lim
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑥) = 𝑆(𝑥)  (4) 



яка називається сумою функціонального ряду. 

 Якщо в точках із області збіжності ряду існуює значення суми ряду, то 

можна встановити залежність між точками збіжності та значеннями сум. Таким 

чином, сума функціонального ряду є функцією змінної 𝑥, тобто 𝑓(𝑥), область 

визначення якої ідентична області збіжності функціонального ряду.  

 При цьому, кажуть, що функціональний ряд збіжний до функції 𝑓(𝑥) або 

функція розкладається в ряд 

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛(𝑥)∞
𝑛=1   

в його області збіжності. 

 Приклад 1. Знайти область збіжності функціонального ряду 

a) ∑ 𝑥𝑛−1∞
𝑛=1 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ 

Заданий ряд є геометричним при 𝑎0 = 1, 𝑞 =  𝑥. Відомо, що цей ряд 

збігається, якщо |𝑞|  < 1 і його сума 𝑆 =
𝑎0

1−𝑞
 

Для даного прикладу 

|𝑞|  =  |𝑥| < 1 

Тоді, oбласть збіжності: −1 <  𝑥 <  1  (-1,1), a його сума 𝑆(𝑥) =
1

1−𝑥
=

∑ 𝑥𝑛−1∞
𝑛=1  

 

 

b) ∑
1

𝑥𝑛−1
∞
𝑛=1 = 1 +

1

𝑥
+

1

𝑥2 + ⋯ 

Розв’язання аналогічне: 𝑎0 = 1, 𝑞 =
1

𝑥
 

Тоді, oбласть збіжності знаходиться з нерівності |𝑞|  =  |
1

𝑥
| < 1 або  𝑥 >  1 

і 𝑥 < −1  

Сума ряду 𝑆(𝑥) =
1

1−
1

𝑥

=
𝑥

𝑥−1
= ∑

1

𝑥𝑛−1
∞
𝑛=1  
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На практиці для знаходження області збіжності функціонального ряду можно 

використовувати ознаки Даламбера або радикальну ознаку Коші: 

 

 Приклад 2. Знайти область збіжності функціонального ряду ∑ sin
𝑥

2𝑛
∞
𝑛=1   

Застосовуємо ознаку Даламбера: 

 

 Приклад 3. Знайти область збіжності функціонального ряду 

 



 

Означення 4. Представимо суму функціонального ряду 𝑆(𝑥) у вигляді: 

𝑆(𝑥) = ∑ 𝑢𝑘(𝑥)𝑛
𝑘=1 + ∑ 𝑢𝑘(𝑥)∞

𝑘=𝑛+1   

де залишок функціонального ряду визначається виразом 

  𝑟𝑛(𝑥) = ∑ 𝑢𝑘(𝑥)∞
𝑘=𝑛+1   (5) 

Таким чином, 

𝑆(𝑥) = 𝑆𝑛(𝑥) + 𝑟𝑛(𝑥) 

або 

𝑟𝑛(𝑥) = 𝑆(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥) 

 

 4.2 Поняття рівномірної збіжності функціонального ряду 

Означення 5. Функціональний ряд ∑ 𝑢𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  (1) називається рівномірно 

збіжним на проміжку (𝑎, 𝑏) , якщо для ∀⏟
"будь якого"

𝜀 > 0 ∃⏟
"існує"

 таке число 𝑁, що 

для ∀𝑛 >  𝑁 і ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), виконується нерівність  

  |𝑆(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥)| = |𝑟𝑛(𝑥)| < 𝜀 (6) 

Розглянемо геометричну інтерпретацію означення. 

Скористаємось формулою: 

|𝑆(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥)| < 𝜀  |𝑆𝑛(𝑥) − 𝑆(𝑥)| < 𝜀 

Тоді 

𝑆(𝑥) − 𝜀 < 𝑆𝑛(𝑥) < 𝑆(𝑥) + 𝜀 



Задаємо 𝜀 і будуємо криві 𝑆(𝑥), 𝑆(𝑥) + 𝜀 , 𝑆(𝑥) − 𝜀. Останні дві криві 

утворюють смугу шириною 2𝜀 .  

 Якщо ряд (1) рівномірно збіжний на (𝑎, 𝑏), то ∃𝑁, що для ∀𝑛 >  𝑁 графіки 

частинних сум 𝑦 = 𝑆𝑛(𝑥) розмістяться на (𝑎, 𝑏) всередині смуги 2𝜀.  

Зобразимо все на рисунку 1. 

 Якщо ряд не є рівномірно збіжним на (𝑎, 𝑏) то вказаного номера 𝑁 не 

існує: графіки 𝑦 = 𝑆𝑛(𝑥) виходять за межі смуги 2𝜀. 

 

Зауваження. Різниця між звичайною і рівномірною збіжністю 

функціонального ряду полягає у тому, що у випадку звичайної збіжності 

нерівність (6) виконується при фіксованому 𝑥0 ∈ 𝐷 для всіх 𝑛 ≥  𝑁 , при цьому 

номер N залежить як від 𝜀 , так і від 𝑥0: 𝑁 =  𝑁(𝜀, 𝑥0) , тобто кожна точка 𝑥0 

має свій номер N. На відміну від цього у випадку рівномірної збіжності 

нерівність (6) при 𝑛 ≥  𝑁 виконується для всіх 𝑥 ∈ 𝐷 одночасно, а значення 𝑁 

залежить лише від 𝜀.  

 

 Означення рівномірної збіжності практично означає, що суму 𝑆(𝑥) на 

проміжку (𝑎, 𝑏) можна наближено, з наперед заданою точністю 𝜀, замінити 

однією і тією же частинною сумою 𝑆𝑛(𝑥): 

𝑆(𝑥) ≈ 𝑆𝑛(𝑥), ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) 

Зауваження: Для нерівномірно збіжних рядів такого висновку зробити не 

можна. 



 4.3 Ознака рівномірної збіжності функціонального ряду 

Означення 6. Функціональний ряд ∑ 𝑢𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  (1) називається мажоровним на 

проміжку (𝑎, 𝑏) , якщо існує такий збіжний числовий ряд з додатними членами 

∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  що 

|𝑢𝑛(𝑥)| ≤ 𝑎𝑛 

Числовий ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  по відношенню до функціонального ряду (1) називається 

мажорантним, або мажорантою. 

 Приклад 4. Для ряду ∑
sin 𝑛𝑥

𝑛2
∞
𝑛=1  знайти мажорантний 

Врахуємо, що |sin 𝑛𝑥| ≤ 1, тоді 
|sin 𝑛𝑥|

𝑛2 ≡ |
sin 𝑛𝑥

𝑛2 | ≤
1

𝑛2 

 
 Досліджуючи на рівномірну збіжність функціональні ряди, зручно 

користуватись теоремою, яка дає достатню умову рівномірної збіжності ряду. 

 Теорема. (ознака Вейерштрасса). Якщо функціональний ряд ∑ 𝑢𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  

(1) мажоровний на проміжку (𝑎, 𝑏), то він абсолютно та рівномірно збіжний на 

цьому проміжку. 

 

 Властивості рівномірно збіжних функціональних рядів 

 



 

Властивості рівномірно збіжних функціональних рядів можуть 

використовуваться для знаходження їх сум. 

 Приклад 5. Знайти суму ряду:  

 

 



 

 

 



 

 Приклад 6. Знайти суму ряду:  

 

 
Оскільки останній ряд є геометрічним рядом із 𝑎0 = 1 і 𝑞 = cos 𝑥, то 

   



 
 

  



 Контрольні питання до теми  

Дайте означення функціонального ряду.  

Що називається областю збіжності функціонального ряду?  

Дайте означення n -ої частинної суми функціонального ряду.  

Наведіть приклади знаходження області збіжності функціонального ряду. 

Дайте означення залишку функціонального ряду.  

Який функціональний ряд називається рівномірно збіжним? Поясніть 

геометричний зміст означення 

Що розуміють під визначеннями мажоранта та мажоровний?  

Сформулюйте ознаку Вейерштрасса. 

Сформулюйте властивості рівномірно збіжних функціональних рядів. 

 

ПОСИЛАННЯ ДО ЛЕКЦІЇ: 

https://www.youtube.com/watch?v=eo71d_jpdzw 

https://www.youtube.com/watch?v=gDTCzyt3wgw 

https://www.youtube.com/watch?v=tIb_FxARDV4 

https://www.youtube.com/watch?v=eo71d_jpdzw
https://www.youtube.com/watch?v=gDTCzyt3wgw
https://www.youtube.com/watch?v=tIb_FxARDV4

