
 Заняття 5: Степеневі ряди 

1) Область збіжності степеневих рядів 

Теорема Абеля. Якщо степеневий ряд ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0  збіжний при 𝑥 = 𝑥0 ≠ 0, 

то він є абсолютно збіжним ∀x: |𝑥| < |𝑥0|, тобто він абсолютно збігається 

∀𝑥 ∈ (−|𝑥0|, |𝑥0|) 

 

Наслідок. Якщо степеневий ряд ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0  розбігається при 𝑥 = 𝑥1, то він 

розбіжний ∀x: |𝑥| > |𝑥1|, тобто він розбігається на інтервалах ∀𝑥 ∈ 

(−∞, −|𝑥1|) ∪ (|𝑥1|, +∞) 

 

 Отже існує таке скінченне число 𝑅 ∈  (0, +∞) - радіус збіжності, що при 

𝑥 <  𝑅 ряд ∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0  абсолютно збіжний, а при 𝑥 > 𝑅 – розбіжний. Про 

збіжність ряду у точках 𝑥 = ±𝑅 вирішується окремо. 

 Формули для знаходження радіусу збіжності 𝑅: 

𝑅 = lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
| 

𝑅 =
1

lim
𝑛→∞

√|𝑎𝑛|𝑛
 

 У випадку степеневого ряду узагальненого вигляду ∑ 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)𝑛∞
𝑛=0  

радіус збіжності визначається також за формулами вище, а інтервал 

збіжності має вигляд (𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅) 

 Приклад 1. Знайти область збіжності степеневого ∑
(𝑥+5)2𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1  

1-й спосіб. Область збіжності степеневого ряду можна знаходити аналогічно 

тому, як це робилося для функціонального ряду. Застосуємо ознаку  

 



 
 2-й спосіб. За першою формулою знаходимо радіус збіжності 

степеневого ряду. 

 

 Приклад 2. Знайти радіус, інтервал та область збіжності степеневого 

 

 



 

 

 

 Приклад 3 Знайти область збіжності степеневого ряду. 

 

 

 Приклад 4. Знайти область збіжності степеневого ∑
(𝑥+2)𝑛

𝑛3
∞
𝑛=1  

 



 

 

 Приклад 5. Знайти область збіжності ряду ∑
(𝑥+2)𝑛

(2𝑛+1)3𝑛
∞
𝑛=1  

 



 

 Приклад 6. Знайти область збіжності степеневих рядів  

 

 



 

 

 Приклад 7. Знайти область збіжності степеневих рядів 

 

 

 



 

 

 

 

2) Розвинення функцій у степеневий ряд. Ряд Тейлора і Маклорена 

  ∑
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛∞

𝑛=0   (1) 

  ∑
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛∞

𝑛=0   (2) 

 Для того щоб функція 𝑓(𝑥) співпадала на інтервалі (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) з 

сумою свого ряду Тейлора необхідно і достатньо  

lim
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) 

Теорема. Нехай функція 𝑓(𝑥) в інтервалі (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) має похідні будь- 

якого порядку, та існує таке число 𝑀 > 0, що ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) і для всіх 

𝑛 =  0,1,2, … виконано: 

  |𝑓(𝑛)(𝑥)| ≤ 𝑀 (*) 

Тоді на інтервалі (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ряд Тейлора для функції 𝑓(𝑥) збігається 

саме до функції 𝑓(𝑥). 

 Приклад 1. Задану функцію розкласти в ряд Маклорена і знайти область 

збіжності цього ряду. 

 



 

 Приклад 2. Задану функцію розкласти в ряд Маклорена. 

𝑓(𝑥)  = ln √
1+2𝑥

1−𝑥
  

Запишемо 𝑓(𝑥) у вигляді: 

 

Для розкладання функції у ряд Маклорена використаємо формулу ln(1 + 𝑥), 

в якій для першого доданку функції замінимо x на 2x, для другого x на −𝑥, а 

потім отримані ряди віднімемо 

 

 Приклад 3. Розвинути у ряд Тейлора функцію 𝑓(𝑥)  =  𝑙𝑛 𝑥 у вказаній 

точці 𝑥 =  2: 

Запишемо 𝑓(𝑥) у вигляді: 

 

У розкладанні ln(1 + 𝑥) замінимо x на 
𝑥−2

2
, і до результату додаємо ln 2. 

Отримаємо 

 



 Приклад 4. Розвинути функцію 𝑓(𝑥)  =  (𝑥 − 𝑡𝑔 𝑥)𝑐𝑜𝑠 𝑥 в околі точки 

х =  0 

 

Використовуючи формули розвинення в ряд Маклорена функцій sin x, cos x, 

отримаємо 

 

 Приклад 5. Розвинути функцію 𝑓(𝑥) = √8 − 𝑥33
 в околі точки х =  0, 

Перетворимо дану функцію і застосуємо формулу біноміального ряду при 

𝛼 =
1

3
, замінивши х на –

𝑥3

8
 : 

 

 

 Приклад 6. Розвинути у ряд Тейлора функцію 𝑓(𝑥) =
1

𝑥−2
 у околі точки 

𝑥 =  −1: 



 

 

3) Наближені обчислення значень функцій. 

 Приклад 1. Обчислити з точністю до 0,001 значення sin 180 

Скориставшись формулою розкладання sin x при x = 180 або 𝑥 =
𝜋

10
 , маємо 

  



 Приклад 2. Обчислити з точністю до 0,001 значення √30
3

 

 

Далі, використовуючи формулу біноміального ряду при 𝛼 = −
1

2
, 𝑥 =

1

9
, де 

𝑥 ∈ (−1,1), одержимо 

 
 

4) Наближене обчислення інтегралів. 

 Приклад 1. З точністю ε=0.001 обчислити інтеграл ∫ 𝑒−𝑥2
𝑑𝑥

1/3

0
 

 



 

 

 Приклад 2. З точністю ε=0.001 обчислити інтеграл ∫
arctan 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

1/2

0
 

 

 



 Приклад 3. З точністю ε=0.001 обчислити інтеграл ∫ sin 𝑥2 𝑑𝑥
1

0
 

Даний інтеграл не обчислюється в елементарних функціях. Тому 

підінтегральну функцію розкладемо у степеневий ряд (замінивши у формулі 

розлкадання для sin 𝑥 - x на 2x) і перевіримо, чи належить відрізок 

інтегрування області збіжності цього ряду. Маємо 

 

 



 

 Приклад 4. З точністю ε=0.001 обчислити інтеграл ∫
1−cos 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

1/2

0
 

Використаємо ряд Маклорена функції 𝑐𝑜𝑠 𝑥. Маємо 

 

 Приклад 5. З точністю ε=0.0001 обчислити інтеграл ∫
sin 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

1/4

0
 



 Зауваження. Функцію ∫
sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡

𝑥

0
  називають інтегральним синусом. 

 Розкладемо функцію 
𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑡
  в ряд за степенями t, поділивши почленно 

степеневий ряд для 𝑠𝑖𝑛 𝑡 на t. Матимемо 

 

sin
1

4
≈ 0.25 − 0.00086 = 0.24914, sin

1

4
≈ 0.24914 

 

5) Наближене інтегрування диференціальних рівнянь 

 Приклад 1. Знайти наближений розв’язок диференційного рівняння 𝑦′ =

 𝑥 𝑦2 + 1, що задовольняє умові 𝑦(1) =  0 . 

 Розв'язання. 1-ий спосіб: Розв’язок будемо шукати у вигляді 



  

 

2-ий спосіб - спосіб невизначених коефіцієнтів полягає в тому, що розв’язок 

диференційного рівняння шукають у вигляді степеневого ряду 

 

 Приклад 2. Знайти наближений розв’язок диференційного рівняння 𝑦′′ −



 𝑥 𝑦 = 0, що задовольняє умові 𝑦(0) =  0, 𝑦′(0) =  1. 

 Розв’язання. Розв’язок рівняння шукатимемо у вигляді степеневого ряду 

𝑦(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 + ⋯ 

Продиференціюємо двічі ряд  

𝑦′(𝑥) = 𝑎1 + 2𝑎2𝑥 + 3𝑎3𝑥2 + ⋯ + 𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛−1 + ⋯ 

𝑦′′(𝑥) = 2𝑎2 + 6𝑎3𝑥 + ⋯ + 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛𝑥𝑛−2 + ⋯ 

Коефіцієнти 𝑎0 і 𝑎1 знайдемо з початкових умов 

𝑎0 = 𝑦(0), 𝑎1 = 𝑦′(0) 

Підставимо в диференційне рівняння замість y та 𝑦′ їх розкладання. 

Дістанемо тотожність 

 

 


