
 Заняття 6: Ряди Фур’є 

Означення. Тригонометричним рядом називається функціональний ряд 

вигляду: 
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де дійсні числа 𝑎0, 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2, 3, …, називаються коефіцієнтами ряда. 

 

 

 

Теорема Діріхле (достатня умова розвинення функції в ряд Фур’є). Нехай 

𝑓(𝑥) − 2π-періодична функція та на відрізку [-π; π] задовольняє умови: 

а) 𝑓(𝑥) − кусково-неперервна функція( тобто неперервна або має на відрізку 

[-π; π] скінченне число точок розриву першого роду); 

б) 𝑓(𝑥) − кусково-монотонна на відрізку [-π; π] (тобто монотонна на всьому 

відрізку  або відрізок [-π; π] можна розбити на скінченне число інтервалів 

так, що на кожному 𝑓(𝑥) − монотонна). 

Тоді функції 𝑓(𝑥) на відрізку [-π; π] відповідає ряду Фур’є, коефіцієнти якого 

обчислюються за формулами (3)-(5), при цьому 

1) в точках неперервності 𝑓(𝑥) сума ряда 𝑆(𝑥) збігається з функцією 𝑓(𝑥); 

2) в кожній точці розриву 𝑥 = 𝑥0 функції сума ряда дорівнює середньому 

арифметичному правої та лівої границь: 

𝑆(𝑥0) =
𝑓(𝑥0 − 0) + 𝑓(𝑥0 + 0)
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3) в точках 𝑥 = −𝜋 та 𝑥 = 𝜋 (тобто на кінцях відрізка) сума ряда 

обчислюється так: 

𝑆(±π) =
𝑓(−π + 0) + 𝑓(π − 0)
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 Приклад 1. Розвинути в ряд Фур’є періодичну функцію з періодом 2𝜋, 

визначену виразом  

 

 

 

 



 

 Приклад 2. Розвинути в ряд Фур’є періодичну функцію 𝑓(𝑥) =
𝜋−𝑥

2
 з 

періодом 2𝜋, визначену на відрізку [−𝜋;  𝜋]  

 



 

 

Приклад 3. Розвинути в ряд Фур’є періодичну функцію 𝑓(𝑥) =
𝑥

3
 з періодом 

2𝜋, визначену на відрізку [−𝜋;  𝜋] 

 



Приклад 4. Розвинути в ряд Фур’є періодичну функцію 𝑓(𝑥) = 1 + |𝑥| з 

періодом 2𝜋, визначену на відрізку [−𝜋;  𝜋] 

 

Ряд Фур’є для 2𝑙 - періодичної функції на відрізку [-l,l] 

Функція 𝑓 (𝑥) може бути задана на довільному відрізку [−𝑙, 𝑙] і періодична з 



періодом 2𝑙. Якщо функція задовольняє умовам теореми Діріхле на цьому 

відрізку, то ряд Фур’є для такої функції має вигляд 
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де коефіцієнти обчислюються за формулами 
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Для парних функцій формули мають вигляд 
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а для непарних  
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Приклад 5. Розвинути в ряд Фур’є періодичну функцію 
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 Функція є періодичною з періодом 62 l , отже, 3l . Очевидно, що 

функція є ні парною, ні непарною, отже, 
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 Обчислимо коефіцієнти ряду. 
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Таким чином, ряд має вигляд  
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Приклад 6. На проміжку  4;4  періодичну з періодом 8T  функцію 

y=f(x) задано графічно: 

 

Розвинути періодичну функцію в ряд Фур’є. 

 Період функції 2l=8, отже, півперіод l=4. Графік є симетричним 

відносно осі Oy , тому функція парна та розкладається в ряд Фур’є за 

косинусами: 
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 Задамо функцію аналітично. Запишемо рівняння прямої, яка проходить 

через точки  1;01M  та  4;12М . 
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Таким чином, 13  xy   для  1;0x . 

Якщо   3;1x  , то 2y  ; при  4;3x   0y . 
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Обчислимо коефіцієнти Фур’є: 
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 Ряд Фур’є для 2𝑙 - періодичної функції на відрізку [0, 𝑙] або на 

відрізку [−𝑙, 0] 
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функції в ряд Фур’є аналогічне розвиненню в ряд Фур’є функцій, заданих на 

проміжку [−𝑙, 𝑙] . 

 У випадку, коли функцію продовжено на проміжку  0;l  парним 

чином, отримують розвинення заданої на  l;0  функції за косинусами 

тільки: 
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 Якщо продовження є непарним, отримують розвинення заданої функції 

за синусами: 
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 Аналогічно будується розвинення в ряд Фур’є функцій, заданих на 

проміжку  0;l . 

 Приклад 7. Побудувати  ряди Фур’є за синусами та за косинусами 

функції, заданої графічно. 

 

 Задамо функцію аналітично. Очевидно, що, якщо  1;3 x , то 1y

, а для  0;1x   1y , отже, 
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Функцію задано на проміжку  0;3x , тобто 3l . 

 а) Довизначемо функцію на проміжку (0,3] непарним чином:  

 

Розвинення в ряд за синусами має вигляд  
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 б) Довизначемо функцію на проміжку (0,3] парним чином: 

 

Побудуємо ряд за косинусами: 
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Отже, 

  





1

3
cos

3
sin

4

3

1

n

xnn

n
xy




,   0;3x . 



 

 


