
Лекція 3 Обернена матриця. Матричнi рiвняння. Формули Крамера 

3.1 Обернена матриця 

Означення Матрицю 𝐴−1 називають оберненою щодо квадратної матриці 𝐴, 

якщо при множенні цієї матриці на матрицю 𝐴 як зліва, так і справа одержують 

одиничну матрицю . 

  𝐴−1 ∙  𝐴 =  𝐴 ∙  𝐴−1  = 𝐸 (1) 

Зауваження Матриця 𝐴−1 має той самий порядок, що i  матриця 𝐴 

 

Теорема 1 (про єдинiсть оберненої матрицi). Якщо  до  матрицi 𝐴 iснує 

обернена матриця, то вона єдина. 

Доведення. Доведемо вiд супротивного. Нехай до матрицi 𝐴 iснує двi оберненi 

матрицi 𝐴1
−1 та 𝐴2

−1, причому 𝐴1
−1 ≠  𝐴2

−1.  

З означення оберненої матрицi (1) маємо: 𝐴1
−1 ∙ 𝐴 = 𝐴 ∙ 𝐴1

−1 = 𝐸 та  𝐴2
−1 ∙ 𝐴 = 𝐴 ∙

𝐴2
−1 = 𝐸. Тодi, 

𝐴1
−1 = 𝐴1

−1 ∙ 𝐸 = 𝐴1
−1 ∙ 𝐴 ∙ 𝐴2

−1
⏟    
=𝐸

= 𝐴1
−1 ∙ 𝐴⏟    
=𝐸

∙ 𝐴2
−1 = 𝐸 ∙ 𝐴2

−1 = 𝐴2
−1 

Отримане протирiччя доводить теорему. 

 

Означення Матрицею, приєднаною до матрицi  𝐴 називається матриця, яка 

складається з алгебраїчних доповнень транспонованої матриці 𝐴𝑇. Приєднану 

матрицю позначають: 

  𝐴̌ = (𝐴𝑖𝑗)
Т
= (

𝐴11 𝐴21 … 𝐴𝑛1
𝐴12 𝐴22 … 𝐴𝑛2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝐴1𝑛 𝐴2𝑛 … 𝐴𝑛𝑛

) (2) 

де 𝐴𝑖𝑗 - алгебраїчне доповнення до елемента 𝑎𝑖𝑗 матрицi 𝐴, 𝑖 =  1, . . , 𝑛, 𝑗 =

 1, . . , 𝑛. 



Теорема 2 (необхідна та достатня умова - критерiй існування). Обернена 

матриця 𝐴−1 існує тоді і тільки тоді, коли матриця 𝐴 невироджена (тобто 

det 𝐴 ≠ 0 ). Формула для знаходження оберненої матриці має вигляд: 

  𝐴−1 =
1

det𝐴
𝐴̌ (3) 

де 𝐴̌— приєднана до А матриця. 

Доведення.  

1) Необхідність. Нехай матриця 𝐴 має обернену 𝐴−1, доведемо що 𝐴 є 

невиродженою. З означення оберненої матрицi (1) маємо 𝐴−1 ∙  𝐴 =  𝐸. Згідно 

з властивістю визначників маємо 

det(𝐴−1 ∙  𝐴 ) = det 𝐴 ∙ det 𝐴−1  = det 𝐸 

Так як det 𝐸 = 1, звідки випливає що det 𝐴 ≠ 0 і det 𝐴−1 ≠ 0. Таким  чином, 

матриця  𝐴 є невиродженою.  

2) Достатність. Нехай матриця 𝐴 є невиродженою, тобто det А ≠ 0, доведемо 

що 𝐴−1 =
1

det𝐴
𝐴̌ є оберненою до 𝐴. Дiйсно, 

𝐴 ∙  𝐴−1 = 𝐴 ∙
1

det 𝐴
𝐴̌ =

1

det 𝐴
 𝐴 ∙ 𝐴̌ = 

1

det 𝐴
 (

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

) ∙ (

𝐴11 𝐴21 … 𝐴𝑛1
𝐴12 𝐴22 … 𝐴𝑛2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝐴1𝑛 𝐴2𝑛 … 𝐴𝑛𝑛

)

⏟                                
=𝐵

=  

елементи добутку матриць визначаються за правилом множення матриць 

𝑏𝑖𝑗 = ∑𝑎𝑖𝑘 ∙ 𝑎̌𝑘𝑗

𝑛

𝑘=1

= ∑𝑎𝑖𝑘 ∙ 𝐴𝑗𝑘

𝑛

𝑘=1

= {
det 𝐴 , 𝑖 = 𝑗
0, 𝑖 ≠ 𝑗

 

Остання рiвнiсть випливає з теореми Лапласа про розклад визначника за 

рядком або стовпцем, наприклад, після множення першого рядка матриці 𝐴 на 



перший стовпчик матриці 𝐴̌, маємо: 

𝑎11𝐴11 + 𝑎12𝐴12 +⋯+ 𝑎1𝑛𝐴1𝑛 = det 𝐴 

та теореми анулювання визначникiв, наприклад, після множення першого 

рядка матриці 𝐴 на другий стовпчик матриці 𝐴̌, маємо:  

𝑎11𝐴21 + 𝑎12𝐴22 +⋯+ 𝑎1𝑛𝐴2𝑛 = 0 

 Звідси матриця 𝐵 є діагональною, елементи її головної діагоналі 

дорівнюють визначнику заданої матриці: 

=
1

det 𝐴
(

det 𝐴 0 … 0
0 det 𝐴 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … det 𝐴

) = 𝐸 

Таким чином, маємо що 𝐴−1 ∙ 𝐴 = 𝐸  

За означенням (1) 𝐴−1 =
1

det𝐴
𝐴̌ є оберненою до 𝐴.  

 



Пiдставляємо отриманi значення у формулу  (3): 

 

Схема знаходження оберненої матриці за методом Гауса 

Крок 1. Утворюють матрицю що доповнена одиничною (𝐴 |𝐸) 

Крок 2. Застосовують до матриці (𝐴 |𝐸) прямий хід метода Гауса:  

матрицю 𝐴 за допомогою елементарних перетворень приводим до 

східчастого вигляду, одночасно перетворюючи і праву частину доповненої 

одиничною матриці. 

Крок 3.  

- Якщо східчаста форма матриці 𝐴, містить нульові рядки, то робим 

висновок про те, що матриця 𝐴 не має оберненої.  

- Якщо східчаста форма матриці 𝐴 не має нульових рядків, то матриця А – 

має обернену, і східчасту матрицю зворотнім ходом метода Гауса 

перетворюємо в одиничну матрицю 𝐸. Таким чином матрицю 𝐴 доповнену 

одиничною матрицею перетворюють до зведеного східчастого вигляду: 

(𝐴 |𝐸)~…~(𝐸 |𝐴−1) 

Крок 4. Виписують матрицю 𝐴−1. Права частина доповненої одиничною 

матриці є оберненою матрицею 𝐴−1 

Приклад 

Знайти обернену матрицю матриці A 

𝐴 = (
2 4 1
0 2 1
2 1 1

) 

Розв'язання: Дописуємо до матриці 𝐴 справа одиничну матрицю третього 

порядку: 

𝐴|𝐸 = (
2 4 1
0 2 1
2 1 1

|
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)~ 



Перетворимо ліву частину отриманої матриці в одиничну. Для цього від 3-тього 

рядка віднімемо 1-ий рядок: 

𝐴|𝐸 = (
2 4 1
0 2 1
2 1 1

|
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)~[𝑒3 + (−1)𝑒1 → 𝑒3]~ 

(
2 4 1
0 2 1

2 − 2 1 − 4 1 − 1
|
1 0 0
0 1 0

0 − 1 0 − 1 1 − 0
)~(

2 4 1
0 2 1
0 −3 0

|
1 0 0
0 1 0
−1 0 1

)~ 

 

Третій рядок поділимо на (-3) і поміняємо місцями з другим рядком: 

[−
1

3
𝑒3 → 𝑒3

𝑒3 ↔ 𝑒2 
] ~(

2 4 1
0 2 1
0 1 0

|
1 0 0
0 1 0
1/3 0 −1/3

)~(
2 4 1
0 1 0
0 2 1

|
1 0 0
1/3 0 −1/3
0 1 0

)~ 

Віднімемо від 3-го рядка 2-ий рядок, помножений на 2: 

[𝑒3 + (−2)𝑒2 → 𝑒3]~(
2 4 1
0 1 0
0 0 1

|

1 0 0
1/3 0 −1/3
−2/3 1 2/3

)~ 

Віднімемо від 1-го рядка 2-ий рядок, помножений на 4;  

[𝑒1 + (−4)𝑒2

→ 𝑒1]~(
2 − 4 ∙ 0 4 − 4 1 − 4 ∙ 0

0 1 0
0 0 1

|

1 − 4/3 0 − 4 ∙ 0 0 + 4/3
1/3 0 −1/3
−2/3 1 2/3

)~ 

~(
2 0 1
0 1 0
0 0 1

|

−1/3 0 4/3
1/3 0 −1/3
−2/3 1 2/3

)~ 

Віднімемо від 1-ого рядка 3-ій рядок: 

[𝑒1 + (−1)𝑒3 → 𝑒1]~(
2 − 0 0 − 0 1 − 1
0 1 0
0 0 1

|
−
1

3
+
2

3
0 − 1

4

3
−
2

3
1/3 0 −1/3
−2/3 1 2/3

)~ 

(
2 0 0
0 1 0
0 0 1

|

1/3 −1 −1/3
1/3 0 −1/3
−2/3 1 2/3

)~ 

Поділимо 1-ий рядок на 2: 



(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|

1/6 −1/2 −1/6
1/3 0 −1/3
−2/3 1 2/3

)~ 

Відповідь: 

𝐴−1 = (

1/6 −1/2 −1/6
1/3 0 −1/3
−2/3 1 2/3

) 

 

Властивостi оберненої матрицi:  

1) 𝐸−1 =  𝐸; 

Доведення.  Випливає з  того,  що 𝐸 ·  𝐸 =  𝐸. 

2) det 𝐴−1 = 
1

det𝐴
; 

Доведення. Оскiльки матриця 𝐴−1 - обернена до матрицi 𝐴, то 𝐴−1 · 𝐴 =  𝐸. 

Тому з властивостi визначникiв випливає, що  

𝑑𝑒𝑡(𝐴−1 ·  𝐴)  =  𝑑𝑒𝑡(𝐴−1)  ·  𝑑𝑒𝑡 𝐴, 

а з iншого боку, 𝑑𝑒𝑡 𝐸 =  1.  

Тому 𝑑𝑒𝑡(𝐴−1) · 𝑑𝑒𝑡 𝐴 =  1, звiдки 𝑑𝑒𝑡 𝐴−1  =
1

det𝐴
. 

3) (𝐴−1)−1  =  𝐴; 

Доведення.  Ця властивiсть випливає з того, що 𝐴−1  ·  𝐴 =  𝐴 ·  𝐴−1   =  𝐸. 

4) (𝐴 ·  𝐵)−1  =  𝐵−1  ·  𝐴−1; 

Доведення. Дiйсно, (𝐴 ·  𝐵) ·  (𝐵−1 ·  𝐴−1) = 𝐴 · (𝐵 ·  𝐵−1) ·  𝐴−1 = 𝐴 · 𝐸 ·

 𝐴−1 = (𝐴 ·  𝐴−1)  =  𝐸, i навпаки (𝐵−1  ·  𝐴−1)  ·  (𝐴 ·  𝐵)  =  𝐵 · (𝐴 ·  𝐴−1) ·

 𝐵−1  =  𝐸. Тому матриця 𝐵−1  ·  𝐴−1 - обернена до матрицi 𝐴 ·  𝐵. 

5) (𝐴−1)𝑇  =  (𝐴𝑇)−1. 

Доведення.  Дiйсно,  (𝐴−1)𝑇   ·  𝐴𝑇    =  (𝐴 ·  𝐴−1)𝑇    =  𝐸𝑇   =  𝐸, i навпаки 

𝐴𝑇   · (𝐴−1)𝑇  =  (𝐴−1  ·  𝐴)𝑇  =  𝐸𝑇  =  𝐸. 



3.2 Матричнi рiвняння 

1) Розглянемо  рiвняння вiдносно невiдомої матрицi 𝑋 = 𝑋𝑚×𝑛 

  𝐴 ∙ 𝑋 =  𝐵 (4) 

де 𝐴 =  𝐴𝑚×𝑚 та 𝐵 =  𝐵𝑚×𝑛 - вiдомi матрицi. Якщо матриця 𝐴 є невиродженою 

(𝑑𝑒𝑡 𝐴 ≠  0), то помноживши рiвняння злiва на матрицю 𝐴−1, отримаємо 

𝐴−1 ∙ 𝐴 ∙ 𝑋 =  𝐴−1 ∙ 𝐵 

Звідки 

Е ∙ 𝑋 =  𝐴−1 ∙ 𝐵  𝑋 =  𝐴−1 ∙ 𝐵 

2) Розглянемо  рiвняння вiдносно невiдомої матрицi 𝑋 = 𝑋𝑚×𝑛 

  𝑋 ∙ 𝐴 =  𝐵 (5) 

де 𝐴 =  𝐴𝑛×𝑛 та 𝐵 =  𝐵𝑚×𝑛 - вiдомi матрицi. Якщо матриця 𝐴 є невиродженою 

(𝑑𝑒𝑡 𝐴 ≠  0), то помноживши рiвняння справа на матрицю 𝐴−1, отримаємо 

𝑋 ∙ 𝐴 ∙ 𝐴−1  =  𝐵 ∙ 𝐴−1 

Звідки 

𝑋 ∙ Е =  𝐵 ∙ 𝐴−1  𝑋 =  𝐵 ∙ 𝐴−1 

3) Розглянемо  рiвняння вiдносно невiдомої матрицi 𝑋 = 𝑋𝑚×𝑛 

  𝐴 ∙ 𝑋 ∙ 𝐵 =  𝐶 (6) 

де 𝐴 =  𝐴𝑚×𝑚, 𝐵 =  𝐵𝑛×𝑛 та 𝐶 =  𝐶𝑚×𝑛 - вiдомi матрицi. Якщо матриці 𝐴 і 𝐵 є 

невиродженими (𝑑𝑒𝑡 𝐴 ≠  0, 𝑑𝑒𝑡 𝐵 ≠  0), то помноживши рiвняння злiва на 

матрицю 𝐴−1, a справа на матрицю 𝐵−1, отримаємо 

𝐴−1 ∙ 𝐴 ∙  𝑋 ∙ 𝐵 ∙ 𝐵−1 = 𝐴−1𝐶𝐵−1 

Звідки 

𝐸 ∙ 𝑋 ∙ E =  𝐴−1𝐶𝐵−1  𝑋 =  𝐴−1𝐶𝐵−1 

Всі ці рiвняння (4) – (6) називаються матричними рiвняннями. 



 

 

 

 

3.3 Методи розв’язання квадратних (з однаковою кількісттю 

невідомих і рівнянь) невироджених (з відмінним від нуля визначником 

матриці коефіцієнтів) СЛАР 

Розглянемо квадратну невироджену СЛАР: 

  {

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

⋯
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

 (7) 

де det 𝐴  = det (

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

) = |

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

| ≠ 0  

 

1) Матричний метод 



Запишемо СЛАР (7) матричнiй формi: 

𝐴𝑋 =  𝐵, 

де введено, 

А = (

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

), 𝑋 = (

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

) , 𝐵 = (

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑛

) 

Оскiльки ∆ =  𝑑𝑒𝑡 𝐴 ≠  0, то з рiвняння (4) випливає, що 

  𝑋 =  𝐴−1 ∙ 𝐵 (8) 

 

2) Правило (формули ) Крамера 

Оскiльки ∆ =  𝑑𝑒𝑡 𝐴 ≠  0 і має місце рiвняння (8), тобто 𝑋 =  𝐴−1 ∙ 𝐵, 

розпишемо цю рiвнiсть як: 

(

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

) =
1

∆
(

𝐴11 𝐴21 … 𝐴𝑛1
𝐴12 𝐴22 … 𝐴𝑛2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝐴1𝑛 𝐴2𝑛 … 𝐴𝑛𝑛

) ∙ (

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑛

) = 

(

 
 
 
 

𝐴11𝑏1 + 𝐴21𝑏2 +⋯+ 𝐴𝑛1𝑏𝑛
∆

𝐴12𝑏1 + 𝐴22𝑏2 +⋯+ 𝐴𝑛2𝑏𝑛
∆
⋮

𝐴1𝑛𝑏1 + 𝐴2𝑛𝑏2 +⋯+ 𝐴𝑛𝑛𝑏𝑛
∆ )

 
 
 
 

 

Тут зазначемо що 𝐴11𝑏1 + 𝐴21𝑏2 +⋯+ 𝐴𝑛1𝑏𝑛 - розклад визначника  

∆1= det(

𝑏1 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑏2 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑏𝑛 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

) = |

𝒃𝟏 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝒃𝟐 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝒃𝒏 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

| 

за теоремою Лапласа за елементами 1-го стовпця.  

Зауважимо, що визначник ∆1 отримується з визначника системи ∆ шляхом 



замiни першого стовпця стовпцем вiльних членiв. Таким чином, невідоме 

𝑥1 =
∆1
∆

 

Аналогічно для інших невідомих. Наприклад, для другого елементу у 

чисельнику вираз 𝐴12𝑏1 + 𝐴22𝑏2 +⋯+ 𝐴𝑛2𝑏𝑛 - розклад визначника 

∆2= det(

𝑎11 𝒃𝟏 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝒃𝟐 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝒃𝒏 … 𝑎𝑛𝑛

) = |

𝑎11 𝒃𝟏 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝒃𝟐 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝒃𝒏 … 𝑎𝑛𝑛

| 

за теоремою Лапласа за елементами 2-го стовпця. Тоді, 

𝑥2 =
∆2
∆

 

і так далі. 

Oстаточно запишемо формули Крамера для розв’язання квадратних 

невироджених СЛАР: 

  𝑥𝑖 =
∆𝑖

∆
 (9) 

де визначник ∆𝑖, 𝑖 =  1, . . , 𝑛, отримується з визначника системи ∆ шляхом 

замiни 𝑖-го стовпця стовпцем вiльних членiв. 

 

 

Введемо матриці:  

А = (
2 −3 1
1 4 2
1 −4 0

), 𝑋 = (

𝑥1
𝑥2
𝑥3
), 𝐵 = (

−7
−1
−5
). 



 

Складемо додаткові визначники: 

∆1= |
−𝟕 −3 1
−𝟏 4 2
−𝟓 −4 0

|, ∆2= |
2 −𝟕 1
1 −𝟏 2
1 −𝟓 0

|, ∆3= |
2 −3 −𝟕
1 4 −𝟏
1 −4 −𝟓

| 

 

Перевірка: 

{
2 ∙ (−1) − 3 ∙ 1 + 1 ∙ (−2) = −7
1 ∙ (−1) + 4 ∙ 1 + 2 ∙ (−2) = −1
1 ∙ (−1) − 4 ∙ 1 + 0 ∙ (−2) = −5

 

 

Приклад 2: Розв‘язати систему рівнянь 
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 за матричним методом. 

Перепишемо систему у вигляді 𝐴 ∙ Х = В, де 
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Розв‘язок матричного рівняння має вигляд Х = А−1 ∙ В.  



Знайдемо А−1. Маємо: 
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Відповідно до формули (3) .
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X , тобто х1 = 2, х2 = −1, х3 = 1. 

Перевірка: 

{

3 ∙ 2 + 2 ∙ (−1) + 1 ∙ 1 = 5
2 ∙ 2 − 1 ∙ (−1) + 1 ∙ 1 = 6
1 ∙ 2 + 5 ∙ (−1) + 0 ∙ 1 = −3

 


